Approximations variationnelles des EDP

Notes du Cours de M2
Albert Cohen

Dans ce cours, on s’intéresse a ’approximation numérique d’équations aux dérivées partielles linéaires
qui admettent une formulation variationnelle, c’est a dire dont la solution u est aussi solution du probléme

(V) Trowver u € X tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € X,

ou X est un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire sur X x X, et L une forme linéaire sur X.
Ces formulations sont importantes pour les raisons suivantes :

1. De nombreux problémes issus de la physique et de la mécanique admettent de telles formulations,
et celles-ci reflettent souvent une propriété fondamentale du modéle, typiquement la minimisation
d’une énergie sous-jacente.

2. Ces formulations donnent accés a des résultats fondamentaux sur le caractére bien posé de ’équa-
tion, c’est & dire ’existence et 1'unicité de la solution, et la stabilité de cette solution par rapport a
des perturbations des données.

3. Elles sont a la base de méthodes performantes pour ’approximation numérique des solutions, par la
résolution d’un probléme approché : trouver uy, € X}, tel que a(up,vp) = L(vy) pour tout v, € Xy,
ou X}, est un sous-espace de dimension finie de X.

Le cours se concentre autour de ce dernier aspect qui pose la question du contréle de 'erreur u — up
entre la solution exacte et la solution approchée. On s’interessera tout particuliérement a la méthode des
éléments finis dans laquelle les fonctions de X} sont polynomiales par morceaux sur une partition du
domaine de la solution de I’équation.

Ces notes contiennent la totalité des résultats du cours sous une forme relativement condensée. En
particulier, les démonstrations les plus simples sont esquissées ou laissées en exercice. Ces notes sont mises
a jour et corrigées en temps réel. Toutes les remarques permettant d’en améliorer la rédaction peuvent
étre envoyées a ’adresse cohen@ann.jussieu.fr.



1 Formulations et approximations variationnelles

1.1 Un exemple fondamental

Nous allons illustrer le passage & une formulation variationnelle sur ’exemple simple mais important
du probléme du laplacien (ou équation de Poisson) : on cherche une fonction u telle que

—Au = f dans Q et ujpg =0, (1.1)

ot © désigne un ouvert borné de RY, 99 désigne la fronticre de Q et f est une fonction définie sur Q.
Il est important de faire des hypothéses supplémentaires sur la régularité géométrique du domaine 2.

Définition 1.1.1 Le domaine 2 est dit lipschitzien si il existe une une famille finie de boules ouvertes
(Bi)i=1,.. n telle que 0Q C U], B; et sur chaque B; il existe un systéme de coordonnées (z1,--- ,xq) et
une fonction 1; lipschitzienne telle que

QUB; ={(x1, -+ ,2q) € B ; g <Yi(x1,--- ,Tq-1)}.

Intuitivement cela signifie que la frontiére de ) peut-étre vue localement comme le graphe d’une
fonction lipschitzienne. La pluspart des domaines classiques - en particulier les polygones en dimension
2 et presque tous les polyhédres en dimension 3 - sont lipschitziens. Des exemples de domaines non-
lipschitziens sont ceux dont la frontiére présente des points de rebroussement, ou une fissure rentrant
dans le domaine. On peut aussi définir des domaines plus réguliers : on dira que € est de classe ™!
lorsque les fonctions v; sont C™ et leurs dérivées partielles d’ordre m sont lipschitziennes. Tous les
domaines considérés dans ce cours seront au minimum de type lipschitzien.

Afin de donner un sens a I'équation (1.1) il faut préciser [’espace dans lequel on cherche la solution.
Un premier choix intuitivement possible est de chercher u dans C? en supposant alors f continue. En
multipliant ’équation par une fonction v arbitraire de classe C!, et en intégrant sur le domaine, on obtient

— / Auv = / fv,
Q Q
et en appliquant la formule de Green

/Vu-va/ 8—u’u:/fv,
Q a0 On Q
ou

olt 3 = Vu-n est la dérivée normale de u, avec n le vecteur unitaire normal extérieur au bord 92. Dans
le cas d’un domaine lipschitzien, cette normale est définie en presque tout point de 9f et la formule de
Green s’applique. En supposant de plus que v s’annulle au bord on obtient ainsi

/QVu~Vv:/va.

L’équation ci-dessus garde un sens lorsque u est seulement de classe C!. En introduisant ’espace X =
{v € C'; vpq = 0}, on obtient ainsi que toute solution de (1.1) est aussi solution de la formulation
variationnelle

Trouver u € X tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € X,

avec

a(u,v) = /QVu -V = (Vu,Vv)2 et L(v) := /va = (f,v) e,

(dans Uensemble du cours, on ne considére que des fonctions a valeurs réelles, ce qui explique ’absence
de quantités conjuguées dans la définition du produit scalaire). On voit aisément que a est bilinéaire sur
X x X et L est linéaire sur X.

Remarque 1.1.1 La formulation variationnelle nous permet aisément d’obtenir un résultat d’unicité
pour I’équation, en prouvant, ce qui est équivalent, que uw =0 si f = 0. En effet, en prenant dans ce cas
v =u dans (1.1), on obtient Vu = 0, donc u est constante et forcément nulle puisque upq = 0.



Remarque 1.1.2 ][] est important de vérifier que réciproguement, toute solution suffisament réguliére de
(1.1) est aussi solution de la formulation initiale (1.1). En supposant u de classe C? et solution de (1.1),
on obtient en appliquant la formule de Green dans le sens inverse que

/(Au—i—f)v:O, pour toutv € X,
Q

qui implique immédiatement que —Au = f (exercice : on peut au choix évoquer I’égalité Au+ f =0 au
sens des distribution, ou la densité de X dans L*(S)), ou prouver directement que Au+ f est nul en tout
point de Q).

Remarque 1.1.3 I est assez naturel que l’espace X ot l’on cherche la solution soit le méme que celui
que parcours les fonctions v. Remarquons que si X est un espace de dimension finie, toute équation de type
(1.1) peut se reformuler sous la forme d’une équation linéaire Au = f o A est l'unique endomorphisme
de X tel que a(u,v) = (Au,v) et f Uunique élément de X tel que L(v) = (f,v), avec {-,-) un produit
scalaire fixé dans X. Dans un tel cas, unicité de la solution signifie que A est injective et donc un
isomorphisme ce qui assure l’existence d’une solution. Cependant nous travaillons ici en dimension infinie
et ce raisonement n’est plus valable. L’existence de la solution de (1.1) va découler de la théorie de Lax-
Milgram.

1.2 Théorie de Lax-Milgram

Dans cette section, on considére un probléme général pouvant se mettre sous la forme variationnelle
(V) Trouver u € X tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € X,

Le théoréme de Lax-Milgram apporte une réponse & l'existence, 'unicité et la stabilité de la solution
dans un cadre précis.

Théoréme 1.2.1 On suppose que X est un espace de Hilbert et que les formes a et L vérifient les
hypothéses suivantes :

1. Continuité de L : |L(v)| < Cp||v||x pour tout v € X.
2. Continuité de a : |a(u,v)| < Cyllullx||v]x pour tout u,v € X.
3. Coercivité de a : a(u,u) > al|lu|% pour tout u € X, avec a > 0.

Alors il existe une solution unique u au probleme (V) qui vérifie l'estimation a-priori

L
fullx < 12l
0]

avec ||L||xr = sup, =1 |L(v)| la norme de L dans le dual X' de X.

Preuve : L’estimation & postériori s’établit en prenant v = v dans (V) puis en appliquant la continuité
de L et la coercivité de a ce qui donne

aflullk < Cpllullx.

11 suffit alors de prendre Cf, = ||L||x+. Cette estimation nous donne aussi I'unicité de la solution.

Pour l'existence, considérons d’abord le cas simple ot a est une forme symétrique. Dans ce cas, la
continuité et la coercivité de a montrent qu’il s’agit d’un produit scalaire sur X x X et que la norme
|v|la := v/a(v,v) est équivalente & la norme || - || x. Puisque L est continue, elle ’est aussi par rapport a
|| - ||« et le théoréme de représentation de Riesz nous assure donc l'existence d’un unique u € X tel que
L(v) = a(u,v) pour tout v € X.

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque v — a(u,v) et v — L(v) sont continues, on
peut écrire a(u,v) = (Au,v) et L(v) = (f,v) ou A est un opérateur continu sur X, f € X et (-,-) un
produit scalaire dans X. L’équation (V) s’écrit donc Au = f dans X. L’hypothése de coercivité nous
permet d’affirmer que

allvllx < [[Av]x,



pour tout v € X, ce qui entraine que Im(A) est un sous-espace fermé de X qui se décompose donc suivant
X =TIm(A) @ (Im(A))*. Considérons a présent w € (Im(A))L. La coercivité nous montre que

afwlk < alw,w) = (4w, w) = 0.
Par conséquent Im(A) = X ce qui prouve l'existence de la solution w. o

Remarque 1.2.1 Bien qu’un espace de Hilbert s’identifie avec son dual, il sera souvent pertinent de
distinguer X et X'. On écrit donc plutot a(u,v) = (Au,v)x/ x et L(v) = (f,v) x/ x ot A est un opérateur
continu de X dans X', f € X' et (-,-)x/,x le produit de dualité entre X' et X. L’équation (V) s’écrit
alors Au = f dans X' et le théoréeme de Lax-Milgram montre que A est isomorphisme de X dans X'.

Remarque 1.2.2 Dans le cas ou la forme a est symétrique, on vérifie que toute solution u de (V) est
aussi un minimiseur sur X de la fonctionelle

1
J(v) == ia(v,v) — L(v).
On pourra vérifier (exercice) que la propriété de coercivité est alors équivalente & la propriété dite de
Q-convexité J(w) + J(w)
v+ w v)+ J(w « 9
< ——|lv—w
et que toute fonction a-convere continue sur un espace de Hilbert atteint un minimum qui est unique

(indication : prouver que les suites minimisantes sont de Cauchy).

J(

Si l'on revient a présent au probléme du laplacien (1.1) et a sa formulation variationnelle (1.1) dans
Pespace X = {v € C'; vjpq = 0}, on voit que

[ollx = [IVol L2,

définit une norme sur X telle que les propriétés de continuité et de coercivité sont trivialement satisfaites
par a. La continuité de L(v) = (f,v)r2 est une conséquence de l’inégalité de Poincaré : si Q est un
domaine lipschitzien borné, il existe une constante C'p telle que pour toute fonction f de X on a

[ollz> < Cpl|Vvl| 2. (1.2)
En appliquant successivement 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré on a donc

L) < [[fllzzllollz < Crvlx,

avec Cr, = Cp||f| 2. Toutes les conditions du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées a 'exception du fait
que X muni de la norme définie ci-dessus n’est pas un espace complet. Il est donc nécessaire d’introduire
un cadre fonctionnel mieux approprié. Celui-ci se fonde sur les espaces de Sobolev.

1.3 Rappels sur les espaces de Sobolev
Pour m entier positif, 1 < p < oo et 2 un domaine ouvert de RY on définit
W™P(Q) = {v € LP(Q) ; D% € LP(Q), |a| < m),
alely

a1 ag
Oxy -0z,

a1 4 - -+ ag. Autrement dit v € WP (Q) si et seulement si pour tout |a| < m, il existe v, € LP() telle

que
/U“‘P: (*1)‘0"/@“%
Q

pour tout ¢ € D(Q) ou D(Q) est 'ensemble des fonctions C*° a support compact dans €2, et on note alors
vq = D®v. Lorsque 1 < p < 0o, une autre fagon équivalente d’exprimer ceci est d’affirmer que pour tout
|a] < m, il existe une constante C,, telle que

les dérivées D%v = étant prises au sens des distributions avec la notation usuelle |o| =

| / 0D < Callol o



avec 1/p’ +1/p =1 (exercice). Pour m = 0 on pose WP = LP
On munit W™P?(Q) de la norme

1/p
lellwes = (32 ID%l,)

lal<m

et on définit aussi la semi-norme par

1/p
T —— ( 3 HD%H;) ,

|a|=m

de sorte que [[v[jwm.e = ([[0|[}m-1, + [0]|%m.»)/P. Dans le cas p = oo ces définitions sont modifiées en
remplacant les norme (P par des max. En partant de ces définitions et en utilisant le fait que LP(2) est
complet, on démontre facilement le résultat suivant.

Théoréme 1.3.1 W™P(Q) muni de sa norme est un espace de Banach.

Dans le cas p = 2 qui nous intéresse plus particuliérement on pose H™(Q) := W™2(2). La norme
H™ dérive du produit scalaire
(v, W)y gm = Z (D%u, D) 2,

la|<m

et par conséquent H™ est un espace de Hilbert.

La définition de WP (Q) montre facilement que si v € W™P(IR?) alors sa restriction a Q est dans
WmP(Q). Une question plus délicate est de savoir si toute fonction de W™P(Q) est la restriction d’une
fonction de W™?(RY). Nous admettrons le résultat difficile suivant du a Stein.

Théoréme 1.3.2 Si Q) est un domaine lipschitzien, il existe un opérateur linéaire d’extension E borné
de W™P(Q) dans W™P(IRY), c’est a dire tel que pour tout v € W™P (), la restriction de Ev a Q est
égale a v et HEUHWWP(IRd) < Olollwmr(a)-

A titre d’exercice on pourra essayer de montrer que ce théoréme est faux dans un domaine non-
lipschitzien présentant une fissure.

Rappelons quelques résultats importants sur la densité des fonctions réguliéres dans les espaces de
Sobolev : si Q est un ouvert lipschitzien, D() est dense dans W™ (£2) pour p < +o0, oit D(Q) désigne
I'ensemble des restrictions a © des fonctions €. Ce théoréme peut se démontrer d’abord sur RY par
des opérations de troncature et de régularisation, puis sur €2 en utilisant le théoréme de prolongement
1.3.2. Tl faut bien noter que D(Q) differe de D(Q) qui n’est pas dense dans W™P (1), sauf si @ = R ou
si m = 0 ce qui correspond a la densité de D(2) dans LP(Q). D’autre part, tous ces résultats de densité
sont faux dans le cas p = oc.

Rappelons a présent les résultats concernant la restriction au bord ou trace des fonctions des espaces
de Sobolev : si € est un ouvert lipschitzien alors 'opérateur vy qui & une fonction réguliére w définie sur
Q associe sa restriction you au bord 0f) vérifie 'estimation

voull 2a0) < Cllull g1 (o).

Cette estimation se prouve facilement dans le cas ot  est le demi-espace R x R’ (exercice), le
passage a un ouvert ) plus général est technique et utilise les ouverts recouvrant la frontiére de ) dans
la définition 1.1.1. Par un argument de densité ceci montre que la trace vy définit un opérateur continu
de H'(Q) dans L%(92). Remarquons que la trace d'une fonction de L%(Q2) n’a en général pas de sens
puisque le 02 est un ensemble de mesure nulle.

La continuité de 'opérateur de trace permet de définir ’espace

Hy (Q) = {v e H'(Q) ; nov =0},

qui est un sous-espace hilbertien de H'(£2). On peut vérifier que D(£2) est dense dans H} () qui peut ainsi
étre défini de maniére équivalente comme la fermeture de D(2) au sens de la norme H'!. Ceci entraine en



particulier la validité de I'inégalité de Poincaré (1.2) pour les fonctions de H}(Q). Cette inégalité nous
indique que la semi-norme ||[Vv||z2 est une norme équivalente a la norme H' sur HJ(Q2). On la désigne
parfois comme “norme Hj” et on note donc

[ollmg = lolar = [[Vol L2
On désigne par H~1(2) l'espace dual de H}(2) muni de la norme

[vllg-1 == sup <U7w>H*1,H6~

Lorsque v est une fonction de L?(Q), on I'identifie & un élément de H~1(£2) en utilisant la forme linéaire
définie par le produit scalaire L2, c’est a dire

lv]|g-1 :== sup / vw.
llwll g =10
On a ainsi la chaine d’inclusion
Hi(Q) C L*(Q) ¢ H Q).

Remarque 1.3.1 Quand Q = R la densité de D(Q) montre que HL(RY) = H'(RY) et (H'(RRY)) =

~L(RY). En revanche si Q est borné lipschitzien ces espaces different, et l’espace (H'()) nlest pas
un espace de distribution (par exemple v +— fem Yov est dans cet espace mais s’annulle sur toutes les
fonctions de D(Q) ).

Les espaces de Sobolev peuvent aussi étre définis pour des indices de régularité non-entier.

Définition 1.3.1 Pour Q un domaine de R*, m < s <m+1 et 1 < p < oo, W*P(Q) est l’ensemble des
fonctions v de W™P(Q) telles que

|D*v(z) — D(y)|”
[0 fyen = Z //Q |x—y|5 pd dx dy < +o0, (1.3)

o=

Cet espace est muni de la norme |[vllwer := (||| fymp + [0f5en) /P

Dans le cas p = 2 et Q = RY, on peut aussi définir H* (]Rd) de maniére équivalente en utilisant la
transformée de Fourier : v € H*(IRY) si et seulement si (1 + |w|*) € L*(IRY). Dans le cas p = oo on
remplace (1.3) par la condition de Holder |D%*v(x) — D*v(y)| < Cla — y|*~™ pour || = m et on note
W = (3.

Ces espaces ont propriétés similaires a celles énoncées pour les espaces d’indices entiers : complétude
par rapport & leur norme, opérateur d’extension, densité des fonctions réguliéres. L’espace H'/? joue un
roéle important dans I’étude de I'opérateur de trace, comme 'indique le résultat admis suivant.

Théoréme 1.3.3 Soit Q un domaine lipschitzien. L’image de H'(Q2) par lopérateur de trace vy est
Uespace H'Y/2(09Q). On peut définir une norme sur HY/?(0SY) par

lvll 1200y == inf [lwllgiq),
Yow=v

qui est équivalente & la norme H'Y? obtenue par la définition 1.5.1 adaptée a Q. Il existe un opérateur de
relevement R linéaire et continu de HY/?(9Q) dans H'(2) tel que v o R(v) = v pour tout v € HY/2(9Q)
et tel que ||R(v)||g1 = ||v||gase-

On définit H=1/2(99) 'espace dual de H'/2(992). Cet espace joue un role naturel dans la définition
de la trace de la dérivée normale. On note 1, opérateur qui a u associe la fonction % définie sur 0f2.



Théoréme 1.3.4 Soit u € H'(Q) telle que Au € L*(Q), alors yyu définit un élément de H=/2(0Q) par
la formule

<")/1u,”U>H—1/27H1/2 ::/Vu~Vw+/Auw,
Q Q

pour tout w € HY(Q) tel que v = yow.

Preuve : La définition est justifiée car si u et w sont suffisament réguliéres, la formule de Green donne

/ (Wlu)v:/Vuw—f—/Auw
a0 Q Q

En considérant le relévement R(v), posont d’abord

<71u,11>H_1/27H1/2 ::/VU~VR(U)+/ AuR(v),
Q Q

En utilisant I'inégalité de Schwarz et le théoréme 1.3.5, on obtient donc
I/m(MU)vI < (IVulZe + |AullZ2) 2 [[0] a2,

ce qui montre que |[yiullg-1/2 < (|[Vul2: + ||Aul|22)!/2. 1l reste a vérifier que la définition de viu est

indépendante du choix de w tel que ygw = v. Ceci provient du fait que par définition du Laplacien au
sens des distribution [, Auw = — [, Vu - Vw pour tout w € D(2) et donc pour tout w € Hj (). o

Terminons par quelques remarques sur les relations d’inclusions entre espaces de Sobolev. On a de
maniére évidente W"™P(QQ) C W™P(Q) si m > n, ainsi W™P(Q2) C W™9(Q) si p > ¢ et Q est borné. On
rappelle aussi le théoréme de Rellich.

Théoréme 1.3.5 Si ) est borné et m > n, linjection de WP () dans W™P(Q) est compacte : toute
suite bornée pour la norme W™P admet une sous-suite convergente en norme W™P.

Des inclusions plus générales s’expriment par les injections de Sobolev : pour un domaine 2 C R4
borné lipschitizien, m > n et m —n > d/p—d/q on a l'injection W™P(Q) dans W™?(Q) et cette injection
est compacte si m > n. Le cas critique m —n = d/p — d/q est & manipuler avec précaution, l'injection
étant vraie si ¢ < oo mais pouvant étre fausse si ¢ = co et n est entier. Par exemple, en dimension d = 2
I'espace H'(Q) s’injecte dans L?(£2) pour tout ¢ < oo mais pas dans L, en revanche 1’espace W21(Q)
s’injecte dans L™ (exercice). On peut vérifier que les injections de Sobolev ne sont jamais compactes dans
le cas critique (exercice).

1.4 Exemples de formulations variationnelles

Voici a présent quelques exemples d’application de la théorie de Lax-Milgram dans les espaces de
Sobolev pour des équations aux dérivées partielles mises sous forme variationnelle.

Exemple 1. Equation du laplacien
On a déja vu en section 1.1 la mise sous forme variationnelle de I’équation du laplacien (1.1). Dans ce cas
on travaille avec I'espace de Sobolev X = H{ (1), et toutes les hypothéses du théoréeme de Lax-Milgram
sont vérifiées. Le laplacien définit ainsi un isomorphisme de H}(Q) dans H~1(Q) et on a l'estimation
a-priori

lullzy < 1Fla-r-

Si f est dans L2, on peut aussi écrire
lullerg < Cpllfllz2,

ot Cp est la constante de l'inégalité de Poincaré qui s’étend aux fonctions de H}(Q). Intuitivement la
solution u du laplacien gagne deux ordres de dérivabilité par rapport a la donnée f. Ceci est confirmé
par le résultat admis suivant.



Théoréme 1.4.1 Soit Q un domaine C1'' ou un domaine conveze. Alors si f € L*(Q), la solution u de
la formulation variationnelle de (1.1) est dans H? et il existe une constante C' qui ne dépend que de
telle que

[ullzz2 < Ol flL2-

Plus généralement, si ) est de classe C™ 11 alors f € H™(Q) implique uw € H™T2(Q), avec
Jullzmsz < Clfllam

On verra par la suite que ce résultat n’est pas valide pour des domaines moins réguliers.

Exemple 2. Laplacien avec conditions non-homogénes
Considérons a présent le probléme de Laplace avec une donnée de Dirichlet non-homogéne au bord.

—Au = f dans Q et you=yg, (1.4)

On peut reformuler cette équation en considérant un relévement R(g) de g, et en écrivant u = @ + R(g).
On voit ainsi que u s’annulle au bord et est solution de I’équation

—Au = f+ AR(g),

que l'on peut mettre sous la forme variationnelle suivante : trouver @ € H} () tel que

Vi-Vv= [ fo— | VR(g)- Vv pour tout v € H}(Q). (1.5)
Q Q Q

On peut vérifier que le choix du relévement ne change rien a la solution de (1.5). On voit que dans cette
formulation variationnelle on peut supposer g € H'/? (09) et utiliser le théoréme 1.3.5, ce qui montre que
la forme lineaire du membre de droite est bornée suivant

IL)| < Nlollag (1 L2 + (gl mrr2)-
On obtient ainsi [|@[| gz < || f[la-1 + [|g]|g1/> et finalement en ajoutant R(g),
lullzr < 11—+ 2lgl g2
On voit ainsi que u +— (Au, you) définit un isomorphisme de H'(2) sur H~1(Q) x H'/2(0Q).

Exemple 3. Coefficients variables
On peut généraliser ’équation du laplacien en introduisant des coefficients variables :

ou —div(A.Vu) = f dans Q et you =0, (1.6)

ot o € L*(1) est une fonction positive, et A est une fonction de Q a valeur dans l’ensemble des matrices
symétriques définies positives d x d, telle que les valeurs propres maximales et minimales de A(z) vérifient

0 < @ < Amin(A(@)) < Amax(A(2)) < C, (1.7)

ou « et C sont indépendantes de x. La forme bilinéaire est alors donnée par

a(u,v) = / auv+/ AVu - Vo,
Q Q

et les hypothéses de Lax-Milgram dans Hg () découlent aisément de la propriété (1.7).

Exemple 5. Equation de convexion diffusion
On consideére ’équation
—Au+b-Vu=f dans Q et yu =0, (1.8)



o b(x) est un champ de vecteur, i.e. une application de 2 a valeur dans R que l'on suppose de classe
C! et uniformément bornée sur et telle que

div(b(z)) =0, =z € Q.

La formulation variationnelle est alors : trouver @ € Hg (€2) tel que

Vu- Vv + / (b-Vu)v = [ fvpour tout v € Hj(Q). (1.9)
Q Q Q

Dans ce cas, la forme bilinéaire n’est pas symétrique. Il est facile de vérifier sa continuité sur Hg. Pour la
coercivité, on utilise la condition de divergence nulle de b qui implique div(buv) = (b- Vu)v + (b - Vv)u,
ce qui entraine 'antisymétrie du terme B(u,v) = [(b- Vu)v. Il sen suit que a(u,u) = |[|[Vul|2, et la
coercivité est donc vérifiée.

Exemple 6. Probléme de Neumann
Le probléme
—Au+u=f dans Q et yyu=g, (1.10)

peut se mettre sous forme variationnelle en multipliant par une fonction arbitraire de H'(f) et en

appliquant la formule de Green. En remplacant % par sa valeur au bord, on obtient ainsi : trouver

u € HY(Q) tel que '

/Vu-Vv+/uv:/fv+/ gov pour tout v € H' (). (1.11)
Q Q Q o0

Notons que la condition de Neumann aux limites n’apparait plus dans l’espace dans lequel on travaille,
mais elle est implicitement contenue dans la formulation variationnelle. En effet si u est suffisament
réguliére, en considérant d’abord v € H3(Q) dans (1.11), on élimine le terme [, gv et on retrouve
I’équation (1.10), puis on obtient que pour tout v € H(2) on a

Oou
_/m(% —9)vov =0,

ce qui entraine la validité de la condition aux limites.

Il convient de préciser dans quel espace on choisit la donnée f et la condition au bord g. Au vu du
théoréme 1.3.4, on prend f € L? et f € H-'/2(Q), ce qui entraine la continuité sur H'(Q) de la forme
linéaire dans (1.11). La continuité et la coercivité de la forme bilinéaire est immédiate, et les hypothéses
de Lax-Milgram sont donc vérifiées.

Exemple 7. Laplacien avec conditions de Neumann
Toujours avec f € L*(Q2) et g € H~'/2(Q) on considére le probléme

—Au=f dans Q et yyu=yg, (1.12)

On fait ici 'hypothése supplémentaire que €2 est connere. La solution de ce probléme est définie a une
constante prés. Afin de lever cette indétermination, on va chercher v dans ’espace quotient

HY(Q)/R = {uecH(Q); /Qu = 0}.

On vérifie aisément que cet espace est un sous espace hilbertien de H'(Q2). Comme H}(Q), on peut le
munir de la norme

loll s g o= 19022

On remarque que les données de ’équation ne sont pas indépendantes : on a nécessairement

/f+/ g:—/Au—l—/ y1u = 0.
Q oQ Q oQ



Sous cette hypothése, examinons la formulation variationnelle : trouver v dans H*(2)/IR telle que

/Vu'sz/fv—i—/ gyov pour tout v € H'(R2)/RR. (1.13)
Q Q o0

En utilisant la relation entre f et g, on voit que 1’égalité dans (1.13) est automatiquement vérifiée pour
tout v € H' puisqu’on peut lui ajouter n’importe quelle constante. Cela permet de montrer en raisonnant
comme dans I'exemple précédent qu’une solution u suffisament réguliére de (1.13) est aussi solution de
(1.12).

La continuité et la coercivité de la forme bilinéaire est immédiate pour la norme de H'(Q2)/R. La
continuité de la forme linéaire utilise le résultat suivant qui est I’analogue de 'inégalité de Poincaré pour
les fonctions de moyenne nulle.

Théoréme 1.4.2 Soit §) borné, lipschitzien et connexe. Il existe une constante Cq qui ne dépend que du
domaine ) telle que pour tout v € HY(Q)/IR

[olla < Coll Vvl L2

Preuve : On procéde par contradiction. Si le résultat est faux, il existe une suite (v,)n>o telle que
vy € HY Q) /R, ||[va|lgr = 1 et |[Vo,|/z2 tends vers 0. Par le théoréme de Rellich on peut extraire une
sous suite wy,, qui converge vers w dans L?(Q). Puisque ||Vw,,| 2 tends vers 0 on en déduit que c’est une
suite de Cauchy dans H'(f) et qui converge donc vers w dans H'(£2). Par passage & la limite on voit que
Vw2 =0, w € HY(Q)/R et |w|| g = 1. La premiére propriété montre que w est constante puisque 2
est connexe. D’aprés la deuxiéme propriété on a donc w = 0 ce qui est en contradiction avec la troisiéme
propriété. o

Remarque 1.4.1 On remarque que ce résultat est fauxr pour un ouvert non-connexre, en prenant une
fonction constante par morceaux sur chaque composante et de moyenne nulle.

Remarque 1.4.2 On peut aussi utiliser ce mode de raisonnement pour démontrer l’inégalité de Poincaré
sur HY(Q) (ezercice).

On peut & présent écrire

| Jo fv+ Jag gr0vl < A fllz2llvlicz + llglla-12llv0v] g2
< Coll fllz= Vol + gl -1z ll0]la
< Colfllze + llgllz-r1/2)I[Vvll 2

La continuité de la forme linéaire est ainsi démontrée et le théoréme de Lax-Milgram s’applique.

Exemple 8. Bi-Laplacien
La formulation variationnelle du probléme

A’u=f, ~you=mu=0, (1.14)
utilise le sous-espace espace hilbertien de H%(Q)
H3(Q) :={v e H*(Q) ; vov = 11v = 0},

qui est aussi la fermeture de D(Q2) pour la norme H2.
En appliquant deux fois la formule de Green, on obtient la formulation variationnelle : trouver u €
HZ(Q) telle que

/AuAv: / fv pour tout v € HZ(Q). (1.15)
Q Q

On vérifie aisément que toute solution de (1.15) suffisament réguliére est aussi solution de (1.14).
Sur HZ(9) on peut travailler avec la norme

HUHHg(Q) = [|Aul| e,
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qui rend immédiate la continuité et la coercivité de la forme bi-linéaire (il s’agit bien d’une norme puisque
Au = 0 et you = 0 implique u = 0). Pour la continuité de la forme linéaire, on a besoin d’une équation
analogue a Poincaré pour le laplacien : pour tout v € HZ(Q),

[o]lz2 < Cgl|Av| L2

Cette estimation est une conséquence directe de la régularité H2 des solutions du laplacien dans le cas
ot € est convexe ou de classe C1'!. Elle est aussi vérifiée pour un domaine lipschitzien.

La formulation variationnelle permet de donner un sens aux solutions du bi-laplacien quand f est
dans le dual de HZ(£2) que 'on note H2(Q), et pour f € L? on a donc

Ifllg-z = sup / fo < Cllflee.
1JQ

v =
Il ||Hg

1.5 Approximation variationnelle

Considérons un probléme admettant une formulation variationnelle de type (V) dans un espace de
Hilbert X. Une méthode d’approrimation interne ou méthode de Galerkin, consiste a rechercher une
solution approchée dans un sous-espace hilbertien X C X. Pour cela on définit un probléme approché

en substituant X, a X dans (V) :
(G) Trouver up € X}, tel que a(up,vy) = L(vy) pour tout vy, € Xp.

L’un des but poursuivi est d’aboutir a une solution calculable en un nombre fini d’opération. Pour
cela, on va supposer X, de dimension finie N}, et on introduit une base (¢x)g=1,... n, de X. La solution
up, peut donc se décomposer suivant :
Np,
Up = Z Uh,k Pk,
k=1

et on voit que wuy, est solution de (G) si et seulement si

Np
a(un, ©1) = _urnaler, @) = L(¢r), 1=1,--+ N
k=1

Ces équations peuvent se reformuler sous la forme d’un systéme
AU, = Fp, (1.16)

ou Uy, := (upk)k=1, Ny, Fn := (L(¢k)) k=1, .~,, €t (An)k1 = alek, ¢1) pour k, I =1,--- , Nj,. La matrice
Aj, est appelée matrice de rigidité du probléme. Cette matrice est symétrique lorsque a est symétrique.

L’un des intéréts de la méthode de Galerkin est qu’elle permet d’aboutir & une estimation d’erreur
optimale entre la solution exacte u du probléme (V) et la solution approchée uy, au sens ou l’erreur
|lu — up||x est comparable au minimum de |ju — vs||x quand v;, parcourt Xj. Ceci est exprimé par le
lemme de Cea.

Lemme 1.5.1 On suppose que les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées. Alors, il existe
une solution unique uy, au probléme approché (G) et la matrice Ay est inversible. On a estimation
d’erreur

C
Ju—unllx <= m
«

Jmin ju—va|x.
Dans le cas ot a est symétrique on a
o= unllx < (52)" min u— o
U—1u — min |ju—wv .
rlix =7 S il X
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Preuve : Comme X est un sous-espace Hilbertien de X, les hypothéses de Lax-Milgram pour (V)
entrainent la validité des mémes hypothéses pour (G). On en déduit 'existence et I'unicité de wuy, (ainsi
que lestimation a-priori [Jup|x < %) Comme () est une base, l'unicité montre que U = 0 si
Fy, = 0 ce qui signifie que Ay, est inversible.

Pour l'estimation d’erreur, on remarque en combinant (V) et (G) que pour tout v, € X, on a

a(u — up,vy) = 0. (1.17)
En utilisant cette remarque ainsi que la coercivité et la continuité de a, on obtient

allu —up% < alu—up,u—up)
= a(u — up,up — vp)
< Callu — un| x [ = vnllx,

ce qui donne ’estimation recherchée dans le cas général.
Dans le cas oil a est symétrique, on remarque que (1.17) signifie que wuy, est la projection orthogonale
de u sur X, au sens du produit scalaire a(-,-), et donc

lu—uplla = mip lu — vn||a-

h

On en déduit I'estimation recherchée en utilisant I’équivalence de norme

a2 |lollx < lvlla < C3/IIvllx,

qui découle de la continuité et de la coercivité de a. o

Notre but est a présent de définir des espaces X}, pertinents pour appliquer la méthodes de Galerkin.
En premier lieu, il s’agit d’obtenir un compromis raisonable entre la complexité du systéme décrit par la
dimension Nj, de X}, et la précision dans 'approximation de la solution. D’autre part, il est important
que les espaces X aient des propriétés permettant de calculer de fagon simple et rapide les quantités
a(pk, ¢1) et L(pk) qui interviennent dans le systéme (1.16). Enfin, il est important que ce systéme puisse
étre résolu aisément, en particulier lorsque Ny, devient grand. Il peut ainsi étre intéressant que X, posséde
une base qui rend la matrice de rigidité creuse, c’est a dire contenant peu d’éléments non-nuls, ou encore
bien conditionnée. La méthode des éléments finis répond & I'ensemble de ces exigences.
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2 La méthode des éléments finis

2.1 Présentation de la méthode

Dans la méthode des éléments finis, le domaine 2 est décomposé en une partition ou maillage 7, et
I’espace d’approximation X} est constitués de fonctions polynomiales par morceaux sur chaque élément
de la partition T' € 7;. Le paramétre h représente la finesse de la discrétisation au sens ou

h = max diam(K).
KeTy,

Avant d’aborder cette méthode plus en détail, il convient de la situer par rapport & d’autres approches.
Il existe deux autres classes importantes de méthodes numériques pour les EDP qui ne rentrent pas dans
le cadre de I’approximation variationnelle : la méthode des différences finies et celle des volumes finis.

Dans la méthode des différences finies, on cherche a calculer une solution sur une grille de points, au
moyen d’une formule de discrétisation pour 'opérateur au dérivée partielles. Prenons ici 'exemple du
laplacien (1.1) sur un domaine bidimensionel (d=2) et avec une grille de discrétisation réguliére du type
xpy = (hk,hl) ou (k,1) sont les couples d’entiers tels que zx; € Q. En notant uy; 'inconnue qui doit
approcher u(zy ), on peut par exemple discrétiser le laplacien par la formule a 5 points :

dug ) — up 41 — Ukg—1 — Uky1] — Uk—11
12 = f(@k1)-

Dans la méthode des volumes finis, on se donne un maillage 75, et des inconnues sont associées a chaque
maille T' € 7j,. Cette méthode se préte bien a la discrétisation des équations sous forme divergence qui
peuvent étre re-interprétées par une formule de flux. Dans le cas du laplacien (1.1), on peut en effet écrire

pour tout T S 7}7.7
o an

L’idée est alors d’approcher le flux du membre de gauche au moyen d’une formule faisant intervenir les
inconnues sur 7' et les mailles voisines. Dans le cas d’'un domaine bidimensionel et d’un maillage carré

Ty = [(k—1/2)h, (k+1/2)h] x [(I — 1/2)h, (I + 1/2)h],

si I'inconnue uy,; approche u sur T} ; on peut discrétiser le flux intégré sur linterface Ty ; N Tyy1,; par
Uk+1,kl — Uk,1- En procédant de méme pour les trois autres flux et en approchant ka L f par h?f(z,), on

obtient ainsi I’équation

2
dup — Ug 41 — Uki—1 — Uk+1, — Uk—1, = " f(Tr1),

et on voit ainsi dans ce cas que le systéme discrét obtenu est similaire & celui des différences finies.

Il est d’autre part assez fréquent que les méthodes de différences finies et de volumes finis aboutissent
aux mémes équations discrétes que les méthodes d’éléments finis. Ces derniéres présentent néammoins
plusieurs avantages qui justifient leur succes :

— La prise en compte des conditions aux limites est particuliérement simple puisqu’elle est intégrée
dans I'espace X que 'on choisit dans la formulation variationnelle ainsi que par son approximation
interne Xj,.

— L’utilisation de maillages non-rectangulaires et non-uniformes rend souvent difficile la discrétisation
des opérateurs différentiels par la méthode des différences finies.

— L’analyse d’erreur de la méthodes des éléments finis bénéficie du cadre général des approximations
variationnelles présenté en §1.5.

Il existe par ailleurs des méthodes variationnelles utilisant d’autres espaces d’approximation que les
espaces d’éléments finis, en particulier des espaces de polynémes ou de polynémes trigonométriques
(séries de Fourier partielles) définis globalement sur le domaine 2. Il s’agit des méthodes spectrales qui
sont particuliérement performantes lorsque la solution que ’on souhaite approcher est trés réguliére, mais
n’offrent pas les possibilités d’adaptation locale du maillage qui sont utiles pour des solutions présentant
des singularités locales et que nous étudierons dans le chapitre 3. Leur mise en oeuvre pose en outre des
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difficultés pour la prise en compte dans le cas ou le domaine {2 ne posséde pas une géométrie simple. Un
dernier type de méthodes variationnelles, plus proche de la méthode des éléments finis, utilise les bases
d’ondelettes et sera évoqué dans le chapitre 3.

Décrivons rapidement la méthode des éléments finis de Lagrange dans le cas unidimensionel d = 1.
Si Q2 =Ja, b] est le domaine de calcul, on le divise en intervalle T; = [z;,2;41], avec a = x¢p < 1 < -+ <
Zy-1 < xy =b et on note h = max|z;41 — x;|. Pour un entier m > 0 fixé, on définit

X, ={veC(a,b]); vy, €y, i=0,--- ,N—1}

Pespace des fonctions globalement continues sur [a, b] dont la restriction sur chaque T; est un polyndome
de degre m. Cet espace est contenu dans H!([a,b]). Sur chaque intervalle T}, un polynome de degré m
peut -étre caractérisé par ses valeurs en m points distincts. Pour chaque T; on introduit ainsi les noeuds

k
Yik =T + — (i1 —x4), k=0,---,m.
m
et 'on voit que toute fonctions de X}, est uniquement déterminée par ses valeurs aux points du maillage
Tp={vk i=0,--N-1,k=0,---,m}.

Le fait d’avoir inclu les extrémités x; et ;41 dans le choix des noeuds pour chaque intervalle est important :
il assure que réciproquement n’importe quel ensemble de valeurs prises sur I';, peut étre associé a une
fonction de X} puisque la continuité est assurée entre chaque intervalle. L’ensemble des valeurs prises
sur I'j, est pour cette raison appelé ensemble des degrés de liberté de Xj,. En d’autre termes I’application
qui & v associe ses valeurs sur I';, est un isomorphisme entre X et IR'®. Ceci nous permet d’introduire
la base nodale (¢~)~er, de Xj définie par

pr(p) =1 sip=r, 0sip el — {7}

Dans le cas m = 1, on retrouve les classiques fonctions “chapeaux” affines par morceaux associés aux
noeuds z;. Dans le cas général on vérifie aisément que ces fonctions sont supportés dans 7; si v est un
noeud intérieur & T; et dans T;_1 U T; si v = x;. On voit aussi que les coordonées de vy, € X} dans la
base nodale sont données par ses valeurs aux noeuds correspondants

vh= Y on(7)ey-

YETR

Pour une fonction v € C%([a, b]), on peut définir son interpolation sur Xj, par

Inv = Z v(y) Py

Y€l

On voit ainsi que I, est un opérateur de C° sur X} qui laisse X}, invariant.

Afin de généraliser ces notions au cadre multidimensionel, nous suivrons d’abord une approche locale
en nous concentrant sur un seul élément, avant d’en déduire la construction des espaces d’éléments finis
et leurs propriétés d’approximation.

2.2 L’élément fini triangulaire de Lagrange

De maniére générale, un élément fini se définit localement par la donnée d’un triplet (T, X1, 1) ou
T est un domaine simple, X7 un espace de fonctions de dimension finie M défini sur 7', et X7 un espace
de M forme linéaires indépendantes (t;);=1,... ; dont le domaine de définition contient X7. On exige de
plus la propriété d’unisolvence.

Définition 2.2.1 Le triplet (T, X1, X7) est dit “unisolvent” si et seulement si Uapplication de X dans
RM qui a v associe le vecteur (1(v), -+ ,ar(v)) est un isomorphisme.
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Remarque 2.2.1 Afin de vérifier l'unisolvence, il suffit de vérifier l'une des deux propriétés équivalentes
sutvantes :

(i) Si v € Xr est telle que ¥;(v) =0 pour touti =1,--- , M, alors v = 0.

(ii) Pour tout vecteur (yi,--- ,yn) € RM, il existe v € Xp tel que ¥;(v) = v,.

Les formes linéaires de X1 sont appelés degrés de liberté de I’élément fini. La propriété d’unisolvence
nous permet de définir une base (¢;)i=1,...,.m associée aux degrés de libertés par les relations

Yilpj) =0ij, i, =1,---, M.

On peut aussi définir aussi un opérateur d’interpolation qui agit sur les fonctions définis sur 7' qui n’ap-
partiennent pas forcément & X mais au domaine de définition Y des formes linéaires X : pour tout
v € Y7 on définit

M
I =Y 4hi(v)gs.
i=1

On note que Irv est I'unique élément de X tel que v;(Irv) = ¢;(v) pour i = 1,--- M.

L’élément fini triangulaire de Lagrange est le plus utilisé en pratique. Dans ce cas, le domaine simple
T est un triangle de sommets (ag,a;,a2) en dimension 2, un tétraedre de sommets (ag,as, az,a3) en
dimension 3, et plus généralement un d-simplexe de sommets (ag, - - ,aq) en dimension d. Le domaine T
est donc défini comme 'enveloppe convexe de ces d + 1 points. On suppose le simplexe non-dégénéré, i.e.
les points a; ne sont pas tous contenus dans un méme hyperplan (dans le cas d’un triangle cela signifie
que les trois points ne sont pas alignés, et dans le cas d’un tétraédre que les quatres points ne sont pas
co-planaire). Cette condition entraine que le volume |T'| de T est strictement positif.

Remarque 2.2.2 Nous nous placerons dans toute la suite dans le cas général de la dimension d quel-
conque, mais il peut-étre utile pour lintuition de traduire la construction dans les cas d =2 ou 3.

Définissons trois paramétres géométriques importants :

— Le diamétre hp : longueur du plus grand c6té de T'.

— La rondeur pr : diamétre de la boule inscrite dans 7.

— L’excentricité o = h—; qui mesure la non-dégénérescence de T

L’espace choisi X1 est celui des polynéme de degré total inférieur a & :
X =1 = Vect{z{" --- 25" ; 0 < |of <k},
dont la dimension est donnée (exercice) par la formule

1

dlm(Hk) = dl

(k+1)(k+2)---(kE+4d).
Il est utile d’introduire les coordonées barycentriques afin de décrire le simplexe T : pour tout point
z € RY, il existe un unique vecteur (Ai(x))i=0,... ,a qui vérifie les équations

d

x = Zai)\i(x) et Z/\z(:r) =1.

=0

L’existence et 'unicité se vérifie en développant la premiére équation sur chaque coordonées cartésienne,
on obtient ainsi un systéme d + 1 x d + 1 dont on vérifie facilement que la matrice est inversible si et
seulement si le simplexe est non-dégénéré. On peut alors écrire,

T={zecR; \x)>0,i=0,---,d}.

On remarque que le passage des coordonées cartésienne aux coordonées barycentriques est une transfor-
mation affine. De ce fait, un polynéme de degré total k en coordonées carésiennes s’exprime comme un
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polynéme de degré total k en coordonées barycentriques et vice versa. On voit en particulier que pour

tout polynéme 7 de degré 1, on a
d

m(z) = m(a;)Ai(z). (2.18)
i=0
Il reste & définir I’ensemble des formes linéaire Y. Pour cela on définit le treillis principal d’ordre k
de T comme ’ensemble L 2
Ypi={ze€ RY; Ai(x) € {O’E’E"” 1)
Notons que ¥; correspond aux sommets du simplexe, et qu’on obtient Y5 en ajoutant les milieux des
arétes. On prend pour degrés de libertés les valeurs aux points de X, c’est a dire

Yri={v—uv(v), v € Ik}
Théoréme 2.2.1 Le triplet (T, X, Y1) définissant [’élément fini triangulaire de Lagrange est unisolvent.

Preuve : On remarque tout d’abord que le cardinal de X7 est bien égal a la dimension de Xr. En effet,
on peut aussi écrire les éléments de Yy sous la forme

d
Ek{;oli:ai+(1;i;)a0> 0<ar+ - +as <k},
ou les «; sont des entiers positifs. Il suffit donc de prouver que si m € I, est tel que m(x) = 0 pour tout
x € ¥y, alors 1 = 0. On raisonne pour cela par récurrence sur la dimension d. Pour d = 1, la propriété est
immeédiate puisqu’un polynéme de degré k qui s’annule en k 4+ 1 points distincts est identiquement nul.
On suppose la propriété prouvée en dimension d — 1 et on cherche a la prouver en dimension d.

On raisonne alors par récurrence sur le degré k. Lorsque k = 1, le fait qu’'une fonction affine qui
s’anulle au sommet d’un simplexe non-dégénéré est identiquement nulle est une conséquence de (2.18).
Supposons la propriété prouvée pour les polyndémes de degrés k — 1, et considérons un polyndéme 7w de
degré k qui s’anulle sur ¥;. On remarque que Xy, contient en particulier I’ensemble

=1z €3k ; No(x) =0},

qui n’est rien d’autre que le treillis principal d’ordre k du d — 1-simplexe de sommets (a1, - - , aq). Comme
la restriction de m & ’hyperplan engendré par (a1, - ,aq) est un polynéome de degré k de d — 1 variables,
on peut utiliser 'hypothése de récurrence sur d qui nous montre de 7 est identiquement nul sur cet
hyperplan. En prenant un systéme de coordonnées (z1,---,x4) tel que 'hyperplan ait pour équation
zq = 0, ceci implique que

w(x, -, 2q) = zaT (21, , Ta—1),

ou 7 est de degré total k — 1. Considérons a présent le reste des points de Xy c’est a dire
h=3, — 2.

Le polynome 7 s’anulle nécessairement sur cet ensemble puisque x4 ne s’y anulle pas. Or on remarque
que X7 est un treilli principal d’ordre k£ — 1. L’hypothése de récurrence sur k entraine que 7 = 0. On a
ainsi prouvé que 7 = 0. o

L’unisolvence permet d’introduire les fonctions de bases ¢; et l'interpolant I. On peut exprimer ces
fonctions a l'aide des coordonées barycentriques :
— Dans le cas k = 1, on trouve simplement les fonctions \; associées a chaque point a; qui coincident
avec les degrés de liberté.
— Dans le cas k = 2, on trouve les fonctions quadratiques 2\;(\; — 1/2) pour les degrés de libertés
associés aux sommets a;, et les fonctions 4\;\; pour les degrés de libertés associés aux milieux
(CL,L' + aj)/2.
— Dans le cas k = 3, on trouve des fonctions cubiques du méme type pour les degrés de libertés sur
les sommets et sur les arétes, et on a des fonctions supplémentaires associée a des degrés de libertés
qui ne sont pas sur les arétes. Dans le cas d = 2, on trouve la fonction bulle 27T oA A2 qui vaut 1
au barycentre du triangle et 0 sur le bord.
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2.3 L’élément de référence

On définit le simplexe de référence T dont les sommets sont donnés par lorigine ag = (0,--- ,0) et les
points @; = (0,---,1,---,0) dont toutes les coordonées sont nulles sauf la i-éme qui vaut 1. On note Arp
I'unique transformation affine qui envoie a; sur a; pour tout ¢ = 0,--- ,d. On peut donc écrire

Ar(x) = ap + Brz,

ou Br est une matrice d x d dont la i-éme colonne est donnée par les coordonées de a; — ag. Comme le
simplexe T' est non-dégéneré, A est une bijection qui envoie 1" sur T', la matrice By est inversible et on

a
|det(Br)|

d!

Nous allons utiliser la transformation A7 pour transporter les objets d’intérét depuis T vers T. Pour
simplifier on notera systématiquement ¢ la quantité obtenue par transport de ¢. On note ainsi

7| = |det(Br)||T| =

&= A (r) = By (z — ag) & v = Ap(2).
Si v est une fonction définie sur 7', on définit ¥ sur T par
(&) =v(z) & 0 =vo Ap.

De méme si 1) est une forme linéaire qui agit sur les fonctions définies sur 7', on définit la forme linéaire
transportée 1 qui agit sur les fonctions définies sur 71" suivant

P(0) =1p(v).
On remarque que les coordonées barycentriques sont laissées invariantes par transformation affine :

Ceci entraine en particulier que le treillis principal d’ordre £ du simplexe 7" est I'image par Ar du treillis
principal d’ordre k& de T que I'on note ¥j;. Ainsi I'ensemble des forme linéaire ¥7 pour I'élément de

référence T coincide avec le transport iT de 'ensemble X1 des formes linéaires pour ’élément 7. On le
note parfois 3.
On voit finalement que ’espace des polynémes de degré k est invariant par la transformation A, et
on peut ainsi écrire R
Xy =1l = Xr.
Ceci entraine que les interpolants I5 et I vérifient I'identité
I:0(2) = Irv(z),

qui peut étre vue comme une relation de commutation entre le transport d’'une fonction par A7 et son
interpolation :
IT'U o AT = IT('U o AT)

On voit aussi que les fonctions de base ¢ et ¢ associées aux degrés de liberté v et 4 sur T et T vérifient

p=.

Remarque 2.3.1 Nous avons montré que les objets d’intérét de l’élément fini se transportent entre T' et
T au moyen de la transformation Ar. On peut inversement construire des €léments finis en partant d’un
triplet unisolvent (T, X,X) et en définissant directement (T, X1,¥7) comme le transport de ces objets
par Ar. On vérifie aisément que le nouveau triplet obtenu est alors unisolvent.

Afin d’établir des résultat d’approximation, nous allons & présent comparer les quantités [v|ym.» (1)
et [8lyym (7 Lorsque m =0, on a simplement

1ol = fp lo(@)Pde

= Jz[v(Ar(&))["|det(Br)|di
= d!|T| f3 |6(2)|dz,
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ce qui donne
loll oz = CITM7 0],

avec C' = (d!)'/P. Pour les semi-normes d’ordre m > 1, nous allons d’abord estimer les normes de Br et
B;l en fonction des paramétres géométriques de 7.

Lemme 2.3.1 Pour tout simplexe T, on a

| Br|| < Cihr,
avec Cp = p%l qui dépend seulement de d et
1B || < Caprt,
avec Cy = hp = V2.
Preuve : Par définition, on a
Bal— sup 1Bl 1Bral
zcR? |l lzll=p7 PT

et le sup est atteint. Soit  un vecteur qui réalise ce sup. Il existe donc deux points a et b dans la boule
inscrite de T tels que £ = @ — b. On a donc

Bra = Ap(a) — Ap(b) = a — b,
ol a et b sont dans T et par conséquent | Brz| < hr. L’autre inégalité se démontre de la méme maniére

en échangeant les roles de T et T. o

Examinons a présent les semi-normes Sobolev dans le cas m = 1. On remarque que si v(z) = 0(%)
c’est Adire v =voAr on a
Vi(&) = BL-Vu(z),

ou Bl est la transposée de Br. Ceci nous montre que

Wy = JrIVo@)|?de
= Jz ||(?%)”Vﬁ(i')HQ\det(BT)\dfc
< Codll5! [ | Vo (2)|2d,
et par conséquent
|T|1/2 .
0| (1) < 07|”|H1(T),

ou C ne dépend que de d. En inversant le role de T et T dans le calcul, on obtient aussi
. hr
|U|H1(’f) S CW |U|H1(T)~
Dans le cas plus général de la semi-norme WP, on effectue un calcul de changement de variable similaire,
en utilisant en plus les équivalences de norme dans R4
lzller < @22 2| < [l2]en,

pour 1 <p < 2et
Izller < Izl < d*71 P 2],

pour p > 2. On aboutit ainsi a
| |1/p

|U|W1vP(T) <C |1A)|W1,p(:71)7
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et

<C

~ T
|U|W1,p(f) = W|U|W1,p(T)a

ot C ne dépend que de d. Pour les dérivées d’ordre supérieur, on montre (exercice) que
(Y IDw(@)[P)P < CI(BE) ™Y ID6(@)P)P,
lal=m |a]=m

ou C ne dépend que de d et de m. Par un calcul de changement de variable similaire au cas m = 1 on
obtient ainsi

ITI1 Y

|U‘me T) <C—— |U|Wm p(T)a

et

m

. T
|U\Wm,p(f) < CW|U|WWP(T)7

ou C ne dépend que de d et de m.

2.4 Approximation polynomiale locale

On part du résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.4.1 Si 2 est un domaine borné lipschitzien conneze de ZRd, m un entier positif, alors pour
tout v € WP (Q) telle que [, vm =0 pour tout m € IL,,_1, on a

Jollwms < Clolms.
ot la constante C' ne dépend que de Q, m et p.

Preuve : c’est une généralisation immeédiate de la preuve du théoréme 1.4.2, en utilisant le méme argu-
ment de contradiction. o

Une conséquence importante de ce résultat est le théoréme de Deny-Lions.

Théoréme 2.4.2 i Q est un domaine borné lipschitzien conneze de RY, m un entier positif, alors pour
tout v € W™P(Q) on a

min ||'U - '/T”Wm,,p g C"U‘W?n,p.
mE€ll -1

ot la constante C est la méme que dans le théoréme précédent.

Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent a la fonction v — P,,,_1v ou P,,_1 est la projection
orthogonale pour L2(€2) sur I1,,,_;. ©

On remarque que puisque II,,,_1 C Il pour k > m — 1, le théoréme de Deny-Lions donne aussi
min [|v — 7l|lwme < Clolwme,
melly
sous I'hypothése m < k+ 1. En combinant le théoréeme de Deny-Lions appliqué sur I’élément de référence

T et les résultats de la section précédente, nous pouvons obtenir des résultats d’approximation locale par
les polynémes sur un élément quelconque 7. Pour n < m < k + 1, on peut en effet écrire

; C|T|
mingem, [v — 7lwne(r)

“v ~ ey
< cli= plvl
wm.p (T
CITI T,

oZ |T|1/p [vlwm.r(T),
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ou la constante C' varie d’une ligne a I'autre mais ne dépend que de (d, m,n,p), soit

m
Join v = 7w (r) < Ciwwmw(n- (2.19)
La preuve du théoréme de Deny-Lions nous indique que l'estimation ci-dessus peut étre obtenue en
remplacant minger, [v — 7|wn.p () Par [v — Prolys.sr) oit Pr est la projection orthogonale pour L(T)
sur II,,,_; (il faut pour cela remarquer que 'on a Px0(Z) = Pro(z)).

Pour des raisons de raccord continu entre les différents triangles qui constitueront le maillage dans la
méthode des éléments finis, on est amené a étudier 'erreur d’interpolation plutét que I'erreur de projection
orthogonale. Pour cela, nous aurons besoin du lemme de Bramble-Hilbert qui est une conséquence du
théoréme de Deny-Lions.

Lemme 2.4.1 Soit Q2 un domaine borné lipschitzien connexe de R, m un entier positif, et R un opé-
rateur borné de W™P dans Il avec m < k + 1, tel que Rm = w pour tout m € Ily. Alors pour tout
veW™P(Q) on a

|lv = Rvllwm.r < Clo|wme.

ot la constante C ne dépend que de ), m, p et de la norme de R.
Preuve : Pour tout 7 € II, on écrit

HU—RUHWmm S H’U—’]THWm,p + ||R’U—R7T||Wm,p
< (A +[IRIDI[v = =llwm,

avec || R|| := sup|y |y m.p=1 [[R0[|[wm.». Comme 7 est arbitraire dans I, on obtient I'estimation voulue en
appliquant le théoréme de Deny-Lions. o

Pour appliquer le théoréme de Bramble-Hilbert & 'interpolant I7 associé a I’élément fini de Lagrance
(T, X1,%7) avec X = I, il faut que Pespace WP s’injecte continuement dans ’espace des fonctions
continues, ce qui est vrai uniquement lorsque m > d/p sip > 1, et m > dsi p = 1. On a dans ce cas pour
n<m<k+1,

T|'/P .
|’U — ITU|Wn,p(T) < C%hj — IfU|W,,,)p(f)

\T|1/” “ R
< O Polwmn )
|7/ _hip
SC o |T|1/p|U‘Wmvi"(T)7

ou la constante C' varie d’une ligne a l'autre mais ne dépend que de (d, m,n, k,p), soit

m

h
|1} — ITU‘WW,;D(T) < Cp%‘ﬂwm,p(rp). (220)
T

Remarquons finalement qu’on peut généraliser ces résultats d’approximation polynomiale en faisant
appel aux injections de Sobolev :sin <m < k+1et m—n >d/p—d/q, on a sur tout domaine borné
lipschitzien connexe €2

mingem, [|[v — 7llwre < Cminge, ||v — 7||lwme
< C|U|Wm,:n,

ot la constante C' varie d’une ligne a l’autre mais ne dépend que de €2, m, n, p et ¢. En combinant cette
estimation sur T et les résultats de la section précédente, on obtient ainsi

. 1/ W
min |’U — 7T|Wn‘q(T) S C|T|1/q 1/p%‘U|Wm,D(T). (221)
welly Pr

On a de méme pour l'interpolant
_1p b
lv — IT1)|Wn,q(T) < C|T|1/q l/pp%|’l)|wm,P(T)’ (2.22)
T

sous I’hypothése supplémentaire m > d/psip > 1, et m > dsip=1.
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2.5 Approximation globale dans les espaces d’éléments finis

Afin de construire les espaces d’éléments finis, nous supposerons pour simplifier que le domaine §2 dans
lequel on travaille peut-étre partitionné en un nombre fini de simplexes. C’est le cas pour un domaine
polygonal en dimension d = 2 et pour un polyhédre en dimension d = 3. Soit 75 une telle partition
c’est & dire un ensemble fini de simplexes disjoints (aux frontiéres prés) et dont I'union est égale a 2. Le
paramétre h désigne la finesse du maillage, c’est a dire

h = max hr.
TeTh

On fera en plus 'hypothése essentielle suivante :

Toute face d’un élément de T est soit contenue dans la frontiere 92, soit égale a une face d’un autre
élément T'.

Une telle partition est dite conforme. Dans le cas d’une triangulation lorsque d = 2 cela signifie que
lon interdit les “jonctions en 77 entre deux arétes.

Etant donné un entier k > 0 fixé, l'espace des éléments finis de degré k de Lagrange (on éléments IPy)
associé a la partition 7, est défini en considérant ’ensemble des noeuds constitué par I'union de tous les
treillis principal d’ordre k& pour chaque triangle

[p = Ureq, Xk (T),
ou de fagon équivalente, ’ensemble des formes linéaires
Yp = Urez, Y1)

ot 'on ne compte qu’une seule fois les degrés de liberté communs o plusieurs éléments adjacents (par
exemple les sommets des simplexes). Une fonction v € X, est alors définie comme une fonction élement
fini polynomiale de degré k sur chaque T et caractérisée par par une suite de valeurs v(v) pour vy € 'y,

i.e. ¥(v) pour ¥ € Xy,
Théoréme 2.5.1 Une définition équivalente de Xy, est donnée par
Xp:={veC(Q); v €y, T € Ty}

Preuve : Si v est continue et polynomiale sur chaque 7T, elle admet une valeur bien définie en chaque
point de I'j, et est donc uniquement caractérisée par sa suite de valeurs sur v(y) pour v € I'y. Récipro-
quement supposons v polynomiale de degré k sur chaque T et avec une valeur uniquement définie en
chaque point de I'y,. Si on considére deux simplexes adjacents T et T”, alors sur l'interface 0T N AT’ les
polynomes v et v prennent les mémes aux points de ¥ (7") N Xy (7"). Comme cet ensemble est aussi
le treillis principal d’ordre k du d — 1-simplexe 9T'NIT", et que vjp — vj7+ est un polynome de degré k — 1
qui s’y annule, on en déduit la continuité de v a l'interface entre T et T". o

Ce résultat nous montre que
X, c whr(Q),

pour tout p > 1, et en particulier X; C H'(). Par définition 'application qui & v associe ses valeurs
(v(7y))yer, est un isomorphisme de X dans R#T™) et on a ainsi dim(X,) = #(I'). On peut définir
une base nodale pour l'espace X}, : pour chaque degré de liberté v € I'y, la fonction de base associée est
définie par

oy (1) =0y, 1 €Th.

La fonction de base ¢, a donc pour support I'union des simplexes qui contiennent +y, et sur chacun de ces
simplexes elle est égale a la fonction de base pour I’élément fini (T, X7, ¥7) associée au degré de liberté ~.
Dans le cas des éléments IP; sur une triangulation en dimension d = 2, on trouve les “fonctions chapeau”
associées a chaque sommet du maillage. On remarque que la coordonée de v € X pour la fonction de
base ¢., est donnée par v(y).
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On définit finalement l'interpolant I;, comme lopérateur qui envoie C(§2) dans X}, suivant

L= v(Mex,

RISINS

c’est & dire I'unique élément de X}, tel que Iv(y) = v(7y). Notons que la restriction de I,v sur T est égale
a l'interpolant local I7v :
Iyo(w) = Ipv(x), ze€T.

Il est facile d’intégrer des conditions aux limites homogénes de Dirichlet dans la construction de
I'espace X}, : on définit
Xpno=XnNHHQ).

C’est aussi le sous-espace des fonctions de X}, dont les degrés de libertés aux bords sont nuls. Une base
de cet espace est donné par la sous famille (¢, )~er, , avec

Lon:={yeTh\ 00},

I’ensemble des degrés de liberté intérieur au domaine. On remarque que U'interpolant I}, envoie les fonctions
continues et nulles aux bord dans X .

Afin d’établir des résultats d’approximation, on va considérer une famille de partitions (73)n~0 et
s’intéresser a lerreur d’approximation lorsque h tend vers 0. On peut écrire pour n = 0 ou 1,

1/p
ot = (5 b i)
TeT,

Avant d’aller plus loin, on introduit une propriété importante.

Définition 2.5.1 La famille (73,)n>0 est dite “réguliére” si et seulement si il existe une constante C,. telle
que
ar S C’ra

pour tout T € Ty, et pour tout h > 0.

Remarque 2.5.1 Dans le cas d’une triangulation en dimension d = 2, cette propriété équivaut au fait
qu’il existe un 6y > 0 tel que tous les angles des triangles vérifient 6 > 0y (exercice).

Remarque 2.5.2 Une propriété équivalente est l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que
chd < |T|,
ot |T| est le volume de T (exercice).

Définition 2.5.2 La famille (T,)n>0 est dite “quasi-uniforme” si et seulement il existe une constante
c > 0 telle que
ch<pr<hp<h

pour tout T € Ty, et pour tout h > 0.

Notons que toute famille quasi-uniforme est réguliére. En dimension d = 2, il est facile de construire
une famille quasi-uniforme de triangulations en partant d’une triangulation grossiére 7y = 7, de € et
en divisant chaque triangle en 4 sous-triangles semblables & partir des milieux des arétes. En itérant ce

découpage, on obtient des triangulations 7; = 7, avec h; = 277 g, pour tout j > 0.
Si (75)n>0 est une famille réguliére, on peut reformuler P’estimation locale (2.20), sous la forme

"U — ITU|W’,L1p(T) S Chm_n|U|W'rn,p(T)7

ou C dépend de (C,,k,m,n,d,p). En combinant cette derniere estimation avec (2.5), on obtient un
résultat d’approximation global sur X,.
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Théoréme 2.5.2 Sous les conditionsn <m < k+1, etm>d/psip>1oum>dsip=1, on a pour
tout v € W™P(Q),
[v — Invlwne < CRT™ " u|wm.p,

ot C dépend de (Cy, k,m,n,d,p).

On a en particulier
[v—Ipvl[r2 < CR™ ||,

et
|v — I < Ch™ ol gm.

Un exemple immédiat d’application de ces résultats concerne I’approximation variationnelle du probléme
de Laplace (1.1). D’aprés le lemme de Cea, la solution discréte uy, € X}, o vérifie

lu —unllgy < Cllu— Inullgy,
et donc si la solution est dans H™(2) et m < k+1 et m > d/2
||u - uh”Hé S Chm71|7j|Hm. (2.23)

Remarque 2.5.3 La restriction m > d/2 nécessaire pour controler Uerreur d’interpolation est en fait
artificielle pour controler ||u — u;,,||Hé car on peut utiliser d’autres opérateurs que l’interpolant qui s’ap-
pliquent aux fonctions de H™ pour tout m > 0. Un exemple d’un tel opérateur sera donné dans la section
3.2.

Remarque 2.5.4 Si Q) est convexe et f € L*(Q), on peut utiliser le théoréeme de régularité 1.4.1 qui
nous indique que la norme H? de u est controlée par la norme L? de f. On a ainsi

[l — unl[y < Ch|f|L>- (2.24)

2.6 Estimation L? et inégalité inverse

Le lemme de Cea fournit une estimation d’erreur dans la norme de ’espace de Hilbert X pour lequel
la formulation variationnelle vérifie les hypothése de Lax-Milgram, mais on peut-étre intéressé par des
estimations d’erreur dans d’autres normes. Dans le cas du laplacien évoqué & la fin de la section précédente,
on sait en particulier que si u € H?(Q2), on a

min ||u —vnl|z2 < |Ju— Thul| 2 < CR?|u|ge,
VhE€Xh,0

mais cela ne nous permet pas de conclure a une estimation similaire pour ||u — up||rz. On peut 'obtenir
par un argument de dualité : le lemme d’Aubin-Nitsche.

Lemme 2.6.1 Si Q est un polygone ou polyédre convexe, approzimation uy de la solution de (1.1) par
la méthode de Galerkin dans l’espace X}, o des éléments finis [Py vérifie Uestimation

lu = unl[r2 < Chllu — up| gy
Preuve : On introduit la fonction w solution du probléme auxiliaire
—Aw =u—uy dans Q, wjpq =0,

et on a alors d’aprés la formule de Green

— Jo(u—up)Aw
a(u — up, w)

a(u — up,w — wp)

v — unll gy llw — wal gz,

lu = unlz:

IA

23



pour tout wp, € Xp. En prenant par exemple wy, = Ipw on obtient par le théoréme 2.5.2 |jw — wh”Hé <
Chlw|pz et on en déduit en utilisant le théoréme 1.4.1 |w — wpl|gz < Chllu — upl[r2. Le résultat s’en
déduit. o

Un autre résultat important est [’inégalité inverse qui établit des liens entre les différentes normes
d’une fonction dans I'espace des éléments finis X},. Le point de départ en est la remarque que toutes les
normes sur l'espace II; sont équivalentes puisque cet espace est de dimension finie. On obtient ainsi sur
'élément de référence T que pour tout 7 € Il et pour tout m >0, p > 1,

|7AT|Wm,p(T) < CHﬁHLp(f)u

ou la constante C' ne dépend que de m et p. En combinant ceci avec les formules de changement de
variable on obtient ainsi sur tout élément T' € 7j,

C
|7T|Wm,p(T) < “m ||7r||LP(T)
Pr

Si la famille (73,)n>0 est réguliére et quasi-uniforme, on a donc
[T lwm.ory < Ch™™||7|| Lo (1)

Pour obtenir une estimation globale pour les fonctions de X}, sur Q, il faut supposer m =1 (ou m = 0
mais cela n’a aucun intérét) et on obtient ainsi le résultat suivant.

Théoréme 2.6.1 Si (73)n>0 est une famille quasi-uniforme, on a pour tout h > 0 et vy, € Xy,
lvnlwie < Ch™vallze,
ot C ne dépend que de p et de la constante ¢ dans ’hypothése de quasi-uniformité. On a en particulier
lon | < Ch= Y op |2 dans le cas p = 2.
2.7 Résolution et conditionnement

La résolution numérique du systéme
Ah U, =Fy

qui calcule la solution de Galerkin d’une formulation variationnelle (V) dans la base des éléments finis peut
parfois se faire par des méthodes directes d’inversion (telles que la méthode de Gauss, ou la factorisation
en matrices triangulaires inférieures et supérieures) mais dans le cas de systémes de trés grande taille,
on est souvent amené & utiliser une méthode itérative. L’exemple le plus élémentaire est l'itération de
Richardson ; en partant de Uy = 0, on pose

Up =0+ 7(Fy — AU (2.25)

avec 7 > 0. Dans le cas ou Aj, est définie positive, ce n’est rien d’autre qu'un algorithme de gradient a
pas fixe pour la minimisation de

J(Vh) = %<Ath,Vh> — (Fp, Vi).
Comme U}, est un point fixe de l'itération (2.25), en définissant I’erreur d’itération Ej = U, — U}?, on a
El=(I—-7A)E ' = = (1 —TAp)"E}) = (1 — TAp)"Uh.
On peut choisir diverse normes pour mesurer l'erreur Ep, mais un choix naturel est la norme d’énergie
[Villa == (AnVi, Vi) = a(vn,vr) = [[vnlla,

ot vy, est la fonction de X}, de vecteur de coordonées Vj, dans la base nodale. Si uj est la fonction de X,
de coordonées U}, on souhaite typiquement que la précision ||up — uj||q soit du méme ordre que l'erreur
d’approximation ||u — up]|q-
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Afin de comprendre la convergence de l’erreur d’itération, placons nous dans le cas ol a est symmeé-
trique, i.e. Ay est symmétrique définie positive. On a alors || - ||

IERla < p"1Unlla
ou le facteur de réduction p est donné par
p = max{l — TAmin(An), TAmax (An) — 1}.

Le choix de 7 minimisant p est
2

Ami]ﬂ (Ah) + Amax(AAh) ’

T =

qui donne ainsi

o K(Ah) -1

p= K(Ah) +1’
o o )\max(Ah)
K(Ap) = 7)\min(Ah) )

est le nombre de conditionnement de la matrice Ay. Si on utilise 'algorithme du gradient conjugué qui
est plus performant, le facteur de réduction est alors

o= K(Ah)—l
VE(AR) + 1

Le nombre de conditionnement joue donc un réle important dans la complexité de la résolution numérique
puisqu’il gouverne le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre une précision donnée. Le résultat
suivant montre dans le cas partiulier du laplacien que ce nombre augmente vers +oo lorsque ’on augmente
la résolution du maillage.

Théoréme 2.7.1 Dans le cas de la résolution de l’équation du laplacien par la méthode des éléments
finis IPx dans une famille réguliére de triangulations, on a

k(Ap) > ch™2. (2.26)
Si la famille est quasi-uniforme, on a aussi

w(Ap) < Ch™2. (2.27)
Preuve : pour simplifier, on se place dans le cas des éléments Py, ’adaptation de la preuve pour les

éléements Py est laissée en exercice. On va estimer les valeurs propres Amin(Ap) €t Amax(A4r). On a

(AnVi, Vi) . ( AV, Vi)
/\max Ap) =max ———= et Amin A ) = min ——————
( h) Vi ||VhH2 ( ’) A ||Vh||2

Pour Ap.x on prend un sommet v € I'y, tel que 'un des simplexes T' contenant v vérifie hp = h, et on
considére la fonction de base associée v, = ¢, et son vecteur de coordonnée Vj,, qui vérifie clairement
V4|l = 1. Pour ce vecteur on a

(AuVi, Vi) = a(on, vn) = / IV, 12

La fonction ¢, est supportée sur les simplexes T' dont 1'un des sommets est . Sur chacun de ces triangles
son gradient est constant et vérifie
—1
IVeyl = hr

Comme le volume de T est au moins égale a celui de la boule inscrite qui vaut Cp% avec C' une constante
qui dépend de d, on a
<Ath, Vh> 2 C min p%h;z.
veT
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En prenant le simplexe T tel que hy = h et en utilisant la régularité des partitions, on trouve donc
Amax(Ap) > Ch4=2, (2.28)

Pour Amin on se fixe une fonction v € H? N Hy telle que v est positive ou nulle et identiquement égale
a 1 a l'intérieur d’une boule B contenue dans € (il est facile de vérifier qu'une telle fonction existe). On
considére alors v, = Iv et son vecteur de coordonées V},. Les coordonées vy, () de vy, sont positives, et
valent 1 si v € B. Par conséquent

IVall? > My,

ot M}, est le nombre de points de I'j, contenu dans B. Comme le maillage est de finesse h, on a M;, > Ch™¢
ou la constante C' ne dépend que de d, et donc

IVall* > Ch™.

On a d’autre part
(AnVi, Vi) = el

< (lollgg + llv = vallg2)?
< (lollgg + bl a2)?
<C,

ot C = (|[v|| g2 + diam(Q)]|v[|zr2)* est une constante. On en déduit
Amin(Ap) < ChY. (2.29)

En combinant (2.28) et (2.29), on obtient (2.26).
Dans le cas de partitions réguliéres et quasi-uniforme, on obtient (2.27) en prouvant d’abord I'existence
de deux constantes Cp,Cs > 0 telle que pour tout h > 0 et vy, € X}, de vecteur de coordonées V, on a

CLA|Val® < flonllze < Coh?|| Vil (2.30)

Pour cela, on remarque d’abord que par I’équivalence des normes en dimension finie, il existe deux
constantes c1, co > 0 telles que pour tout 7 € Il

d
e1 ) |7(@)” < 17 l7a 7 < CQZ |7 (as
i=0
ce qui par changement de variable donne
d
|T| )
<oy < camr Y Im(ai) .
|T| 7 2

En sommant sur tous les simplexes, on obtient

a1 Y wy (NP < Mlvallze €2 > wylo(y)

Y€ YETH

ot le poids w. est égal au volume total des simplexes dont v est un sommet multiplié¢ par d!. Comme la
famille est quasi-uniforme, on a

é1ht < w., < é&hd,
avec deux constantes ¢, ¢ > 0 indépendantes de «y et h, ce qui nous permet d’aboutir a (2.30).

On écrit ensuite pour tout v, € X} de vecteur de coordonées V),

1
(ApVi, Vi) = ||Uh||§{5 > oz llvnllZ,
P
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ou Cp est la constante de Poincaré sur ). En combinant ceci avec I'inégalité de gauche dans (2.30), on
obtient
Ch

Amin(Ap) > —=h.
( h) = 0123

D’autre part, 'inégalité inverse établie dans le théoréme 2.6.1 nous montre que
(AnVa Vi) = oy < Ch=2 o122,
ce qui combiné avec 'inégalité de droite dans (2.30), nous donne
Amax (4n) < ChI72.
On obtient ainsi 'estimation (2.27). o

La dégradation du nombre de conditionnement avec le raffinement du maillage est un phénoméne trés
général dans I’approximation des EDP. Elle justifie des travaux importantes sur des méthodes permettant
de préconditionner les systémes linéaires (par exemple les méthodes multigrilles).

2.8 Autres exemples d’éléments finis

Dans cette section nous passons en revue quelques exemples d’éléments finis d’usage moins courant
que les éléments triangulaires de Lagrange, et nous indiquons brievement leurs propriétés.

Exemple 1 : 1’élément triangulaire de Thomas

On se place en dimension d = 2 et on considére le triplet (7, X7, YXr) ou T est le triangle de sommets
(ag,a1,az2), Xp =1} avec k > 3 et X est défini par I'union des formes linéaires

vb—>/mr>\,
T

v»—>/ vy, 1=0,1,2,
e

ol e; est I'aréte de T" opposée & a; et (m,) une base de II;_o sur chaque e;, ainsi que

ol (my) est une base de IIj_3,

vi—o(a;), 1=0,1,2.

Il est facile de vérifier I'unisolvence pour ces choix en remarquant tout d’abord que le cardinal de X7 est
égal a la dimension de II;. On montre ensuite que si v € Il est annulé par toutes les formes de X7, on
a sur chaque aréte fei v’ =0, dotl fei v"2 = 0 soit v’ = 0 ce qui entraine la nullité de v sur le bord OT.
On en déduit que v(z) = Ao(2)A1(x)A2(z)w(x) ou w € I_3. Puisque [, vw = 0, on en déduit que v est
identiquement nul.

La démonstration de I'unisolvence montre aussi que ’espace d’élément finis obtenu X}, est celui des
fonctions Il; par morceaux et globalement continues, c’est & dire le méme que celui des éléments de
Lagrange. Ce sont les formes linéaires choisies, et donc la base et interpolant, qui différent.

Exemple 2 : ’élément quadrilatéral
Dans cette construction on va partir de I’élément de référence pour aller vers un élément quelconque. On
se place & nouveau en dimension d = 2, et on prend comme élément de référence T' le carré de sommet
aop = (0,0), ay = (1,0), a2 = (1,1) et ag = (0,1). L’espace X4 est celui des polynome de degré global
inférieur & k que 'on note

Qr = Vect{z 2> 0 <ky, ky <k}

et qui est de dimension (k + 1)2. On prend

Sr={v—0(7); v €Tk}
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ot le treillis principal ik est ici donné par

PR . 1 2
Ek = {(%1,1’2) ; Ly € {OaE’%W" 71}}

Il est trés facile de prouver I'unisolvence. Afin de transporter cet élément sur un quadrilatére 7' de sommets
(ao, a1, as,as3), on suppose que celui-ci est convexe et n’est pas réduit & un triangle. On suppose aussi que
les sommets sont décrit dans le sens direct (inverse des aiguilles d’une montre) comme pour T. Pour aller
de T vers T on utilise la transformation bilinéaire

xr = AT(‘%) = Qo —+ :%1(@1 — ao) + i’g(ag, — ao) =+ i‘lfg(ag —a; — as + ao).

Il faut faire attention au fait que @ n’est pas laissé invariant par transport de T vers T et on a donc
en général X7 # Q. On désigne par X7 I'image par A7 de ¥4 et on obtient ainsi un triplet unisolvent.
On peut d’autre part vérifier que pour une partition 7;, conforme en quadrilatéres, les k + 1 degrés de
libertés sur une aréte commune a deux éléments adacents sont situés aux mémes points ce qui entraine
la continuité globale des fonctions de ’espace d’élément fini X, obtenu.

Cette construction se généralise de fagon naturelle en dimension d > 2. Les éléments finis quadrilaté-
raux possédent des propriétés d’approximation similaires & celles des éléments triangulaires de Lagrange,
mais celles-ci sont plus difficiles & établir, en particulier du fait que le jacobien de A7 n’est pas constant
et que 'inverse de A1 n’est pas du méme type que Ar.

Exemple 3 : ’élément de Hermite

On peut chercher a construire des espaces d’éléments finis possédant plus de régularité que la continuité
globale et I'appartenance & H'(£2). En dimension 1, I'élément de Hermite se définit sur chaque intervalle
T = [a,b] en prenant X7 = Ilox 41 et des degres de libertés donnés par les formes linéaires v — v(™)(a) et
v = v (b) pour n = 0,--- , k. On assure ainsi la régularité C* et H*+1 des fonctions de Xj.

Cette construction ne se généralise pas de maniére naturelle en dimension d > 1 sur des partitions
quelconques. En dimension d = 2, on peut utiliser une partition 7, conforme en rectangles T, ce qui
impose que les cotés de tous les rectangles sont situés sur la méme paire d’axe orthogonaux. En appelant
1 et x4 les coordonées sur ces axes, on choisi X7 = Qopy1 0u Q) a été défini dans ’exemple précédent.
Si T a pour sommets (ag, a1, as,as), les degrés de libertés sont donnés par

Yr:={v— DY(a;); i=0,---,3, 0 < aj,as <k}.

On vérifie aisément 'unisolvence de ce triplet, ainsi que le fait que les fonctions de ’espace X} obtenu
possédent la régularité C¥ et H¥+1. Cette construction se généralise naturellement & la dimension d > 2,
mais elle présente I'inconvénient que ’on ne peut pas mailler ainsi un polygone ou polyédre quelconque.

Exemple 4 : ’élément triangulaire d’Argyris
11 est possible de revenir & des triangulations conforme et d’obtenir la régularité C! et H? par la construc-
tion suivante : sur un triangle T de sommet (ag, a1, az), on prend X = II5, et pour les formes linéaires

YSpi={v—D%(a;);i=0,1,2, 0< |a] <2} U{v +— g—:&(b@) ;1=0,1,2},
ot b; est le milieu de 'aréte e; opposée a a;.

Afin de démontrer 'unisolvence, on remarque d’abord que le cardinal de X1 est bien la dimension de
IT5. Puis on suppose que v € II5 annule toutes les formes linéaires, et on montre d’abord que la restriction
de v a toutes les arétes e; est nulle, puis qu’il en est de méme pour g—z. On doit donc pouvoir factoriser
(Mo(z)A1(z)A2(2))? dans v ce qui entraine v = 0.

Cette preuve montre aussi que les fonctions de Iespace X, associé sont C! aux interfaces entre les
triangles et ont par conséquent la régularité H2. Le principal défaut de cet élément est sa complexité :
21 degrés de liberté par triangle.

Exemple 5 : I’élément triangulaire de Crouzeix-Raviart
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Il existe des espaces d’éléments finis intéressant qui au contraire des précedents ont moins de régularité.
Pour le triangle de Crouzeix-Raviart en dimension d = 2, on prend X = Il et

Sri={v—oub);i=01,2},

ou b; est le milieu de ’aréte e; opposée & a;. L’'unisolvence est évidente. Un autre choix qui est équivalent
& celui-ci puisqu’on travaille avec des polyndémes de degré 1 est de prendre les formes v — fei v. Les
fonctions de 'espace d’élément fini X}, associé a ces choix ne sont pas globalement continues. Cependant
entre deux triangles adjacents, on a continuité de la valeur au milieu de I’aréte ou de l'intégrale sur ’aréte.
Cette propriété s’appelle le patch test et permet d’utiliser ces éléments pour résoudre des problémes tels
que le laplacien en sortant du cadre de I’approximation interne, comme nous le montrons dans la section
suivante. Le patch test se généralise pour les éléments de degré k par la propriété

/ [vp]m =0, 7€ I_1,

€

ol [vy] est le saut & linterface.

2.9 Approximation non-conforme

Afin d’utiliser les éléments de Crouzeix-Raviart pour discrétiser le probléme du laplacien (1.1) sur un
domaine Q ¢ IR? muni d’une famille de triangulations réguliére (77,) h>0, on introduit la forme bilinéaire

brisée
ap(u,v) = Z /VU-VU,
T

TeT),

qui coincide avec la forme bilinéaire a(u,v) de la formulation variationnelle lorsque u et v sont dans
H'(£2). On introduit aussi 'espace Xj o des éléments de Crouzeix-Raviart dont les degrés de libertés
situés sur 0f2 sont nuls. Le probléme discret est alors : chercher uy, € X o tel que pour tout vy, € Xp, 0,

an(un,vn) = L(vp), (2.31)

ou L est la forme linéaire de la formulation variationnelle. Une premiére remarque est que ce probléme a
toujours une solution unique car les hypothéses de Lax-Milgram sont satisfaites sur X},. La seule propriété
non-évidente est la coercivité de aj,. Comme on est en dimension finie, il suffit de prouver que cette forme
est définie positive. Pour cela on remarque que si ap,(up, us) est nulle, alors uy est constante sur chaque
triangle. Comme il y a continuité au milieu de chaque aréte u;, est globalement constante. Comme elle
s’annule sur les milieux des arétes contenues dans la frontiére 0f2, elle est identiquement nulle. Cette
remarque nous montre par le méme biais que

||u||h = a’h(uvu)v

définit une norme sur X} . C’est dans cette norme que nous allons établir ’estimation d’erreur u — uy,
puisqu’il est impossible de I’avoir dans la norme H{}. Il sera au préalable utile d’établir une inégalité de
Poincaré pour les fonctions de X p,.

Théoréme 2.9.1 Si (Tp)n~0 est une famille réguliére, il existe une constante C indépendante de h telle
que
[vnllzz < Cllvnlln

pour tout vy, € Xp 0.

Preuve : on va utiliser I'estimation par dualité

v
fonllzs = sup 2209
geEL2(Q) ||£7||L2

On remarque d’abord que pour tout g € L?(Q), il existe un vecteur w € (H'(9))? tel que

div(w) = g et [w|[ g < Clig] L2,
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ou la constante C' ne dépend pas de g. Une maniére de construire w est la suivante : on étend g & un
domaine convexe ou régulier 2 contenant € (par exemple un carré) en posant

g(x) = g(x) siz € Q, 0 sinon.

puis on résoud I’équation du laplacien —Av = § sur Q avec condition homogeénes de Dirichlet au bord, et
on pose w = Vv. On a ainsi en utilisant le théoréme 1.4.1

[wllgr < [lvlg> < Cligllze = Cllgllze-

En utilisant cette construction, on en déduit que 1'on a

vpdiv(w)
lorllre < C sup fﬂi
weL?(Q) [|w]| g1

On écrit maintenant

/thdiv(w): Z /aT(w~n)vh— Z /TVU;L-w.

TeT, TeT,

La deuxiéme somme peut-étre majorée par

1S [ Fonwl < fonlalol e
T

TeTy

La premiére somme peut s’écrire sous la forme

> [w

ec&y V€

ou &, est 'ensemble des arétes. Dans cette expression, si e est une aréte entre 7' et T” et si n est la
normale & e vers 7" alors [v] := vp | — vp |- Dans le cas ot e est sur le bord du domaine alors n est la
normale extérieure au domaine et [vp,] := vp|p.

Afin d’estimer [ (w-n)[v,], on utilise le fait que [vp] est d’intégrale nulle sur e, ce qui permet d’écrire
pour tout c € R

| / (w - )[on]| = | / ((w 1) = &)fon — on®)]] < [I(w 1) = el eyl fon — v ()] 20,

ou b est le milieu de e. Comme vy, (b) est aussi la moyenne de vy, sur e, on a
w-n)vy]| < min ||(w-n) —c||p2¢e) min ||[vn — ¢||L2(e
I/e( Jonll < min l(w- n) = eflz2e) min ] 1122 (e)

Afin d’évaluer les normes L? qu’on a fait apparaitre, on utilise ’élément de référence T et on écrit que

pour toute fonction ¢ € H'(T), on a pour toute aréte e de T

= |€|1/f min g [|¢ — cllz2e)
/2 . R

< ChT/ min, R [|¢ = ¢l g1 (7
1/2)

S C(hT |90‘H1(f)
3/2

e
< Oz lela
< Ch* el ),

min_ R [l — cllz(e)

ou on a utilisé le théoréme de trace, le théoréme de Deny-Lions, les formules de changement de variable
et la régularité des triangulations, avec une constante C' qui varie d’une ligne a 'autre. Ceci nous permet
d’obtenir

min [|(w - n) = ¢| 2 < ChY|w|m (),
CGIR
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et

m}ﬁ I[vn = clllzz(e) < C(th/2|Uh|H1(T)+, th//2|Uh‘H1(T’))7
ce

ou T et T’ sont les triangles commun a e (dans le cas ol e est contenu dans 9 il n’y a qu'un seul
terme). En sommant sur les arétes et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient finalement
I’estimation

| Z (w-n)[vy]| < Chlw|gi||vpls-
eelp

On a donc obtenu

/ ondiv(w) < Cllonln(lwllzs + blelm) < Cllonllallw] o,
Q

ce qui prouve le résultat souhaité. o

Une premiére conséquence de l'inégalité de Poincaré sur Xy j est une estimation a-priori pour la so-
lution discréte : on a en effet

lunllh = an(un, un) = /QfUh < I fllz2llunllize < Cllfl L2 llunlln,

soit
unlln < C| fllL2-

On a finalement une estimation d’erreur donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 2.9.2 Si la triangulation est réguliére, et si la solution u est dans H?(2) on a lestimation
d’erreur
lw — up|ln < Chlu|ge.

Preuve : on écrit tout d’abord que pour tout v, € Xp, 0 on a
ap(up,vp) = / Auvy = ap(u,vp) Z /
ecéy,

soit

an(u — up, vp) Z/

ecly,

En utilisant la méme estimation que dans la preuve de 'inégalité de poincaré avec ici w = Vu, on trouve
ainsi
an(u —up,vp) < Chllvg||n|ulme.

On introduit alors I'interpolant Ij, sur Xp o pour lequel on peut prouver par les mémes techniques que
pour les éléments de Lagrange I'estimation

|l — Thulln < Chlu|ge.
En prenant vy, = Inu — uy, on obtient ainsi
an(vn,vn) = an(Ipw — u, vp) + ap(u — up, vp) < Chllvp||nlu| g2,

Soit
||Ihu - uhHh < Ch|u|H2,

ce qui, combiné avec I’estimation pour 'erreur d’interpolation donne ’estimation d’erreur annoncée. ¢
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3 Estimation a-postériori et adaptativité

3.1 Pourquoi et comment adapter le maillage ?

Les estimations d’erreur que nous avons obtenues telles que
lu = unll gy < CA™ Hul g, (3.32)

font intervenir la finesse du maillage et régularité H™ de la solution u que I’on cherche & approcher. Dans
le cas d’une triangulation quasi-uniforme, la dimension N = N, de X} est du méme ordre que nombre
de simplexe de 7}, c’est a dire

N ~h™4,

pour un domaine d-dimensionel. On peut ainsi reformuler ’estimation (3.32) comme un compromis entre
la précision et la taille des calcul :

m—1

lu — wnllzy < Clulsn N~

Dans le cas particulier de ’approximation par des éléments IP; en dimension d = 2, on a
[ = unll gz < Clulg2N""2. (3.33)

On voit que ce compromis se dégrade lorsque la solution u présente des singularités qui rendent trés
grande ou infinie la quantité |u|gm. Il peut alors étre intéressant d’utiliser des maillages qui ne sont pas
uniformes, mais localement raffinés au voisinage de ces singularités.

Un exemple simple d’apparition de singularité peut-étre illustré dans le cas de I’équation du laplacien
(1.1) en dimension d = 2 lorsque le domaine  n’est pas régulier. Pour cela on part de la remarque
suivante : si K est un cone infini d’ouverture w €]0, 27, c’est a dire

K = {(rsinf,rcosf); r >0, 0 <6 <w},
il existe des solutions non-triviale a I’équation
Au =0 dans K, upg =0.
Il suffit en effet de considérer ’expression du laplacien en coordonées polaires

~_10u 0%y 1 0%u

A= o o T e

et de chercher les solutions sous la forme
u(r,0) = r*s(6).

on aboutit ainsi a I’équation
a?s(0) +s"(0) =0, s(0) = s(w) =0,
dont les solution existent pour
nmw
a=aqy:=—, ne
w
et sont données par
un(r,0) = r" sin(a,0).

Considérons a présent le domaine borné
Q:={(rsinf,rcosf); 0<r <R, 0<0<w},

pour R > 0, et soit ¢ une fonction C*([0, R]) telle que ¢(x) = 1 sur [0, R/3] et ¢(z) = 0 sur [2R/3, R].
On définit alors les fonctions
U, = (1, 0) = @(r)un(r,0).

32



La fonction v,, est solution de ’équation du laplacien (1.1) avec second membre f = f,, = —Awv,, € C*(9).

Considérons en particulier la fonction v1. On voit que pour 0 < r < R/3,
0%v .
W; = 7" sin(a10).

Comme o7 = 7/w, on en déduit que pour w > 7 la fonction %2;’21 n’appartient pas a L?(Q). Comme

82?)1
or?

= <D2U1€ra 67‘>

ot D?v; est la hessienne de vy et e, = (cosf,sin ), ceci entraine que v; n’appartient pas & H2() méme
si le second membre f; est de classe C*°. Par conséquent I’estimation (3.33) ne s’applique pas.

Remarque 3.1.1 Pour n > 1, on peut vérifier que les solutions v, appartiennent & H?, mais pas a
tous les espaces H™. On ne considére pas les fonctions v, pour n < 0 qui sont moins réguliéres que vy et
n’appartiennent pas a H*(Q). Il s’agit donc de solutions “non-variationelles”, et on voit ainsi que l'unicité
de telles solution n’est plus garantie puisqu’il existe toujours par ailleurs une solution dans H* ().

Remarque 3.1.2 On peut citer de multiples autres sources de singularités dans les EDP elliptiques :
lorsque le second membre [ posséde des singularités, lorsque les opérateurs intervenant dans I’équation
sont G coefficients discontinus, lorsque la condition aux limites est de type Dirichlet sur une partie du
bord et de type Neumann sur une autre partie.

Afin de comprendre le gain potentiel d’une discrétisation adaptative, nous allons partir d’un résultat
d’approximation polynomiale locale sur le triangle de référence.

Lemme 3.1.1 Pour tout i € W2’1(T), st I est interpolant sur Il avec k> 1, on a
|t — il < Cliw2a.
ot C' est une constante fixée qui ne dépend que de k.
Preuve : on part de I'injection de Sobolev W' C H! en dimension d = 2 pour écrire
it — Lyl < Clla — Tty

On utilise ensuite le fait que W?2! s’injecte continuement dans C en dimension d = 2 pour appliquer le
lemme de Bramble-Hilbert qui nous donne le résultat. o

Par changement de variable, on obtient sur tout triangle T,
1/2h7
lu — Iru|g < C|T|~Y p—;|u\wz,1(7~), (3.34)

qui est un cas particulier de (2.22). Lorsque la triangulation 7;, auquel appartient 7" est réguliére, cette
inégalité nous donne simplement
|u — IT’U,|H1 < C\u|W2,1(T),

ou la constante C ne dépend pas de la taille du triangle T

Supposons & présent que la solution u appartienne & W21(Q) et que I’on puisse construire une trian-
gulation réguliére 7;, qui équidistribue la semi-norme W2! sur Q c’est a dire

fulwaacr < AT
W?21(T) N )

IN

33



ou N = #(73) (notons qu’une telle triangulation sera en général non-uniforme). En utilisant (3.34), on a
alors
1/2
lu—Thulg = (ZTeTh, u— ITuﬁ{l(T))
1/2
< O(Sren, [0fiyancr))
S C|U‘W2*1N71/21

et par conséquent, d’aprés le lemme de Cea,
||u—uhHH5 < C|U‘W2,1N_1/2. (3.35)

Si on compare (3.35) et (3.33), on observe qu'une triangulation adaptative bien construite permet de
retrouver la vitesse d’approximation N~1/2 lorsque u n’est pas dans H?(2) mais seulement dans W21(Q).
On peut vérifier que c’est le cas pour la fonction vy considérée précédemment, dont les dérivées du second
ordre ne sont pas dans L? pour w > 7 mais sont cependant dans L' (exercice).

En pratique, lorsque u est la solution d’une équation telle que celle du laplacien, il n’est pas possible
de contruire un triangulation 7;, qui équidistribue la semi-norme W2 de u, puisque que u est précisé-
ment inconnue. Afin de s’affranchir de ’évaluation de cette semi-norme sur chaque triangle, on remarque
tout d’abord qu’une autre maniére de construire une bonne triangulation adaptative consiste a équidis-
tribuer ’erreur d’approzimation locale sur chaque triangle. Supposons en effet que l'on ait construit une
triangulation 7 telle que pour un certain € > 0 on ait pour tout T' € 7,

ce <|u— Ipulgiry <,

avec ¢ €]0,1[ une constante indépendante de u et £ (par exemple ¢ = 1/2). On voit alors qu’avec
N = #(73), on a
1/2
lu — Tyull gy = ( 3 Ju- zTu|§{1(T)) < N2, (3.36)
TeT)

Par ailleurs, si u € W21(T'), en utilisant (3.34) on peut écrire
ce < |lu— ITU|H1(T) < C|U|W2’1(T)a

ce qui en sommant sur tous les triangle nous montre que

e < C(||
— U ,1.
=N W

En combinant avec (3.36) en conclut que ’estimation (3.35) est aussi vérifiée par la triangulation 7p,.

De fagon plus générale et en dimension d quelconque, une partition adaptative 75, optimale au sens
du compromis entre la complexité et la précision doit tendre a équidistribuer I'erreur locale entre u et
son approximation Ipu dans Xj,. A nouveau, en pratique on ne connait ni w ni Ipu. On peut essayer
d’estimer ’erreur locale entre u et la solution discréte uy, & partir des données du probléme et de uy.
C’est Pobjectif des techniques d’estimation a-postériori qui fournissent des indicateurs d’erreur nr(up)
visant & approcher |u — up|g1(7y. On peut alors choisir de découper les éléments T' dont les indicateurs
sont les plus grand afin d’obtenir une nouvelle triangulation mieux adaptée a la solution.

Remarque 3.1.3 Lors d’un raffinement de maillage local, il est souvent important de préserver les pro-
priétés de conformité et de régularité géométrique. Cela ne va pas de soi : en dimension d = 2, si on
raffine un seul triangle en le découpant en quatre & partir des milieuz (bg, b1, bs) des arétes, on intro-
duit de la non-conformité en ces trois points. On peut corriger ce défaut en bisectant les trois triangles
adjacents depuis les sommets opposés a ces points mais on remarque alors que l'on tend & diminuer
Uangle minimum des triangles. 1l est possible de définir des procédures plus sophistiquées qui garantissent
la régularité de la famille de triangulations obtenue. Dans ces procédures, le raffinement d’un triangle
peut entrainer celui d’autres triangles que ceux qui lui sont adjacent. On observe ainsi un phénoméne de
“pollution” du raffinement, qui a pour effet d’augmenter la complezité, et que l’on peut parfois quantifier
plus précisément.
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Remarque 3.1.4 Notons que dans une partition mon-uniforme mais réguliere, la taille des éléments
adjacents ne peut pas varier trop brutalement : si T et T' ont une partie de leur bord en commun on a
nécessairement

hr < ChYy.

ot la constante C' ne dépend de la constante de régularité (exercice).

3.2 Estimation a-postériori par indicateurs d’erreur

Nous allons utiliser I’équation du laplacien (1.1) et sa discrétisation dans les espaces d’éléments finis
Py afin de décrire la construction des indicateurs d’erreur locaux. On se placera ici en dimension d = 2
et avec une donnée f € L*(Q). Cette construction se généralise en dimension supérieure et a d’autres
problémes.

Soit u la solution exacte et up, la solution approchée. Afin d’évaluer |u — UhHHg on dispose déja des
estimations a-priori (2.23) et (2.24) mais celles-ci font intervenir la connaissance de u. Nous allons établir
une estimation a-postériori qui ne dépend que de uy, et des données du probléme, c’est a dire ici le second
membre f.

Pour cela on écrit

a(u — up,w)

o=y = sup St
wEHL() HU/HH(}

On évalue le numérateur en écrivant d’abord que pour tout wy, € Xj o on a
,0

a(u —up,w) = alu—up,w—wp)
= Jo V(u—up) - V(w—wp)
Jo(f(w = wp) = Vuy, - V(w —wy))
= rer, Jp(f(w —wy) = Vauy - V(w — wy))
= ZTeTh fT(f + Aup ) (w — wp) — ZTGTh faT aa%(w — wh)
=31+ 2

En introduisant ’ensemble &), des arétes de 7, et en convenant d’une orientation pour la normale sur
chaque élément de &, comme dans la preuve du théoréme 2.9.1, on peut écrire

ol [%L;} est le saut de la dérivée le long de la normale choisie pour e et vaut 88% lorsque e C 9. On

peut ensuite utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour écrire
¥ < Z If + Aup |2 () llw — wh L2 (1)
TET,
et 5
(7
2y < Z ||[7an rz(eyllw — whllp2(e)-
e€ly

Rappelons que wy, est arbitraire. On ne peut pas prendre wy, = Iw car w est simplement dans H}(Q)
et il n’est donc pas possible en général de l'interpoler. Nous allons cependant utiliser un opérateur
d’approximation de type quasi-interpolant dont la définition a été proposée par Clément.

Définition 3.2.1 Soit 7}, une partition en triangles conformes, Io j, ’ensemble de ses sommets internes
et (94)vero., la base des éléments finis IPy avec conditions aux limites nulles. On définit I'opérateur Ay
par

Apv = Z M~ (V) @n,

v€lo,n

() = |15, [

Ky

avec

la moyenne de v sur ’ensemble K., défini comme l’union des triangles de Ty, donty est l’'un des sommets.
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Autrement dit on remplace la valeur ponctuelle v(vy) dans la définition de Iinterpolant Ij, par une
moyenne locale autour de . L’intérét de 'opérateur de Clément est qu’il s’applique a toute fonction de
L?(Q) et qu’il vérifie des propriétés d’approximation locale comme I’exprime le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Si (7},) est une famille réguliere, 'opérateur Ay vérifie les estimations locales
[v—AnvllLzr) < Chrlv|m (), (3.37)
ot K7 est l'union de T et des triangles dont 'un des sommets est commun a T, et
lv = Anol|z2ey < ChY [0l (), (3.38)

ou K. est l'union des triangles dont l'un des sommet est contenu dans e et he est la longueur de e. La
constante C' ne dépend pas de v, T, e et h.

Avant d’aborder la preuve de ces inégalités appliquons les a l'estimation de ||u — up]| g} en prenant
wy, = Apw. On obtient ainsi

S0 <C Y hrllf + Aunll 2yl wla (s
TET

et
ou
S0 he2 g el e
€ h

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui nous donne,

Y1+ By < C(A1A)Y2,

avec 8
Uh
= > hEIf+ AunlFary + D Rell ]IILz ()
TeT, e€y
et
= > e + D lwlin e,
TeT, e€lp
En introduisant les indicateurs d’erreur locaux
8uh
ng = hzllf + AUh||L2(T) +5 Z hel(l ]”Lz(p)a

eEBT

avec la convention que le facteur % est remplacé par 1 pour une aréte contenue sur le bord, on peut
exprimer le premier facteur A; suivant
_ 2
A = Z nr-

TeTy
D’autre part, le facteur A, s’ecrit aussi

AQ = Z n(T)|w|§{1(KT)

TeTy

n(T) =#{T"; T C Kr}+4#{e; T € K}
=#{T' ;T C Kr}++#{e; e Cint(Kr)}.
Comme la triangulation est réguliére, on a un angle minimal 6,,;;, > 0 pour tous les triangles, et on vérifie
aisément que

#{T'; T'C Kr} < -2,

emin
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et
#{e; eCint(Kr)} < 057T .

min

On a donc
As < Clluldy o

107

avec C' = = — 2. Nous avons ainsi obtenu

min

a(u —up,w) = 1+ 82 <C( Y np) " wllmy e,

TeT),
ce qui nous donne finalement ’estimation a-postériori
l = wnllmy < CCY_ ng)' /> (3.39)
TeT),

Remarque 3.2.1 Les quantités nr associées G chaque triangle T sont appelés indicateurs d’erreurs lo-
cauz. Cependant, on ne dispose pas d’estimation locale du type |u — up |17y < Cnr.

Remarque 3.2.2 La quantité f + Auy est le résidu de ’équation du laplacien quand u = up. Lorsque

qu’on utilise les éléments IPy ce résidu se réduit a f. Notons que le terme de saut [aa‘g] est lui aussi nul

lorsque u = uy,.

Donnons finalement la preuve du théoréme 3.2.1. Pour lestimation (3.37), supposons d’abord que le
triangle T' = (ap, a1, az) n’ait aucun sommet sur le bord du domaine. On peut alors écrire en tout point

zeT
v(x) — Apv(z) = v(x) — Z My (z) = Z (v(x) — my)eqy(x),

Y=ao,a1,a2 Y=ao,a1,02

ol nous avons utilisé le fait que Y () =1 sur T. On a par conséquent

Y=ao,a1,02 Py

lv—Apvllzary < D v —myllza.

Y=ao,a1,a2
Comme K., C K pour v = ag, a1, a2, il nous suffit donc de prouver que pour tout v € I';, o on a
||U—m,y||L2(KW) < ChT|'U|H1(KW)a (340)

ot hy est le diamétre d’un triangle dont « est I'un des sommets. La difficulté est ici que K, n’est pas un
simple triangle mais une union de triangles :

K,=TU---UT,.
Comme la famille de triangulations est réguliére, il existe N < 92]1—““ tel que
3<n<N,
pour tout v € I', g et h > 0. On peut ainsi introduire N — 2 configurations de références
K,=TyU---UT,,

avec T} le triangle dont I'un des sommets est ag = 0 et les deux autres sont a; = (1, =Ly et ag = (1,1)
en coordonées polaires (r,6).

On définit une transformation A de I/(\'n vers K qui est globalement continue et affine par morceaux
et envoie 7} vers Tj. Sur K , on peut appliquer le théoréme de Deny-Lions qui donne

min [|[0—c¢l|,5,. 5 , < C|0 =0
CGRH Ir2i,) < Clolg k)
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Comme il n’y a qu’un nombre fini de configurations on peut supposer que la constante C' est indépendante
de n. Les changements de variables nous donnent ici pour toute fonction v définie sur K,

n |T|

P S O

||U||L2 (Ky)
i= 1| 1

ol on a utilisé la régularité de la triangulation soit
[vllLz(x,) < Chrlvllpz(k, )

et de méme
ol %,y < Chy 71Vl 2 k-
On a ainsi
min_ R lv — CHL2(K7) < Chrmin o — C||L2(f(n)
< ChT\f}|H1 =
< CmaX;ieK iDA@)) vl ()

T
S Cmaxlzl’... n oz, |’U|H1(K,Y)~

En utilisant & nouveau la régularité de la triangulation, on a donc

min [jv — C||L2(K7) < ChT|1A)|H1(KW).
CG]R
Comme le minimum est atteint pour ¢ = m.,, on en déduit I'estimation (3.40) et donc (3.37).

Le cas ou le triangle T" a certains sommets sur le bord de 2 doit étre traité spécifiquement puisque les
valeurs de Aj,v aux sommets contenus dans 92 sont nulles et ne sont donc plus données par les moyennes
locales de v. Notons St = {ag, a1, as} N 0N ensemble des sommets de T situés sur le bord. On écrit alors

[v— Apv[lp2(r) < Z v —=mallL2(r) + Z [[myoq |l L2 (T)

Y=ao,a1,a2 YEST

Le premier terme se majore comme dans le cas d’un triangle qui ne touche pas le bord. Pour le deuxiéme
terme, on écrit
Imyeqllezy < |m’y| ||%HL2(T)
< |T[2|m,|
= |TI"21Ky 7 [y ol
< TP2|K |2 ol o e,
< |vllL2(x,)-

On passe finalement a I’élément de référence IA(n sur lequel on utilise 'inégalité de Poincaré (puisque v
s’annulle sur 'un des cotés de K, donc ¢ s’annulle sur 1'un des cotés de K,,) ce qui donne

||U||L2(KW) §ChT||@||L2(f<n)
< ChT|U|H1(f<n)
S ChT|U|H1(KW)'

En sommant sur les v € St on a ainsi prouvé (3.37).

La preuve de (3.38) s’effectue de fagon trés similaire. En notant (ag,a1) les extremités de e, on traite
d’abord le cas ol aucun de ces points est situé sur le bord de 2. Par le méme raisonnement on arrive
d’abord a

o= Awvllizo < 32 o —my s

Y=ao,a1
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On passe a la configuration de référence et on écrit
lo = mallia = he[0 —maley
< Che/?[[o = mall g .,
= Che (|0 —my |2, o |+ 02 2 )2
< Che*(h2||v — m’y||2L2(KW) + |U|§JI(KW))1/2
< Ch/* (W2 min g [[v = |22 e, + 020 1)/
< Che/*(min, g [0 - 72z, + [Vl (e,
< Che* (02, ) + 1ol i )
< Ché/2|U|H1(Kﬂ,)
< Ch ol (k.

ou on a utilisé le théoréme de trace, le théoréme de Deny-Lions, les changements de variables et la
régularité des triangulations. On obtient ainsi (3.38). Dans le cas ou l'une des extremité de e est sur
le bord de €2, on adapte la preuve comme pour celle de (3.37) en utilisant 'inégalité de Poincaré et on
aboutit & la méme conclusion.

3.3 Fiabilité des indicateurs d’erreur et saturation

Les indicateurs d’erreurs iy a la fois & évaluer la taille de I'erreur uw — uy, et a choisir les éléments qui
seront raffinés dans I’étape suivante du calcul. Il est important que ces indicateurs soient fiable au sens
ot ils ne surévaluent pas ’erreur de maniére exagérée ce qui aurait pour conséquence la mise en oeuvre
de raffinement de maillages inutiles.

Dans cette optique, nous allons montrer que 1y peut étre lui méme controlé par I'erreur u—uj mesurée
localement autour du triangle 7. On introduit pour cela une approximation polynomiale par morceaux

2 . , . . . . 2
fn de la donnée f qui est définie sur chaque triangle T' comme la projection L?(T')-orthogonale de f sur
Tg_1.

Théoréme 3.3.1 On a sur chaque triangle

nr < C(lu —uplgrar) +hrllf = fallezr),s (3.41)

ot la constante C est indépendente de T, h et f et ot Qpr = TUTy UTy UT; ou (Th,Ts,T5) sont les
triangles adjacents a T .

Preuve : Elle est technique du fait de 'approximation de f par f, et il peut étre utile a la compréhension
de l'effectuer dans le cas plus simple ou f est polynomiale sur chaque triangle et ot I’on prend directement
I=rn

Nous allons majorer séparément les contributions Ar|| f + Aupl| 121 et hé/2|| [%] | £2(e) & l'indicateur
d’erreur np. Pour la premiére contribution, on écrit tout d’abord

hr| f + Aup| rz¢ry < hrllfn + Aunlle(ry + hrllf = fallz(r))-

On introduit ensuite la fonction bulle
P = 27AgA1 A2,

Par équivalence de norme, pour le triangle de référence il existe une constante C' = C(n) telle que pour
tout 7 € 11,

Hﬁ-”L?(f) < C”ﬁ- V 7/;THL2(ffv)

[7ll2(ry < Cllmv/Yr|lL2(r)

soit par changement de variable
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ou C' est indépendante du triangle 7. On peut appliquer ceci & m = f + Auy ce qui donne

1 fn+ DuplZopy < C?l[(fa + Aun)Virl|7a
= C? [(fn + Aup)(fr + Aup)tor
= C?([(f + Aup)(fn + Aup)ipr
+ [ (fn = F)(fn + Aup)pr).

Pour le premier terme, on écrit

Jr(f + Aup)(fr + Aup)or = [ A )(fh + Aup )7
= Jp V(u—upn)V((fn + Aun)yr)
< fu—up|gr ()| (fn + Aun)Pr| m(r)
< Chytlu — un| g ()l (fn + Aun)rl L2
< Chy'lu — un| ()l fn + Aunll 27y,

ol on a utilisé 'inégalité inverse pour passer de la semi-norme H' 4 la norme L2. Pour le deuxiéme terme,
on écrit simplement

/T(fh — [)(fn + Dup)r) < |f = fulle2ooyll fn + Aunll 221y
Nous avons donc

1fn + AunlZzipy < Chztluw = unl gyl fn + Dunll L2y, +1f = fullZz ),

ce qui entraine
hT|‘fh+AuhHL2(T) < C(|u—uh|H1 +hT||f fh||L2 ) (342)

Examinons & présent la contribution he/? ||[8“"]||L2(€) Si e est d’extrémité (ag,a1), on introduit la
fonction
Ve = 401,

dont le support est ’'union des deux triangles T' et 7" dont e est la frontiére commune. Par un raisonnement
d’équivalence de norme des polynomes définis sur le segment de référence similaire & celui effectué plus
haut sur T', on peut écrire

2]2,,, < C ][22,
_Cf d(uh u) auh]we)
= ¢ [ |2 g,

ou C est indépendante de e et ol g, est égale a [aa“nh] sur e, et étendue sur T UT" de la fagon suivante :

sur T elle est constante le long des droites de directions parallélle & I'un des cotés de T autre que e, et de
meéme sur T”. On peut alors utiliser la formule de Green qui nous donne

oo = ([ Gt gt [ (V= V) Tia). (3.43)

Le premier terme du membre de droite de (3.43) se majore suivant

| (Aup + flgete| < |Aun + fll2ror lgetell 2 (rurry-
TUT’

En passant & 1’élément de référence et en utilisant la régularité des triangulations, on vérifie aisément que

lgetell L2 () < Ch;/2||ge“L2(e)~

On en déduit que

| o (Aup, + f)gete] < CRY2(|Aun + fllzzery + |1 Aun + fllzzery)gellz2(e)-
U ’
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Le deuxiéme terme du membre de droite de (3.43) se majore suivant

| Jror (Vun = Vu)V(gete)| < |u— unl g (rurlgetbel o rur
< u = un| g rury (19eVel 51 (1) + |gee| H1 (1))
< Ju = up| g rorn (b | getbell L2 ()
+h;’l|‘ge1/}eHL2(T'))
<Clu— uh|H1(TUT’)h;1/2H96||L2(e);

ol nous avons utilisé 1'inégalité inverse sur les triangles T' et T’ et la régularité des triangulations. En
réinjectant ces estimations dans (3.43) et en simplifiant par [|ge||z2(¢) nous obtenons donc

h 2 gell L2y < C(hTHAUh + fllee(ry + b || Aup + fllLzrry + lu— Uh|H1(TuT'))-
Les termes hr||Aup + f||L2¢ry + hrr||Aup + fl|p2(rv) étant déja majorés par (3.42), on trouve

ou

hi/QH[ai,r:l] HLZ(E) < C<|u — uh‘Hl(TUT’) + hT”f — fh||L2(TUT/)) . (344)

En sommant les carrés de (3.42) et de (3.44) pour les trois cotés de T, on obtient finalement 1’estimation
(3.41) annoncée. o

Une conséquence immédiate de ce résultat est une estimation globale de lerreur par valeur inférieure :

(Y ni)? < u—unllmy +en(f) (3.45)
TeT,

ot le terme ey, (f) := (3 h&|| f — fh||%2(T))1/2 décrit l'oscillation de la donnée f & l'intérieur des triangles
de 7p,.

Une stratégie adaptative naturelle consiste a raffiner les éléments de 7; dont les indicateurs sont les
plus grands. Plus précisément, on peut définir M;, C 7} le plus petit ensemble de triangles dont les
indicateurs d’erreur retiennent une proportion 0 < p < 1 fixée de I’énergie totale des indicateurs, c’est a

dire tel que
> gy np (3.46)
TeMy TET,

Un choix typique est 0.05 < p < 0.2. On raffine ensuite les triangles de M, en prenant soin de conserver
la, conformité et la régularité, et on obtient une nouvelle triangulation 7; avec h < h et X o C X io et
une nouvelle solution u;. En partant d’une triangulation initiale 7;, = 7y et en notant Xy = X}, o I'espace
ug = up la solution approchée pour cette triangulation, on obtient ainsi une suite de triangulations
(7;);>0, qui correspond & une suite d’espace d’éléments finis emboités

XoCX1C"‘CXjC"‘,

et & une suite de solutions approchées u;. Il est légitime de se poser la question de la convergence de u;
vers u quand j — 400 qui n’est pas garantie par les théorémes d’approximation du chapitre précédent
puisqu’on ne raffine pas la triangulation de fagon uniforme. Une premiére remarque est que ’on a toujours

lw—ujllmp < llu—unllgs,

puisque [[u — upllgz = ming,ex, , [u—vallgs et que Xpo C Xj, ;. Plus précisément, par le théoréme de
Pythagore, on a
lu = unllzn = llu —ug 7 + llug, — unllz - (3.47)

On en déduit que ||u — u;|| 1 décroit mais cela n’est pas suffisant pour assurer la convergence. Voici une
JIHy
propriété qui permet d’assurer la convergence de la méthode adaptative.
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Définition 3.3.1 Le procédé de raffinement adaptatif vérifie la “propriété de saturation” si et seulement
si, il existe 0 < v < 1 tel que
lug, = unllmy = vilw—unl -

pour toute triangulation Ty, et son raffinement T; .
Si une telle propriété est satisfaite, on a d’aprés (3.47)
=gl = (= v3) = wli

et par conséquent

[ = |y < pllv = wnallmy < - < p"[lu—uollmy,

avec un facteur de réduction p := (1 —1/2)1/ 2, La propriété de saturation nous assure donc une convergence
géométrique de l'algorithme adaptatif. Le probléme est donc de savoir si cette propriété est satisfaite, en
particulier lorsqu’on applique la stratégie décrite par (3.46) pour la sélection des éléments a raffiner. Les
premiéres réponses positives a cette question ont été apportées par des résultats récents dus a Dorfler
ainsi qu’a Morin, Nochetto et Siebert, dans des cas particuliers I’EDP et de discrétisations. Voici un
résultat qui porte sur la discrétisation de I’équation du laplacien par les éléments finis IP;.

Théoréme 3.3.2 On suppose que l'ensemble des triangles raffinés vérifie (3.46), et que si T fait partie
de cet ensemble, la nouwvelle triangulation T; contient parmis ses sommets les milieux des arétes de T
ainst qu’un point intérieur a T. Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que

(Y m)"? < luy, = unllmg + enlf),
TeMy

Avant donner la preuve de ce résultat, examinons ses conséquences. D’aprés (3.46), on a alors

2N )V < g, — unllay + en(f),
TeT,

et en appliquant l'estimation d’erreur a-posteriori (3.39), on a donc 'existence d’une constante 0 < v < 1,
tel que

Vlw—=unllmy < llug — unllmy +en(f)-
On obtient ainsi la propriété de saturation au terme d’oscillation des données prés, et on en déduit

facilement )

v
lu =zl < (1 - Fllu— unlg +en(f)*.

Cette propriété nous montre que ’algorithme adaptatif réduit I'erreur tant que celle-ci est plus grande
que le terme d’oscillation des données. Une stratégie possible afin d’atteindre une erreur d’ordre € > 0
prescrite est d’imposer que la triangulation 7y = 7}, de départ vérifie

g0 =en(f) <e.

On vérifie facilement que le terme d’oscillation décroit lorsque l'on raffine la triangulation, et on a par
conséquent
2 ~2 2 2
l[u— un”Hé <plu— UnflnHé +en

~ 2 . ~ ~ — 2 .
avec p:= (1—%-)'/2. Comme la suite a, = p*a,_1 + &> converge vers (1 — 5?) 12, on est assuré d’avoir
||u - u’ﬂHHé < Ck,

avec une constante C' > (1 — p?)~/2 pour n suffisament grand.

Donnons finalement la preuve du théoréme 3.3.2. Il suffit pour cela de prouver que sur chaque triangle
raffiné, on a

nr < C(lug, — unlmir) + hrllf = fullzz@r))s (3.48)
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Comme dans la preuve du théoréme 3.3.1, on va majorer séparément les contributions hr || f + Aup| 2 (1)
et hy! 2||[%]H 12(e)- Pour la premiére, on procéde de maniére similaire mais on prend comme fonction
bulle ¥r la fonction de base IP; de Xj , associé au sommet de 7; interne & T'. De la méme maniére, cela
nous conduit & I'évaluation du terme [.(f 4+ Aun)(fn + Aup)tr pour lequel on écrit cette fois

S (f + Aup)(fr + Aup)pr = [ V( u - Uh) ((fn + Aup)ir)
=[pV V((fn + Aun)r)
< lug, —Uh|H1 ||(fh+Auh)¢THH1
< Chy'lug *Uh|H1(T)||(fh+AUh)¢T||L2(T)
<ChT \uh—uh|H1 ||fh+Auh||L2

On aboutit ainsi a

he || frn + Aupl|p2(r) < C<|U;1 —un|g () + bl f — fh||L2(T))~ (3.49)

Pour la contribution e/ 2||[6“’1]|| L2(e); on procéde a nouveau comme dans la preuve du théoréme 3.3.1

mais on prend comme fonction bulle ¥ la fonction de base IP; de X; j,,0 @ssocié au milieu de e. Cela nous
permet de modifier I’évaluation du deuxiéme terme du membre de droite de (3.43), suivant

| fTUT’ (Vuh - VU)V(ge’(/)e)| = | fTuT/(Vuh - vuﬁ)v<gewe)|
< uj, = unlar (rory |gee | a1 (rUTY
< |uh - uh|H1 TUT) (|ge¢e|H1 + |ge7/}e|H1 ") )

< lug, = un|mr (T (hy ||ge¢eHL2(T
+hT, HggweHm(T' )
< Cluj, — up| g (rurry e ||geHL2(e
On aboutit ainsi a
1/2)10Un
n NG e < O(Jus = unlscoury + hrllf = fullzzrur)- (3:30)

En sommant les carrés de (3.49) et de (3.50) pour les trois cotés de T', on obtient finalement ’estimation
(3.48).

Remarque 3.3.1 Le résultat que nous avons établi montre que l’algorithme de raffinement local itératif
fondé sur les valeurs des indicateurs d’erreur donne une suite de solution (un)n>0 qui converge vers u.
Une question plus difficile est d’établir un tauxr de convergence au sens du compromis entre la précision
|lu— un||Hé et la complexité N = #(7,,). Cette question a fait 'objet de travaux récents qui montrent que
sous certaines hypothéses, on obtient le méme taux de convergence que si l’on utilisait des triangulations
optimalement adaptées a la solution u au sens de l’équidistribution de l’erreur locale.
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4 Approximation des problémes mixtes

4.1 Le probléme de Stokes

Le probléme de Stokes est posé dans un ouvert borné Lipschitzien ¢ IRY, avec typiquement d = 2
ou d = 3. Etant donnée une fonction a valeur vectorielle f = (f1,---, f4) définie sur et un réel v > 0,
on cherche une fonction a valeur vectorielle u = (uq,--- ,u4) et une fonction a valeur scalaire p telles que

—vAu+Vp=f dans (),

div(u) =0 dans €2, (4.51)
u =0 sur I’
avec Au := (Auq, - ,Auy). Les inconnues u et p de ce probléme représentent le champs de vitesse

et de pression d’un fluide visqueux incompressible en régime permanent soumis & un champ de force
volumique f. Ce modéle peut-étre vu comme une version simplifiée du modéle de Navier-Stokes dans
lequel la premiére équation s’écrit

—vAu+ (u-V)u+Vp=f

On voit que p est définie & une constante additive prés et il est donc naturel de supposer p d’intégrale
nulle. Afin d’obtenir une formulation variationelle, on multiplie la premiére équation par une fonction
vectorielle v qui s’annulle au bord et on intégre par partie ce qui nous donne

V[)VU«va/pdiv(v):/ﬂfv,

avec Vu - Vv := Vuy - Vug + -+ + Vug - Vog. Comme fQ div(u) = 0, on peut multiplier la deuxiéme
équation par une fonction ¢ de moyenne nulle, ce qui nous donne

/qdiv(u) =0.

Il est ainsi naturel de prendre f dans (H~!(Q))? et de chercher u dans (H{(2))? et p dans Iespace de
L3(Q) défini comme I'ensemble des fonctions de L?(€)) de moyenne nulle. La formulation variationelle
s’écrit donc : trouver (u,p) € (HE(Q))4 x L3(£2) tel que

a(u,v) +b(v,p) = L(v)
{ b ) o (4.52)

pout tout (v, q) € (Hg(Q))% x LE(2), avec

a(u,v) = u/ Vu - Vo,
Q

et

b(v, p) == f/pdiv(v).

On vérifie aisément que toute solution suffisament réguliére de (4.52) est aussi solution de (4.53).
On peut éliminer I'inconnue p en introduisant le sous-espace des fonctions de (Hg(€))? a divergence
nulle
V= {ve (H}N)?; div(v) = 0}.

On voit ainsi que u est aussi solution de la formulation variationelle : trouver u € V telle que pour tout
veV
a(u,v) = L(v).

Par le théoréme de Lax-Milgram appliqué & V' on a l'existence d’une unique solution u telle que

1 1
lullezy < Ll -1 = 1l
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La difficulté est a présent de retrouver la pression p. Plus précisément, la solution u que I’on vient d’exhiber
vérifie que vAu 4 f est orthogonal & tous les éléments de V au sens de la dualité entre (H~1(2))? et
(H(2))?. Autrement dit, la forme F(v) = —a(u,v) + L(v) est dans le polaire de V qui est I'espace des
formes linéaires qui s’anullent sur V, i.e.

VO={FeH Q) Fv)=0,veV}

Il est facile de voir que les formes du type v — b(p,v) = [, pdiv(v) sont dans V9, mais peut-on affirmer
réciproquement qu'’il existe toujours un p € LZ(Q) tel que F est de cette forme ? La réponse est liée a un
théoréeme difficile du & de Rham dont on admet ici la validité.

Théoréme 4.1.1 On suppose que ) est lipschitzien et connexe. Il existe un opérateur T continu de L3 ()
dans (HE(Q))4 tel que

div(Tq) = q,
pour tout g € L3(9).
Remarque 4.1.1 Dans la preuve du théoréme 2.9.1 nous avions construit une fonction w de (H*())4
telle que div(w) = q et ||w||gr < C||q||2. La difficulté supplémentaire est ici que l’on souhaite que w soit
nulle au bord.

Voyons & présent comment ce théoréme nous permet de retrouver p. Une premiére remarque est qu’il
est toujours possible de supposer que T est & valeur dans V =+, c’est a dire I'orthogonal de V' dans (Hg (2))?
qu’il ne pas confondre ici avec V9 puisqu’on fait la distinction entre H} et H~!. En effet on peut toujours

remplacer T'q par Tq = (I — Py)Tq ou Py est la projection orthogonale de sur V, et on a clairement
1Tqllzz < | Tall -

Ceci nous montre que l'opérateur de divergence définit un isomorphisme de V+ sur L2(Q2) dont T est
inverse. On voit aussi que pour tout v € (H}(Q))4, on a Tdiv(v) = Pyiv. Si F € V°, on remarque que
F est completement définie par sa restriction a V- d’aprés

F(v) = F(Py1v),
et en utilisant 'isomorphisme T on peut écrire
F(v) = F(Tdiv(v)) = G(div(v)),

olt G = F oT est une forme linéaire continue sur L(Q). Par conséquent, il existe un unique p € LZ(Q)
tel que

F(o) = = [ pivio),

avec Pestimation ||p||rz < Cr||F||g-1 on Cr = ||T||. En appliquant ceci & F(v) = —a(u,v) + L(v), on
trouve l’existence d’un unique p € LZ(Q) telle que (u, p) est solution de la formulation variationelle (4.52).
En prenant v € V+ tel que div(v) = p (c’est a dire v = T'p) on a

lplZ- = /deiV(v) = (f,0) < flla-rlvlla < Crllflla—lpll2,

soit
Ipllze < Crllflla-—-

Remarque 4.1.2 La forme b(p,v) permet de définir Vp comme un élément de (H~1(Q))¢ pour tout
p € LE(Q) et léquation a(u,v) + b(p,v) = L(v) peut-ére vue comme la premiere équation de (4.53) prise
au sens de H=1. La discussion précédente nous indique que le gradient définit un isomorphisme de LE()
dans V0.
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Il est intéressant d’étudier la version non-homogéne du probléme de Stokes, soit

—vAu+Vp=f dans (Q,
div(u) =g dans (2, (4.53)
u=nh sur I'

avec g € L2(Q) et h = (HY/2("))?. 11 est nécessaire de supposer la condition de compatibilité
g 0 PP p

o

Afin de se ramener & la version homogéne, on commence par relever la trace de u par une fonction
u, = R(h). On reléve ensuite la divergence de u — u, par uy = T(g — div(u,)). En écrivant

U = ug + ur + uUg,

on voit que (ug, p) est solution du systéme de Stokes homogeéne avec second membre fy := f+vA(u, +ug).
On a ainsi existence d’une unique solution. En remarquant que

follz— < flla— + vllurlla + viugl g
< flla— + Vbl gz +vCr(gllLz + llurlla)
<Az + Crvligliz + A+ Co)vllhl g2,

on obtient des estimations a-priori sur v et p qui montrent qu’on a un isomorphisme reliant les données
(f,g,h) € (H 14 x L2 x (H'/?)? satisfaisant la relation de compatibilité et la solution (u,p) € (H)%x L2.
Citons finalement un résultat difficile de régularité pour le probléme de Stokes homogéne.

Théoréme 4.1.2 On suppose Q conneze et de classe CY1 ou conveve. Alors si f € (L?(2))4, le couple
(u, p) solution de (4.53) appartient & (H%(Q))¢ x HY(Q) avec dépendance continue en fonction de f. Si
Q est de classe C™ 1L et f € H™(Q) alors (u,p) appartient ¢ (H™2)4 x H™+1,

4.2 Les problémes mixtes abstraits

Afin d’aborder la discrétisation du probléme de Stokes, il est intéressant de se placer dans un cadre
abstrait plus général. Etant donné un couple (X, M) d’espaces de Hilbert, on suppose que a et b sont deux
formes bilinéaires respectivement symétrique, continue et coercive sur X x X, et continue sur X x M, et
que L et H sont deux formes linéaires sont respectivement continues sur X et M. On s’intéresse alors au
probléme : trouver (u,p) € X x M tel que

{ a(u,v) +b(v,p) = L(v)
b(u, q) =G(q)

pour tout (v,q) € X x M. On peut reformuler ce probléme dans le langage des opérateurs en posant

(4.54)

a(u,v) = <AU7U>X’,X
on Ae L{(X,X'), et
b(’l),p) = <B’U,p>M’,M = <B/pvv>X’,Xa
ou Be L(X,M) et B € L(M,X') est ’adjoint de B. La formulation s’écrit alors
Au+B'p =1L
{ Bu g =G (4.55)

Remarque 4.2.1 1[I est intéressant d’examiner l’analogue de ce systéme en dimension finie, lorsque A
et B sont des matrices. On vérifie alors que ce systéme est équivalent & la minimisation de l’énergie

E(u) = %(Au,u) (L),

sous la contrainte affine Bu = H, linconnue p représentant le multiplicateur de Lagrange pour cette
contrainte. Dans le cas du systéme de Stokes, la pression peut ainsi étre interpretée comme le multipli-
cateur de Lagrange pour la contrainte d’incompressibilité et on vérifie que (u,p) est 'unique minimiseur
de E(u) = La(u,u) — L(v) sur l’espace V.
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La propriété décrite par le théoréme 4.1.1 dans le cas du systéme de Stokes se généralise sous le nom
de condition LBB (Ladyzenskaia-Babushka-Brezzi) ou condition “inf-sup”.

Définition 4.2.1 La forme b vérifie la condition LBB si et seulement si il existe 8 > 0 tel que

inf sup b(vp)

%D (4.56
peM yex |[v]|x[|pllar )

Par analogie avec le systéme de Stokes, on peut définir I'espace V' = Ker(B) qui est un sous-espace de
X, son orthogonal V- dans X et son polaire V0 dans X’. I est facile de vérifier que la condition LBB
est équivalente & chacune des propriétés suivantes :

1. B’ est un isomorphisme de M dans V° avec
I1B'pllx: = Bllplin,
c’est a dire ||(B") 71| < %
2. B est un isomorphisme de V- dans M’ avec
[Bvllar = Bllvllx,
cest a dire |B7| < 3.

En effet si la condition (4.56) est satisfaite, on a d’une part pour tout p € X,

IB'pllx = sup  b(v,p) = Blpllar-
veX,flollx=1

Ceci nous montre que B’ est injective et d’image fermée dans X’. D’apreés le théoréme de 'image fermée
de Banach on a
Im(B’') = (Ker(B))? = V°.

on a donc bien la propriété d’isomorphisme. Celle-ci est équivalente & la propriété d’isomorphisme de B
par dualité en remarquant que (V)" = VY. Réciproquement si B est un isomorphisme, on a pour tout
p € M en faisant l'identification M = M’,

b(p, B~'p) = (p, BB~ 'p)as = llpllis > Bllpllacl B~ p]

ce qui entraine
. b(v, p)
veX,|lv]|x=1 ||pHM

> 3,
c’est a dire (4.56).

Théoréme 4.2.1 Sous la condition LBB, le probléme (4.54) admet une unique solution (u,p) € X x M

qui satisfait les estimations

1 1 C.
Jullx < Sl + 51+ )Gl e

et
1 C, C, C,
< —(14+ )| L|| x — (1 + — ,
Ipllae < 50+ ZOILN + G304+ =Gl

ot a et C, sont les constantes d’ellipticité et de continuité de a.

Preuve : c’est simplement une version abstraite du travail déja effectué dans le cas du systéme de Stokes.
On commence on se ramene au cas G = 0 en écrivant v = ug + B~ G avec uy € V solution de

a(ug,v) = L(v) — a(B_lG,v),
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pour tout v € V. En utilisant la coercivité de a sur l’espace V, on trouve une solution unique ug qui
vérifie I'inégalité

1 Cq
luollxc = Z (I Elxr + =1 Gllar),

d’ott Iestimation pour w. Comme L — Au est dans VO on en déduit Iexistence et I'unicité de p, tel que
Bp = L — Au et on peut écrire

1 1
Ipllar < EHL — Aufx: < E(HLHX' + Callullx)

d’oit ’estimation pour p. o
Remarque 4.2.2 [] est suffisant de supposer a est coercive sur V' plutét que sur tout X .

Remarque 4.2.3 La condition LBB est en réalité une condition nécessaire a l’existence, l'unicité et la
stabilité d’une solution du probleme (4.54). Pour s’en convaincre, regardons le cas ot il existe un ¢ # 0
dans M tel que b(v,q) = 0 pour tout v € X. On voit dans ce cas que si (u,p) est solution alors (u,p+ tq)
est aussi solution pour tout t € IR ce qui contredit l'unicité. Plus généralement si pour tout € > 0, il existe
pe € M tel que pour tout v € X,

b(v,pe) < e

vl x |lpell s

alors on peut montrer que la solution ne peut pas dépendre de maniére stable des données.

4.3 Approximation interne des problémes mixtes

Afin de discrétiser le probléme, on introduit des sous-espaces de dimension finie M; C M et X;, C X,
et on applique la méthode de Galerkin : trouver (uy,pp) € Xp, x M), tel que

{ a(un,v) + b(vn,pn) = L(vp)

b(un, qn) = G(qn) (4.57)

pour tout (vp,qp) € Xp X M.
Si on introduit une base (y.) pour Xj et une base (¢)) pour My, on voit que la recherche de la
solution discrete équivaut a la résolution du systéme
AU + B;LPh =Ly
{ BLU, — G, (4.58)
avec Uy, et Py, les vecteur de coordonées de u et p, L, et G}, les vecteurs de coordonées L(ip.,) et G(y),
Ay, la matrice de rigidité de a dans la base (y,), et By, la matrice de coefficients By , := b(¢~, ¥2).
Une premiére remarque importante est contrairement aux problémes elliptiques qui entrent dans le
cadre du théoréme de Lax-Milgram, le caractére bien posé du probléme discrét (4.57) ne découle pas
naturellement du caractére bien posé du probléme continu (4.54). Ceci suggeére la définition suivante.

Définition 4.3.1 La forme b vérifie la condition LBB discréte pour les espaces (Xp, My) si et seulement
st il existe By, > 0 tel que
b
inf  sup VPR o g (4.59)
Pr€My v, ex,, [Unlx I|Pnlln

On a bien entendu un théoréme est I’analogue du résultat obtenu pour le problém continu.

Théoréme 4.3.1 Sous la condition LBB discréte, le probleme (4.57) admet une unique solution (up, p)n €
X X M qui satisfait les estimations

1 1 c,
< — L ’ 7]_ _ ’
unllx < o(|| (BS +ﬁh( + O[)HGHMv
t 1 C C C
< 14+ NN + 221+ ZHNG e
||Ph||M7/3( + a)|| llx +5,3( + a)H a7,

ot o et C, sont les constantes d’ellipticité et de continuité de a.
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Notons que la condition LBB discréte signifie en particulier que I’on peut toujours trouver une solution
a BpU, = Gy, pour tout Gy, c’est a dire que Bj, est surjective, ce qui impose dim(X}) > dim(Mh).
Cependant il peut arriver que (4.59) ne soit pas vérifiée méme pour des espaces vérifiant cette contrainte
de dimension. Dans ce cas, il existe des ¢, € M}, tels que b(vy, gn) = 0 pour tout vy, € X, ce qui signifie
que si py, est solution alors pp, +tqp, 'est aussi pour tout ¢t € R. On dit parfois que g, est un mode parasite.
Dans la derniére section de ce chapitre nous présentons des exemples de paires d’espaces d’éléments finis
qui vérifient (4.59) dans cas du probléme de Stokes.

Nous allons & présent utiliser la condition LBB discréte afin d’établir un résultat qui est 'analogue
pour les problémes mixtes du Lemme de Cea.

Théoréme 4.3.2 Sous la condition LBB discréte, la solution du probléme (4.57) vérifie Uestimation
- +lp — < C( inf — + inf —
lu = unllx +llp = pallar < O inf lu—onllx ,nf 1P — anllm)

ot la constante C ne dépend que de («, By) et des constantes de continuité (Cy,Cyp) de a et b.

Preuve : elle est technique du fait de la présence du second membre G et il peut étre utile & la compré-
hension de 'effectuer dans le cas plus simple ot G = 0. On travaille d’abord sur I’estimation de u — uy,.
On note V}, I'ensemble des éléments de X} qui vérifient

b(vn,qn) =0, qn € My,

(c’est a dire les vitesses & divergence discréte nulle dans le cas du probléme de Stokes). On note aussi V,&
Pensemble des éléments de X, qui vérifient la deuxiéme équation de (4.57), c’est a dire

b(vn, qn) = G(qn), qn € Mp.

Notons que uy, € VhG. D’aprés la remarque précédente, la condition LBB discréte entraine que cet ensemble
est non-nul. Plus précisément, pour tout v, € Xj, on peut le corriger en lui ajoutant z;, € X}, solution de

b(zn, qn) = G(qn) — b(vn, qn) = b(u — va, qn), qn € Mp,

et on obtient ainsi wy, = vy + 25, € V. De plus, en utilisant les mémes remarques que dans le cas continu,
il existe une unique solution z; € Vhl et qui vérifie

1
lznllx < ECbHU — vnllx-

On en déduit que
C
[u—wallx < flu—wvnllx +llzallx < (1+ Fz)llu — vnllx. (4.60)

On note & présent que pour tout wy, € VhG et pour tout q, € Mp, on a

a
a(up —u,up, — wp) + a(u — wp, up, — wp)
= b(up, — wh,p — pn) + a(u — wp, up — wp)
= b(up — wh,p — qn) + alu — wp, up — wp)
< Cyllun — wrllx|lp — qnllar + Callu — wa | x[Jun — wallx,

ol on a utilisé le fait que b(up — wp, qn) = 0 pour tout g, € My,. En utilisant I'inégalité triangulaire, on
a donc

Cb . Ca .
- <% inf |p— 14+ 2% inf fu— .
lu —unllx < o o 1P = qnllar + (1 + o ) I [lu — wh || x

wr eV,
En combinant ceci avec (4.60) on obtient ’estimation
Gy Ch Ca, .
- < — inf - 1+—)1+— f - . 4.61
lu=unllx < =5 i llp = gnllar+ (L 590+ 25) infflu = onflx (4.61)
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Pour établir I'estimation sur p — py, on écrit que pour tout g, € M}, et pour tout v, € X,

b(vhs qn — pn) = b(vh, qn — p) + b(vn, p — pr) = b(vn, qn — p) — a(u — up, vy).
En utilisant la condition LBB discréte, on en déduit

b(vn,qn—pn)

! b llvnll x ) af )
1 VUh,4dh —P)—a(U—Uh,Vh
By SUPv,eX), [

] TonlTx
3 (Cbllan = pllx + Callu = unllx)-

lan —prllx < [Tlhs‘lpvhexh

IN

En utilisant I'inégalité triangulaire, on a donc

Cy Cy
—pn <1+ —) inf — + —Jlu—u .
lp—pnllam <( Bh)qhth lp = anllar + -l nllx
En combinant avec I’estimation (4.61) on obtient une estimation pour p — p;, ce qui conclut la preuve du
théoréme. o

Remarque 4.3.1 La preuve du théoréme nous montre que la constante C' dans [’estimation se dégrade
lorsque By, tend vers 0. Il est donc important de construire des paires (Xp, My) qui vérifient la condition
LBB discréte et telles que By, > 6* > 0 indépendemment de h. Nous allons exhiber de telles paires dans
le cas spécifique du probleme de Stokes.

4.4 Eléments finis pour le probléme de Stokes
Dans le cas particulier du probléme de Stokes, la condition LBB discréte prend la forme :

di
inf  sup fQ gndiv(vn)

S A Y 4.62
€My v, eX,, [|0nllmyllanll 2 o

La mise au point de paires d’espaces vitesse-pression (X}, M},) satisfaisant (4.62) avec §, > * > 0 pour
tout h > 0 a constitué un programme de recherche important en analyse numérique.

Un premier exemple négatif en dimension d = 2 nous permet de comprendre que cette condition ne
va pas de soi méme lorsque dim(X},) > dim(Mj). On prend ici un domaine carré € et une partition 7,
en carrés (ou rectangles) conforme. On prend les vitesses de type @

Xp = {v=(vi,v2) ; v; € H)(Q), viyr € Q1, T € T},
et les pression constante par morceaux
My, :={q € L{(Q); qr €y, T € Tp,}.

Il est facile de vérifier que la dimension de X} est de 'ordre de deux fois celle de M}, ce qui autorise en
théorie la condition LBB. Cependant, on peut exhiber un mode parasite de type “oscillant”, en prenant
une pression py, qui vaut alternativement 1 et —1 sur chaque carré, avec un changement de signe entre deux
carrés adjacents. Afin de le prouver, on remarque que pour chaque noeud interne au domaine v € Iy, g,
on a deux fonctions de bases pour X, qui sont

Py1 = (@770) et py2 = (0790"/)7

ol ¢, est la fonction de base scalaire pour le noeud 7. Pour tout v € I'g j, et ¢ = 1,2, on peut écrire en
appliquant la formule de Green

4
/phdiv(‘Pv,i) = 22/ Doyt s
Q j=1"¢€

ou (eq,--- ,eq) sont les cotés qui touchent vy et n; est la normale orientée dans le sens de la valeur 1 vers
la valeur —1 pour pj. On voit que ¢,,; - n; est nul pour les deux j tels que e; est dans la direction i, et
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que d’autre part les deux autres termes s’annullent entre eux car ¢, ; est affine et a la méme intégrale
sur chaque coté e;. Par conséquent

/phdiv(uh) = 0,
Q

pour tout v, € Xp.

On peut exhiber des contres-exemples du méme type dans le cas des éléments finis triangulaires
si on prend des vitesses IP; et des pressions Py, (qui est pourtant le choix d’espaces qui vient le plus
naturellement & Uesprit). Le lemme de Fortin donne un critére dans le cadre des problémes mixtes abstraits
pour la vérification de la condition LBB discréte.

Lemme 4.4.1 Si le probléeme (4.54) vérifie la condition LBB continue, alors les espaces (Xp, M}y,) véri-
fient la condition LBB discréte avec une constante 0* indépendante de h > 0, si et seulement si il existe
un opérateur de “restriction” Ry, € L(X, X}) et une constante C indépendante de h tels que

[Brolx < Cllvflx, veX,

et
b(th - U»Qh) = Oa v E Xv qn € Mh
Preuve : si le critére est satisfait, on peut écrire pour tout g5 € My
b(Rnv,qn)
SUPyex HR}hZHq)}(

>

1 b(v,qn)
= & SUPueX Tl
el

ou on a utilisé les propriétés de Ry et la condition LBB continue. La condition LBB discréte est donc
satisfaite avec 8, > 0% := C/[.

Réciproquement, si la condition LBB discréte est satisfaite, alors pour tout v € X, il existe un unique
v, = Rpv € (Vi) tel que

b(vn,qn)
lonll x

Supvh eXn

Qh||M7

b(th7 qh) = b(U, Qh)a qn € Mh~ (463)

L’application v +— Rjv est linéaire de X dans X}, et on a

Cy
[Rrollx < Ellvllx-
L’opérateur R;, posséde donc les propriétés voulues. o

Notons que l'opérateur Ry, préserve en quelque sorte la propriété de divergence nulle, puisque si u € V/
alors Rpu € Vp,, i.e. la divergence discréte de Rpu est nulle. La preuve du lemme de Fortin nous suggére
une maniére de vérifier la condition LBB discréte : construire 'opérateur Rj, par la résolution du sys-
téme lié a ’équation (4.63) et vérifier que celui-ci est borné dans X. Cette approche est souvent difficile
A mettre en oeuvre car 'opérateur obtenu est non-local et d’expression compliquée. Il est possible de
construire un opérateur R; plus simple pour des paires spécifiques d’éléments finis et de montrer ainsi
que ces paires satisfont la condition LBB discréte. Nous présentons ici trois exemples de telles paires en
dimension d = 2 (Certains d’entre eux se généralisent sans difficulté a la dimension d > 2).

Exemple 1 : Elément “mini” IP; et IP; bulle.
Etant donné une triangulation 7, on prend pour M), I'espace des éléments [Py sur 7, i.e.

My :={qeC(Q); qr €y, T € Tp}.
Pour 'espaces X},, on considére ’espace des éléments finis IP; sur la méme triangulation
By, = {v = (v,v2) € (H}(Q))?; vjip €, T €Ty, j = 1,2}.
et on prend

X, = Ey, @Vect{(bT,O), (O,bT), T e TH},
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olt by = AgA1 A2 est la fonction bulle. Il est immédiat que X C (Hg(2))2.
On définit a présent U'opérateur Ry sur chaque triangle T par

Rrv = Apv + arbr,

ol Apv = (Apvy, Apvs) est Popérateur de Clément introduit dans la section 3.2, et ar € R? est choisi

de maniére a avoir
/ (Rrv —v) =0.
T

aT:(/TbT)_l/T(v—Ahv).

Pour tout v € X et ¢, € Mp, on peut alors écrire

Pour cela, il suffit de prendre

/Qqhdiv(v — Rpv) = /Q Van(Rpv —v) = Z /Tth(th —v) =0,

TeTy,

puique Vg, est constant sur 7. Il nous reste a prouver que 'opérateur Rj, ainsi défini est continu de X
dans X} pour la norme X.

Théoréme 4.4.1 Si la famille (T,)n>o est réguliere, il existe C' > 0 indépendante de h, telle que
[Brvllaz < Cllvllag,
pour tout v € X.

Preuve : On traite séparément les parties Apv et arbp. Pour Apv, lorsque le triangle T' n’a pas de
sommet sur le bord, on écrit pour chaque composante w = vy, ve

|[Apw|gr(ry = | szamahaz Moy 0| 11y (1)
| szao,al,az (my —mr)ey|m (1)
y=ao0,a1,a2 [m~y —mr| |<)07|H1(T)

c Z’Y:aoﬂlhaz |m7 o mT"

IANIA

avec my := | K, |7} S w et mp = |T|~1 J7w, et ot on a utilisé un passage a 'élément de référence pour
v
établir [¢,|p, (1) < C avec C indépendante de T' et h. On écrit ensuite

Imy —mr| =K [T [ (w—mq) = [T[7 [p(w—m,)|
< IKW\;”QIIw = |2,y + 1172 lw = my || L2 ()
< Chy|lw— m’Y”L"’(KW)-

En utilisant 'estimation ||w —m.||2(k,) < Clw|m (k) établie dans la preuve du théoréme 3.2.1. Nous
avons ainsi établi

|[Anv|e(ry < Clvla (k)

avec C' indépendante de T" et h. Dans le cas ott 7' a un sommet sur le bord, on obtient la méme estimation
du méme type que dans la preuve du théoréme 3.2.1 en faisant intervenir I'inégalité de Poincaré.
Pour la partie apbr, on obtient par changement d’échelle

larbr g1y < Clar|,
avec C indépendant de T et h. On écrit ensuite

| = (J7br) 7 (v = Apv)]
< C[TI7Y [p(v = Apv)]
< CITI72 o = ApvlLary.
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En utilisant estimation |[v — Apv|[z2(1) < Chr|v|g1 (k) établie dans le théoréme 3.2.1, on obtient ainsi
lar| < Clv|g (k)
On a finalement
‘RTU|H1(T) < C"U|H1(KT)o

En élevant au carré et en sommant sur tous les T on conclut la preuve. o

Exemple 2 : Elément IP, et IP, incomplet.
Etant donné une triangulation 75, on prend pour M) 'espace des pressions constantes par morceaux

My, :={q€ L§(Q) ; qr €y, T € T},

et pour X} un espace intermédiaire entre les éléments finis IP; et Py sur la méme triangulation. Locale-
ment cet espace est défini par :
Xp = (II)* & Vect{po, p1, p2},

avec

Po := A1A2ng, p1:= AoA2ni, p2 = AoAing,
ou n; est la normale extérieure au coté e; opposé au sommet a;. On peut vérifier que X7 est I'espace
des v € (H2)2 tels que v - 7; _|e;inlly pour i = 0,1,2 ou 7; est le vecteur tangent & e;. On peut prendre
comme degrés de liberté les six formes linéaires

v = (v1,v2) = v;(a;), j=1,2,i=0,1,2,

qui caractérise la partie II; de v € Xp, auxquelles on adjoint trois formes linaires associées aux cotés e;
et définies par
Yi(v) = 4(v-nq)(bs) — 2[(v - ni)(az) + (v - ni)(ar)],
ou {j,k} ={0,1,2} — {i} et b; est le milieu de coté e;. Avec ces choix, on remarque que la base de X
associée est donnée par les 9 fonctions {(A;,0), (0, \;), p;} pour ¢ = 0,1,2. On vérifie aussi facilement que
les fonctions de I'espace d’éléments finis X, se raccordent continuement aux interfaces entre les triangles
et qu’on a donc X;, C (H}(€2))? en imposant la nullité des degrés de libertés situés au bord du domaine.
On définit a présent U'opérateur Ry, sur chaque triangle T par

Rro=Apw+ Y aipi,

i=0,1,2

ot Apv = (Apvr, Apva) est & nouveau 'opérateur de Clément, et les coefficients «y; sont choisis de maniére
a avoir

/ div(Rpv —v) = 0.
T

On vérifie aisément qu’il suffit pour cela de prendre

oy = (/ /\j)\k)il/ (v—Apv) -ny, 1=0,1,2

avec {j,k} :={0,1,2} — {i}. En effet ceci nous assure que
/ Rypv—v=0, 1=0,1,2,

et par conséquent

/Tdiv(th—v)=/6T(th—v)-n:0.

D’autre part, comme les degrés de liberté «; uniquement déterminés pour chaque coté, la fonction Rjv
obtenue en recollant les morceaux Rpv est bien dans I'espace X}, et vérifie

/ grdiv(Rpv —v) =0,
Q

pour tout g, € Mp. Il nous reste a prouver que 'opérateur Ry, ainsi défini est continu de X dans Xp pour
la norme X.
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Théoréme 4.4.2 Si la famille (T,)n>0 est régulicre, il existe C > 0 indépendante de h, telle que
[Brollmy < Cllvllgg,
pour tout v € X.
Preuve : On traite séparément les parties Apv et a;p;. Pour Anv, nous avons déja établi
| Apvl gy < Clola (gr),
dans la preuve du théoréme de 'exemple précédent, avec C' indépendante de T et h. Pour les termes «a;p;,
on écrit

lipil vy < Clay]
< ChM [, (v = Apv) -y

< Che?|lv = Apol L2 (e

En utilisant I'estimation [[v — Apv||z2(e,) < Chil?
ainsi

V| F K.,) établie dans le théoréme 3.2.1, on obtient

> apilmay < Clolm o),
i=0,1,2
soit finalement
|Rrvlmyry < Clvlg k-

En élevant au carré et en sommant sur tous les T on conclut la preuve. o

Exemple 3 : Elément IP; et IP; raffiné.
Etant donné une triangulation 7, on prend pour M), I'espace des pressions constantes par morceaux

My, :={q € L§(Q); qr € Uy, T € T},

et pour X}, l'espace des éléments finis IP; sur la triangulation 7}, /5 obtenu par un raffinement de chaque
triangle de 7, en quatre sous-triangles par la régle du point milieu. On a donc

Xh = {’U = (’Uh’l)g) € (.H'&(Q))2 ) ’Ule S Hl, T e 771/2, ]: ]_,2}.
On définit a présent 'opérateur Ry, sur chaque triangle T' € 7}, par

Rrv=Apv+ Z Qi
i=0,1,2

ot Apv = (Apvi, Apve) est Vopérateur de Clément pour la triangulation 7y, les ¢; sont les fonctions de
bases de I'espace d’élément fini IP; sur la triangulation 7}, /o associées aux milieux b; des cotés e; de T', et
les vecteurs «; sont définis par

Q= (/ goi)_l/(v—Ahv), i=0,1,2,

/(RT’U—U)ZO, 1=0,1,2.

€

de sorte que 'on a

On a par conséquent
/ div(Rrv —v) = 0,
T
pour tout T' € 7y, soit
/ grdiv(Rrv —v) =0,
Q

pour tout g, € Mp. Il nous reste a prouver que 'opérateur Ry, ainsi défini est continu de X dans X}p pour
la norme X.
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Théoréme 4.4.3 Si la famille (T,)n>0 est régulicre, il existe C > 0 indépendante de h, telle que
[Brvllmy < Cllollmg
pour tout v € X.
Preuve : On traite séparément les parties Apv et a;p;. Pour Apv, nous avons déja établi
|Anvl gy < Clola (xr),
dans la preuve du théoréme de ’exemple précédent, avec C' indépendante de T' et h. Pour les termes «;¢;,
on écrit

lioil i ry < Clag|
< ChM [, (v— Apv)|

< Oh;1/2||v — Apv||L2(ey)s

et on conclut comme pour ’élément Py et IP5 incomplet. o
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