Approximations variationelles des EDP
Exercices - Série IV

Exercice 1. Condition LBB pour une forme bilinéaire. Soit a une forme
bilinéaire continue et symmétrique sur X x X ou X est un espace de Hilbert,
et L € X’. On considere le probleme : trouver u € X tel que

a(u,v) = L(v),

pour tout v € X.
1. Montrer que ce probleme admet une solution unique pour tout L € X’

telle que |Jul|x < C||L||x+ si et seulement si la forme a vérifie la condition

LBB,
inf sup 2B
weX pex |lul|x||v]x
avec o > 0.

2. Montrer que si X;, C X vérifie la condition LBB discrete

inf sup alun, vn)

— 0 = Op
uh€Xnh ypeX), ||uh||X||Uh||X 7

avec «y > 0, alors il existe une unique solution u; au probleme : trouver
u € X tel que

a(up,vy) = L(vp),
pour tout v, € Xj. Montrer que 'on a de plus une estimation d’erreur
optimale du type
o= unllx < C int flu— vl

3. On considere un probleme mixte abtrait : trouver (u,p) € X x M tel que

a(u,v) +b(v,p) = L(v)
b(u, q) = G(q)
pour tout (v,q) € X x M, avec a et b bilinéaires continues, L € X' et

G € M'. Montrer qu’en notant Z = X x M et U = (u,p) € Z, on peut écrire
ce probleme sous la forme : trouver U € Z tel que

AU, V) =F(V),



pour tout V' € Z, ou A est une forme bilinéaire continue sur Z x Z que 'on
précisera et F' € Z'. Montrer que si a est coercive et b vérifie une condition
LBB, alors A vérifie une condition LBB. En déduire 'estimation optimale
pour u —uy, et p—py, quand les espaces (X}, M},) vérifient une condition LBB
discrete.

Exercice 2. Conditions LBB par raffinement. Pour une famille réguliere
(7,)n>0 de partitions en simplexes, on considere la discrétisation du probleme
de Stokes en prenant pour M), I'espace des éléments finis IP,, sur 7, et pour
X, Iespace des éléments finis P, sur 7, avec 0 < a < 1.

1. Soit g5 € My, montrer qu’il existe v € X avec ||[v||x =1 telle que

bv.an) = | andiv(v) = Blailar

ou 3 > 0 est indépendant de ¢,.
2. Pour ce v on considere v, = Apv ou Aj est Iinterpolant de Clément.
Montrer que l'on a

[b(v = vn, qn)| < [lo = vnll2[[Vanl 2,

et en déduire que
|b(v — v, qn)| < Callgnl| L2

3. Montrer qu’en prenant a suffisament petit on a toujours

B
b(vh, qn) > EH%HLQ,

En déduire que les espaces (X}, M},) satisfont la conditions LBB discrete avec
un [, indépendant de h.

Exercice 3. Le systeme de Stokes périodique. On considere le systeme

—vAu+Vp=f dans(,
div(u) =0 dans (2,

avec 2 = [0, 1]%, et les conditions aux limites périodiques

u(x17'”7xi71707xi+17'”7xd) :u('xlf"7xi71717xi+17'”7xd>7 1= 17”'7d'



Afin d’assurer 'unicité de la solution, on suppose [,u = 0. Montrer que f
doit vérifier une condition de compatibilité que 1’on précisera.

1. Proposer une formulation variationelle en introduisant les espaces appro-
priés. Montrer I'équivalence avec le systeme lorsque la solution est suffisa-
ment réguliere.

2. En utilisant les séries de Fourier, établir la validité de la condition LBB
permettant de conclure a I’existence et 'unicité de la solution.

3. Proposer une méthode d’approximation basée sur les séries de Fourier et
étudier son caractere bien posé et sa convergence.



