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Dans ce probleme  désigne un ouvert borné de IR?, simplement connexe, de frontiere
0N lipschitzienne. On rappelle que, grace a I'inégalité

Yo € Hy(Q) , [lv]lo.e < Plofie,

la semi-norme |- |10 = ||V - |jo.q est une norme sur Hj(2) équivalente & la norme || - ||1 o
et on désigne par H1(f2) I'espace dual de HE(£2), muni de la norme duale
fv
il = sup 20
veEH(Q) |U|17Q
On rappelle que H~1(Q) est un espace de Hilbert pour cette norme.
I. Etude théorique.
On introduit ’espace
H={velL*Q);Ave HQ)}, (1)

muni de la norme
o]l = (Ivll§ o + 1 Av]12, o) /2.

a. Montrer que toute fonction v de L?(Q) a son gradient dans (H ~1())2.

b. Montrer que H'(2) est inclus dans H et qu’il existe une constante C' telle que

Vo e H'(Q) , [lv]lw < Cllv

1,0

Donner une majoration de C.

2. On introduit les deux formes bilinéaires :
a(f, 1) = (0,pn) VO € H , Yu € Hy(Q),
b(p, 0) = (Ap, ) Ype™M , Vo e Hy(),
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ainsi que l’espace
V={0cH;b(0,0) =0 VYoec H}(Q)}.

a. Montrer que
V ={0 e H; A0 =0}.

b. Montrer qu’il existe une constante o > 0 telle que
Vo eV, a(,0) > alld]7.

Donner une minoration de «.

c. Montrer que

d. Montrer qu’il existe une constante 3 > 0 telle que

b(6,
vo e BY(Q) , sup "0 5 ol g
oer [0l
(On pourra choisir § = —¢). Donner une minoration de 3.

3. Montrer que H est un espace de Banach. On admet que H est un espace de Hilbert.

4. Pour f donné dans (L?(2))?, on considere le probléme variationnel

Chercher v dans H} (Q) et w dans H tels que :
\V/(,O S H(%(Q) ) b(wa 90) = _(f> rot 90)7 (2>

VueH , a(w, u) +b(p, ) = 0. (3)

On rappelle que, si ¢ est une fonction scalaire, rot ¢ est le vecteur (Op/0z2, —0p/0x1)
et si f est une fonction a valeurs vectorielles, rot f est le scalaire 0f/0x1 — 0f1/0x2. De

plus, on a la formule de Green
Vf € HY(Q)? , Vo € H}(Q) , (rot f, ) = (f,rot ).

En appliquant un théoreme du cours dont on rappellera 1’énoncé, montrer que le probleme
(2), (3) admet une solution unique et qu’il existe une constante C' telle que

lwll# + [¥]1,0 S C|If

0,Q-
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5. On admettra dans toute la suite du probléme que (3) implique que 1 appartient a

HZ(€2). Donner le probléme aux limites équivalent au probleme variationnel (2), (3).

II. Approximation par une méthode d’éléments finis. Dans cette partie, on sup-
pose que ) est un polygone convexe. Soit h un réel destiné a tendre vers zéro et 7 une
triangulation de Q composée de triangles 7' de diameétres bornés par h. On désigne par IP,
I’espace des polyndomes a deux variables dont le degré total est inférieur ou égal a deux et

on définit les espaces d’éléments finis
Xn = {pn € C°(Q); pnlr € P, VT € T},

My, = X, N H(Q).

On approche le probleme (2), (3) par
Chercher vy, dans My, et wy dans X, tels que :

Vo € My, b(wn, pn) = —(f, Tot ¢p), (4)
Vn € Xn , a(wn, pin) + b(pn; thn) = 0. (5)
1. Montrer que les équations (4) et (5) s’écrivent de fagon équivalente
Von € My, , (Vwn, Vor) = (f,rot ¢p), (4)
Vi € Xn , (whs pn) = (Vin, Vibn). (5)

2. Montrer que le probleme (4), (5) admet une solution unique. (Penser a utiliser le fait

qu’on est en dimension finie).

Dans toute la suite, on note (w, ) la solution de (2), (3) et (wp,n) la solution de
(4), (5). On définit I'opérateur de projection orthogonale ITj, de H*(f2) sur X}, par : pour
tout 6 dans H'(Q), 11,0 appartient & X}, et vérifie

Yun € Xy (V(H;ﬂ - 0),V,LLh) =0et (th -0, 1) =0.

On définit 'espace
Vi, = {Gh € Xh;b(eh,goh) =0 Vgoh S Mh}.

3. Montrer que
Von € My, b(w — wn, pn) =0, (6)

vuh € Vh ’ v@h S Mh ’ CL(w - wh?“h) + b(,uh7w - Soh) = 0. (7)
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4. On suppose dorénavant que w appartient & H* ().

a. Montrer que (6) équivaut a

vwh e M, , (V(th — wh), Vgoh) =0. (8)

b. Déduire de (8) et (7) que

Yion € My, [[Thw — wh|§ o + (w — Thw, Mhw —wy) = (V(ITaw —wn), V() —@n)) = 0. (9)

c. Déduire de (9) que

V un, V(¥ — on
Von € My , - whllog < 2w — Mwlog + sup A VI8 Zon)
pn€Xn | en 0,0

d. En utilisant une inégalité inverse, montrer que si la triangulation 7 est uni-
formément réguliere, on a

C
|w = wrllo,0 < 2llw — Hpwllo,0 + m

nf [ — oy

1 1,0 -
pnEMp

e. En utilisant un argument de dualité, estimer ||w —II,wl/o.o. (On rappelle que € est

convexe).

f. On suppose dorénavant que 1) appartient a H3(Q). Déduire de ce qui précede une

estimation de |lw — wp]|o,q-

g. Montrer que

Von € My, Yun € Xn s (Vun, V(n —¢n)) = (w —wh, pn) + (V pn, V(U — @) .

En déduire une estimation pour ¢ — ¢y,

1,0



