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Soit ©Q un ouvert connexe borné de IR?, de frontiere OS2 polygonale, de normale

extérieure unité n. On note

L2(09) = {g € L*(99) /a _a(o)dr =0}

Soit f une fonction donnée dans L2(2)? et g donnée dans LZ(09).
1. Question préliminaire

Soit w une fonction de L?(0)? telle que

vqu%m,/

Qu -Vgdx = /BQ g(o)q(o) do. (1)

a. Montrer que, au sens des distributions sur {2,
divu =0. (2)
b. En admettant que la formule de Green est justifiée, montrer que
u-n=g sur 0. (3)
c. Réciproquement, toujours en admettant que la formule de Green est justifiée, mon-
trer que si w € L?(Q)? vérifie (2) et (3), alors u vérifie (1).
On considere le probléme variationnel: chercher u € L2(Q)2 et p € H(Q) tels que

Vo € L*(Q)?, /

u-’udaz—i—/v-Vpda::/f-vdm, (4)
Q Q Q

‘v’qGHl(Q),/

Q'u, -Vgdx = /BQ g(o)q(o)do. (5)

I1. Etude du probleme exact

2a. Ecrire un systeme d’équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites
équivalent a (4), (5). Démontrer I’équivalence.
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b. Montrer que le probleme (4), (5) est inchangé si on remplace H'(Q)) par H'(2) N
L3(0).

Dans toute la suite, on munit H'(Q2) N L§(2) de la norme ||V ¢||12(q). On rappelle
que c’est une norme sur cet espace, équivalente a la norme de H'(Q) et on note ¢; la plus
petite constante telle que:

Vg € H Q) N L§(Q), llallr20) < cillV allzze) -
De méme, on note cy la plus petite constante telle que:

Vg e H'(Q), llqll200) < callallmr o) -

Enfin, on définit les espaces:

V ={veclL*Q)?*;Vqec H (Q) ng(Q),/ v-Vgdr =0},
Q

V(g) = {v € LQ)?; Vg € H'(Q) N L3(Q), /

Qv-qum=/999<a>q<a>da},

VL:{UELQ(Q)Q;VwEV,/'v~'wd:13:0}.
Q

3. On pose X = L?(Q)%, M = HY(Q) N L(Q) et on identifie L?(2) & son dual. Donc
X' = X et le produit de dualité entre X et X’ est le produit scalaire de L2(2)2.

a. En utilisant la question 1, donner une caractérisation de V.

b. Montrer que V0 =V,

c. Soit ¢ € H1(Q) N L3(Q). Montrer que

-Vqd
sup —fﬂv 79%

= Vq 2(Q) -
veL2(Q)2 ||’U||L2(Q) | HL()

d. Montrer que pour tout f € VO il existe un unique p € H'(Q) N L3(Q) tel que

Vp=Ff.

Donner une caractérisation de V-+.

e. Montrer que pour tout g € L3(99), il existe un unique w € V-, noté w(g), tel que

w(g) € V(g) et

lw(g)llzz() < e2(ct +1)"2|lgllr2(on) -
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f. Montrer que le probleme (4), (5) est équivalent a: chercher uy € V' tel que

VUEV,/QuO-vdw:/Qf~'vdw, (6)
et
u=uy+w(g). (7)

g. En déduire que le probleme (4), (5) a une et une seule solution u € L?(Q)2,

pe HY(Q)N L2(Q) et
lwollLz) < I Fllzz) 5 VPl < 1fll2)

Il ) < 1£1I720) + 2 (et + Dlgllizon) -

(Pour cette derniere inégalité, on pourra développer ||ug + w(g)||2L2(Q)).
ITI. Discrétisation

Soit 75, une famille réguliére de triangulations de Q composées de triangles T, de
diametre hp borné par h. On prend

Xy, = {’Uh € LQ(Q>2; VT € ,Th,'Uh|T S JPOQ},

My, = {q, € C°(Q); VT € Tn, qu|r € IP1, / qn(x)dz =0} .
Q

On discrétise (4), (5) par: chercher un couple (up,pp) dans Xy x M), solution de:

V'vheXh,/uh-vhdw+/vh~Vphdw:/f-'vhdac, (8)
Q Q Q
VQhEMh,/uh'VthwZ/ 9(0)qn(o) do . 9)
Q o0

4. Montrer que (8), (9) admet une et une seule solution u;, € X}, et p, € Mj.
5a. Définir les espaces Vj,, Vi et V3, (g). Donner une caractérisation de V;1.

b. Soit qn, € Mj,. Montrer que

Jovn - Vande
sup
vnexn  |lvnll2@)

= [[Vanlr2@) -

c. Montrer que pour chaque g € L3(99), il existe un unique wy, € V;-, noté wy,(g),
tel que wy(g) € Vi(g) et

lwn(9)llz20) < e2(ed + 1) ?llgll 2200 -
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d. En décomposant uy, sous la forme uj, = wup o + wp(g), montrer que la solution
(un,pp) de (8), (9) vérifie des estimations analogues a celles de la question 3g).

6. Soit (u,p) la solution de (4), (5), Py(u) € X}, défini par
1
VT € T, Po(u)lr = —/ w(z) de |
Tl Jr

et Ry, : HY(Q) N L3(Q) — M), un opérateur de régularisation tel celui défini p.92 dans le

cours.
a. Montrer que Pp,(u) € Vi,(g).

b. Montrer les estimations
|un — Pr(u)||z2(0) < |lu — Pu(w)|l2@) + V(e — Ra(p))ll2@)

IV(pr — Ru(0))llz2() < [V — Ru(p))l22(0) -

c. En supposant que la solution (u,p) appartient & H'(Q)? x H?(2), donner une
estimation de l’erreur
lun — ullr2(q) et [V(pn —p)llz2() -

7. Maintenant, on veut obtenir une meilleure estimation pour ||ps — pl/2(q). On procede

par dualité en écrivant

pr — Pp)qdx
|Pn —pHLz(Q) = Sup fQ( )
q€EL2(Q) ||CI||L2(Q)

a. En définissant la solution ¢ € H1(Q) N L3(Q) de
Iy
—Ap=gqdans), — =0 sur9df?,
on

montrer que
Von € My, /(ph —plgde = / V(pr —p) V(e —pn)dz.
Q Q

b. En déduire que si {2 est convexe, alors

lpn — pllz2@) < CR3|pla2@) -



