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1. Soit 7" un triangle non-dégénéré de IR? de sommets a', a?, a® et soit k£ > 1 un entier

impair. On considere le triplet (7', Py, Y1), ou Pr = IP; et pour k > 3,
Sr={fr | fqdo;¥qe P,(T}), pouri=1,2,3} U{f — / fqdx;Vq € Py 3},
T! T

et pour k =1,

YSr={fr~— fdo; pouri=1,23}.
T

Sur quel espace de fonctions définissez-vous X7
(i) Montrer que card(X7) = dim(Py).

(ii) Soit 7" un coté de T d’extrémités a’ et a’. Montrer que si p € Py, vérifie
/ pgdo =0Vq € P,_1(T"),

alors p?(a’) = p?(a’). Montrer qu’il existe au moins un co6té 7" pour lequel p(a’) = p(a’).
En déduire que p = 0 sur ce c6té T’ (on pourra utiliser une formule d’intégration de type
Gauss) et ensuite que p = 0 sur 07

(iii) Déduire de ce qui précede que Y est unisolvent sur [P;. Ou est intervenue
I’hypothese: k impair ?

(iv) Soit £ > 1 un entier impair et soit II 'opérateur de [Py-interpolation sur X.
Montrez que pour tout entier m tel que 0 < m < k + 1, il existe une constante C,
indépendante de la géométrie de T, telle que

Vo € B¥YT) | o —TIg(0) | < Coft R u]ipn 7
Montrer que pour m =0 oum =1,

Yv € Hl(T) ;v =7 (0)|mr < C’U?th_mw

1,T -

2. Soit T' comme dans ’exercice 1. On désigne par a'”’ les noeuds de coordonnées barycen-
triques \; = %, Aj = %, par a7 les noeuds de coordonnées barycentriques \; = %, Aj =3

et par a'?? le barycentre de T.

(i) Montrer que [P, est engendré par les six polynémes de 1’ensemble
S = {)\17 )\27 )‘37 )‘%7 )‘37 )‘g} .
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et

(ii) Montrer que tout polynéme p de S vérifie

p@®) =23 g+ Y pla)b g Y pla).

i=1 1<i<j<3 1<i<j<3

o | =

(iii) En utilisant le triangle de type (3) montrer que tout polynéme p de IP3 s’écrit

3
9 ; 1 2. 27 i 1
p=y ZP(G JAi(Ai — g)()\z’— §)+— Z p(a"™)XAi(Ai — g)
i=1 1<i<j<3
27 177 1 123
+5 0 ) pl@)a (N — 3)+27p(a" )iz
1<i<j<3

(iv) On considere le triplet (T, Pr,¥7), ou

3

Pr = {p € Ps ; p(a123) = —% Zp(ai) + Z p(aiij) + Z p(aijj)}

i=1 1<i<j<3 1<i<j<3

o |
o | =

Sr={f— fla);1<i<3}U{f— f(a™);1<i<j<3}
U{f fl@¥);1<i<j<3}.

Montrer que X7 est unisolvent sur Pr et calculer 'opérateur I de Pr-interpolation sur

X .

(v) Montrez que pour k = 1 ou 2 et tout entier m tel que 0 < m < k+1, il existe une

constante C', indépendante de la géométrie de T, telle que

Yo € HYNT) o~ TIr(o)lma < oF R Clolig r.

3. Soit T' comme dans l'exercice 1. On désigne par T} le co6té de T opposé au sommet

a’, par b’ le milieu de ce coté et par m; le vecteur normal unité sur ce coté, dirigé vers
Iextérieur de T'. On considere le triplet (T, Pr,¥7), ou Pr = IP5 et

i 0 0 0? 0? 0% f .
S ={f = (fla). (@), (@), T e (e S 1< i < 3)
U{f ;Zi(bi), 1<i<3}.

(i) Montrer que card(Xr) = dim(Ps).

(ii) Soit p € IP5s; montrer que si les degrés de liberté de p sont nuls sur 7} , alors

Op
6ni

p=0 et =0 sur 77 .
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(iii) Montrer que X est unisolvent sur IPs.

(iv) Avec les mémes notations, on introduit maintenant le triplet (T, Pr, ¥/.), ou

0% f
’ 8w18x2

o0 f

152
0x5

0 0 0?2
L= {f — (f(a), a—i(aw, a—i(aw, a—j

U{fr— Df(b")-(a’"—b"),1<i<3}.

(a’) (a'), 55(a")), 1 <i <3}

Noter que X/ coincide avec Yp sauf pour les trois derniers degrés de liberté. Montrer que
I’énoncé de la question (3 ii) est aussi valable pour X/.. En déduire que X/, est unisolvent
sur IPs.

(v) Soit IT/; 'opérateur de IPs-interpolation sur X7, et Il 'opérateur de [Ps-interpola-
tion sur X7. Montrer que I, est invariant par transformation affine, mais que Il n’est

pas invariant par transformation affine parce que n; ne ’est pas.

(vi) Montrer que pour chaque entier m avec 0 < m < 6, il existe une constante C

telle que
6 , hi
Yo e HX(T) , v =17 (v)|mr < C—|vler
Pr
. hS
P
(vii) Montrer que pour tout entier m > 0,

hr .

Vp € IPs , [plm,r < C—=1Dl,, 7 -
Pr

En déduire qu’il existe une constante C, indépendante de la géométrie de T telle que tout
polynéme de base p associé a X/, vérifie
~ hT
|p|m,T < C—m .
Pr
(viii) Soit v € H%(T). On pose w = Iy (v) — % (v). Montrer que w s’annule sur T”

et en déduire que

Duw(b) - (a' — b') = g—i(bi)(ai b)) -my.
(ix) Soit p; le polynoéme de base associé au degré de liberté f — Df(b%) - (a® — b?).

Montrer que w s’écrit

w=3" a?% (v — () (b') (@' — b) - s s



(x) Déduire des résultats précédents que pour chaque entier m avec 0 < m < 6, il

existe une constante C, indépendante de la géométrie de T telle que

. RE
[T (v) = I (v) [, < Cpmﬁg v
T

6,T -

Que pouvez-vous conclure? Pourquoi faut-il introduire 1’élément (7', Pr, ¥/.)7

4. Soit T un parallélogramme non-dégénéré de sommets a' = (ai,al), a®> = (a?,a3),
a® = (a3},a3), a* = (af,a3) et soit T le carré de référence de sommets a' = (0,0),

a’? = (1,0), a* = (1,1), a* = (0,1). Soit Fr I'application bilinéaire qui applique a’ sur a’.
(i) Montrer que Fr est en fait affine. En déduire que F.' est aussi affine.

(ii) Pour v € H™(T), majorer [9],, ;. On suppose que (T, Pr,X7) est un élément fini
de Lagrange dont 'opérateur d’interpolation II7 préserve les polynomes de [Py (et non les
fonctions de Q) et est invariant par transformation affine. Pour v € H¥*1(T), estimer
Verreur |v — 7 (v)|m, 7.

(iii) On désigne par a**! le milieu du segment d’extrémités a’ et a‘*! et par a'?3

le barycentre de T'. Montrer que tout polynéme p de IP, vérifie

(iv) On considere le triplet (7, Pr,X7), ou
1o 1
Pr={p€Q; p(a*) = - Zp(dl) +
et
Sp={fr f(@);1<i<4}U{f— fl@"t);1<i<4}.

Montrer que X7 est unisolvent sur IPy. Calculer I'opérateur d’interpolation correspondant
1 et estimer lerreur [v — 17 (v) |y, pour v dans H3(T) et 0 < m < 3.



