Examen de janvier 2007, durée 3 heures

UPMC-M2-Approximations variationnelles des EDP
Tous les documents sont autorisés. Les téléphones sont interdits.

Dans tout le probleme C' désigne une constante dont la valeur peut varier d’une question a l’autre.

I- Question préliminaire
Soit 2 un ouvert borné de R?, connexe, de frontiere O Lipschitz. On rappelle la notation
L) = {s€ 1%@); [ a=0}.
On rappelle que H~(Q) est le dual de Hg(Q) et que sa norme est définie par

Wl = sup 29
geri@ 9l )

ot [[gllgi) = [IVallrz) et (-,-) est le produit de dualité entre H=1(Q) et H} (). On rappelle que le
Laplacien définit un isomorphisme de Hg(Q) sur H~1(€2) par la formule

(Au,v) /Vu V.

De méme, le Gradient définit un opérateur de L?(Q2) dans (H~1(2))? par la formule

(Vp,u) = —(p,divu),
ot (-, ) est le produit scalaire de L2(Q) et (-,-) est le produit de dualité entre H~1(Q)% et H(Q)<.
1. Montrer que
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et que le sup est atteint.
2.a. Montrer que

Yu € Hy(Q), IV ullr2) = [[Aul|g-1¢0) -

b. Montrer que
(f,w)

Vu e HY(Q), |V ull 20 = e Il

et que le sup est atteint.



IT- Une formulation variationelle du probléme de Stokes

On suppose maintenant que la dimension d = 2 ou 3. Pour f donnné dans H _1(Q)d

probleme de Stokes: Chercher u € H}(Q)4 et p € L2(9) tels que
—Au+Vp=f dans Q,
dive =0 dans Q,
u =0 sur 0.
On définit 'espace Z = H}(Q2)? x L2(2) muni de la norme
VW= (v.q) € Z, |Vlz =Vl + 2@
et la forme bilinéaire sur Z x Z pour tout U = (u,p),V = (v,q) € Z

AU, V) = (Vu,Vov) — (p,dive) — (¢,divu).

3.a. Montrer que I’équation (1) a bien un sens dans H~1(Q2).

b. Montrer que le probleme (1)—(3) est équivalent a: Chercher U € Z tel que

YWV =(v,q) € Z, AU V)= (f,v).

4. Soit U = (u,p) € Z quelconque.
a. Montrer qu’il existe g, € H~1(2)? et ho € L3(9) avec gollz-1(0) = 1 et [[hol|2() = 1 tels que

1Ullz = (gg,w) + (p; ho) -

b. En déduire que
(gmyer-1(@dxcz@) 19la-1@) + [1hlr2 o)

5. On rappelle que pour tout (g, h) € H~1(Q)4 x L2(), il existe V = (v, q) € Z unique tel que
—Av+Vg=g dans 2, —divv =h dans Q,
et il existe une constante C' qui ne dépend que de {2 telle que
IVIiz < C(lgllu-1) + 1Pl r2@) -

a. En utilisant (7), montrer que pour tout U = (u,p) € Z, on a (g,u) + (p,h) = A(U,V).
c. En déduire que

VU € Z, ||U||z < 2C sup AW,V ,
vez [[Vllz

et montrer que la forme A vérifie une condition inf-sup sur Z x Z.

, on considere le



III- Discrétisation et premieére estimation a posteriori

Maintenant, on suppose que € est un domaine borné connexe de IR? de frontiere 9 polygonale, et que
f € L?(Q)?. Soit T;, une famille réguliére de triangulations de Q composée de triangles T, de diametre hr
borné par h. Soient Xj, C H}(Q)% et M), C L2(Q) deux espaces d’éléments finis vérifiant une condition
inf-sup uniforme: il existe 4 > 0, indépendante de h telle que

inf  sup (an, div vp) > 9)
€M v,ex;, IV Rl r2)llanll 2

On approche (1)—(3) par: Chercher Uy, = (up,pp) € Z, = X X M}, tel que

VVi = (Vn,qn) € Zn, A(Up, Vi) = (f,vn) . (10)

6. Montrer que (10) est équivalent a: Chercher (up,pp) € Xp, x My, tel que
V’Uh € Xh7 (v uhvvvh) - (ph,diV’Uh) = (f>,Uh) ) (11)

Van € My, (qn, divup) = 0. (12)
Montrer que (11)—(12) admet une et une seule solution.

Soit I'y, 'ensemble des segments e de 7}, intérieurs a € et Nj, 'ensemble des sommets a de 7, intérieurs
a . On associe un vecteur normal n. a chaque e de I'y, et si T} et T5 sont les deux triangles de 7} qui
partagent e, on définit le saut a travers e d’une fonction v définie et assez réguliere sur T et sur 15, par

[v]e = (vlry = vln) e

Pour chaque T' C 7, on note 9T™ I'ensemble des cotés de T dans I'y,:

oT* =0T NTy,.
On définit 'indicateur d’erreur:
_ 1 1/2 .
N(T) = hrllf + Aun = Vpnllp2r) + 5 > BNV un - me — prmelellreey + 1div ua | o) - (13)
ecoT*

7.a. Est-ce que n(T') dépend de l'orientation de n. ?
b. Montrer que pour tout V = (v, q) € Z, pour tout v;, € Xy,

AU -UL, V)= (f,v—vp) — (Vu, V(v —vp)) + (pn,div(v — vp,)) + (¢, divauy,) .

c. Montrer que pour tout V = (v,q) € Z, pour tout v, € Xj,

AU-0.V) = Y [(F+aw-Vm)-w-o)= 3 [[Fuwne—pnde@-v)+ 3 [ adive.

TETh eEFh € TGTh

8. On rappelle I'existence d’un opérateur d’approximation Ry, de H&(Q)2 dans X}, qui vérifie les estimations
locales suivantes : pour tout v € H(€2)?,

v — Ru(v)lz2¢r) < Chrlvlgiag),



et
lv — Ry (0)ll12(0) < ChiL* 0|1 (an)-

ou Ar est la réunion de tous les triangles S de 75 qui ont au moins un sommet commun avec T', A, est la
réunion de tous les triangles S de 7;, qui ont au moins un sommet commun avec e, et C' est indépendante
de T, e et h. On rappelle que la régularité de 7, entraine que le nombre de Ar et A, qui contiennent le
méme triangle S sont bornés par une constante L, indépendante de S et h.

a. Montrer que pour tout V = (v,q) € Z

1/2
AU = ULV <C(Y W3IF + A = Vpnl 2oy + Y brlllV s - me — pamelel320) 11V 0]l 20
TETh eth

. 1/2
+ (3 lldivan|Zai) 2 llall 2o
TeET),

b. En déduire que pour tout V € Z,

1/2
AU -tV <O D nr | IVIz. (14)
TET,
c. Déduire de (14) et (8) que
1/2
|U=TUnllz<C| > np : (15)
TeT;,

IV— Deuxieme estimation a posteriori

Dans cette partie, on va établir une borne supérieure pour ny. Pour chaque T € 73 on note wr la
réunion des triangles S de 75, qui ont au moins un c6té commun avec 1" et pour chaque e € I', on note
we la réunion des deux triangles de 7, qui partagent e. Afin de simplifier les calcul on suppose que f est
constante sur chaque triangle T'.

9. Soient ai,as, a3 les sommets de T, ¢, € H}(Q) la fonction de base, IP; dans chaque T telle que
va(a) =1 et pq(a’) =0si a’ # a, et by la fonction bulle supportée par T :

br = ¥a, PasPas s

et m le degré de la restriction & T' du polyndéme & deux variables f + Aup — V py.
a. Montrer qu’il existe une constante C, indépendante de h et T telle que
V) € P, Clllzaery < 1076l 2y < 1022 -
b. On pose V = (v, q) avec ¢ =0 et v = by (f + Auy, — Vpy). Montrer a 'aide de (4) que l'on a

AU = Up, V)| < (IIV(w = un) | 207y + V20p = pill 2o VOl 21 -



c. En utilisant une inégalité inverse, en déduire qu’il existe une constante C, indépendante de h et T telle
que

C
AU — Uy, V)| < E(HV(U — w2y + V20p — pull 2 IIF + Aw, — Vprll 2 -

d. Toujours avec le méme V', montrer que

A(U—Uh,V)—/(f+Auh—Vph)-v. (16)
T
e. En déduire que

hrllf + Awup =V ppll2ery < C(IV(w = wn)ll 20y + 0 = pallc2er) - (17)

10. Soit e € 'y, d’extrémités a; et az, de longueur |e|, be la fonction bulle supportée par we

be = ()0011 @027

n le degré de la restriction a e du polynéme & une variable [V uy - ne — ppne]e. On suppose que n ne
dépend pas de e.

a. Montrer qu’il existe une constante C', indépendante de h et e telle que
Vi) € Prle), CllYllzecey < 10820 r2ge) < 191112 -
b. On admet qu'’il existe un opérateur de prolongement O, de IP,(e) dans IP,(w.) tel que

Vo € Pye), |0e()ll 20 < Clel 2%l 2 () -

avec une constante C' indépendante de h et e. On pose V = (v,q) avec v = b.Oc([V up, - e — ppnele) et
q = 0. Montrer que ’'on a

JAU = Up, V)| < (IIV (e = un) | 120,) + V20lp = Pl 22000 IV 120

c. En utilisant une inégalité inverse, en déduire que

C
AU = Up, V)| < W(HV(U —up)|| L2 (we) + 112 = rll L2 @) IV wn - e — prmelell L2 e)-

d. Toujours avec le méme V', montrer que

A(U—Uh,V):/ (f+Auh—Vph)-v—/[Vuh-ne—phne]ev.

€

e. En déduire que

e[V wn - ne — prnclellzee) < Clel D IF+Aun— Vprlregs) + IV (= wn) | 2 + 1o = pall 2. -
SGW&

11. Montrer que [|divup || p2(r) < V2[|V (u —up)| r2(1), et déduire des résultats obtenus dans les questions
9 et 10, les estimations

nr < C(IV(w = up)ll r2wp) + 10 = 2ol L2(0p)) -
ainsi que

O )2 < U = Unllz.
TET,



