Probléme

Dans ce probleme Q désigne un domaine lipschitzien connexe de RY de
frontiere I', et on s’intéresse aux équations de Darcy

u+Vp=f dans(Q,

div(u) =0  dans Q, (1)
u-n=>0 sur I’
ou l'inconnue u = (uy,---,uy) et la donnée f = (fi, -, fq) sont des fonc-

tions vectorielles et p est une fonction scalaire telle que [, p = 0.
Partie I : étude théorique

1. En notant X = (L3(Q))? et M = H*(Q) N L2(Q), établir a partir de
’équation la formulation variationelle : trouver (u,p) € X x M tels que

a(u,v) + b(v,p) = L(v)
{ b(u,q) =0 (2)

pour tout (v,q) € X x M avec a(u,v) = [qu-v, blv,p) = [qv - Vp et
L(v) = Jo f-v.

2. Montrer que toute solution suffisament réguliere de (2) est aussi solu-
tion de (1).

3. On munit X de la norme

[ullx = llull 2.

Montrer que
Il = VPl L2

est une norme sur M équivalente & la norme H'. Montrer que a, b et L sont
continues et que a est coercive sur les espaces appropriés.

4. On introduit 'espace

Vi={veX;buwyq) =0, qge M}.
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Montre que c’est un sous-espace fermé de X et que si (u,p) est solution de
(2) alors u est solution de : trouver u € V tel que

a(u,v) = L(v),

pour tout v € V. En déduire qu’il existe une unique solution v € V' et donner
une estimation a-priori pour ||ul| x.

5. Montrer que I'image de M par l'opérateur V est un sous-espace fermé
de X.

6. En déduire lexistence d'un unique p € M tel que (u,p) est solution
de (2), et donner une estimation a-priori pour ||p||a.

7. Montrer que la forme b vérifie une condition LBB avec constante 5 = 1.
Partie II : étude numérique

8. On suppose dans toute la suite que 2 est un domaine polygonal de R
et qu’on a une famille réguliere de triangulation (7j)n~0. On se propose de
discrétiser u avec les éléments 11, discontinus :

X = {’U = (Ul,’Ug) S (LQ(Q))Q P Vit € My, T €Ty, i= 1,2},
et p avec les éléments Py, de Lagrange :
My :={pe H(Q)N L) ; pr € Upy1, T € Tp.},

Ecrire le systeme d’équations vérifié par les solutions approchées uy et py.

9. Montrer que les espaces X} et M) vérifient une condition LBB discrete
avec 3, = 1.

10. En déduire le résultat suivant : si w € H™(Q) et p € H™(Q), on
a

[ = unllx + llp = pallar < CA"(lulgm + [plamsr),

avec r = min{m, k + 1}.



11. On cherche a présent a obtenir une approximation de u stable en norme
H', c’esta dire telle que
Junllm < C,

lorsque les solution u et p sont suffisament régulieres. Pourquoi cela n’est il
pas possible avec le choix précedent pour X; ? On prend a présent pour X,
les éléments finis IP; de Lagrange augmentés par les fonctions bulles :

Xn = E, & Vect{(bT, 0), (0, bT), T e 771}
avec
Ep:={v=(v,v) € (H'(Q)*; vyr €Iy, T €Ty, i = 1,2},

et pour M), les éléments finis IP; de Lagrange. On suppose qu’il existe un
opérateur R;, allant de X dans X, tel que

/(U—th):O, T eT,
T

et
| Rrollx < Cllv]lx,

pour tout v € X. Montrer que l'on a l'estimation optimale suivante : si
ue HY Q) et pe H*(Q)

|lw —un|lx + [|p — pullar < Ch(|ulm + [p|a2).

12. Montrer que si v, € X3, on a

[un — vala < Ch7([lu — unllx + llu = va x)-

13. En prenant v, = Aju ou Ay est 'opérateur de Clément, montrer que

lup — Apulgr < Clulgr + [pla2)-

14. En déduire la stabilité de I'approximation u; en norme H' avec une
estimation de ||up| 1.

15. Proposer un opérateur R, qui vérifie les propriétés requises et prou-
ver ces propriétés.



