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Les notes de cours ne sont pas autorisées. Les trois parties sont indépendantes. Pensez a
éteindre vos portables et autres gadgets électroniques.

Partie I

1. Soit T un triangle de sommets S', S et $3. Pour tout 7 € [0,1] fixéeti=1,2,3,
on définit S! = (1 —1)S’ +15+!, avec la convention que 3 + 1 = 1. On introduit
des formes linéaires ¢} (P) = P(S!). Montrer que I’élément fini (7, Py, {0} }i=1...3)
est unisolvant pour tout 7 € [0, 1].

2. Soit Q =10,1[? le carré unité et N un entier. On pose h = N+r1 et I’on définit
une triangulation sur Q en considérant tous les triangles de sommets (ih, jh), ((i+
1)h, jh), (ih,(j+ 1)k (triangles de type 1) ou ((i 4+ 1)h, jh), ((i+ 1)k, (j+ 1)h),
(ih, (j+ 1)h) (triangles de type 2) avec 0 < i, j < N. Pour chaque valeur de ¢, on
utilise sur cette triangulation des éléments finis du 1 en numérotant les sommets
des triangles de type 1 de 1 a 3 dans le sens direct en partant du sommet inférieur
gauche et ceux du type 2 dans le sens direct également en partant du sommet
supérieur droit.

Type 1 Type 2

Pour tout u € H*(Q), I'interpolée I1;,(u) est 1'unique fonction définie presque
partout sur €2, qui est Py a I’intérieur de chaque triangle et dont les valeurs coinci-
dent avec celles de u aux points image des S’ par les changements de variables
affines standards. Montrer que pour # =0 et = 1, on a I, (u) € C°(Q) pour tout
u € H*(Q). Montrer que pour 0 < ¢ < 1, il existe u € H*(Q) tel que ITj,,(u) ¢
Q).

3. SoitW,={v, e’ (Q);vh‘T € Py pour tout triangle T'}. Quelles sont les seules
valeurs de ¢ pour lesquelles il existe une base de W), constituées de fonctions-
chapeau associées aux nceuds S! ? Qu’en déduire de I’ utilisation de cet élément fini
pour une approximation conforme d’un probleme aux limites du second ordre ?
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Partie II
Soit Q =10,1[x]0,1[, I’y = {1} x]0,1[ et Tp = dQ\T';. On note V = {v €
H'(Q);v9(v) =0 sur [y}, ot Yo désigne I’application trace. On introduit la forme
bilinéaire 3 3 W 3
u ov u v
W= [ la | ]d
alu,) /Q|:( +x1)ax1 ox] (4 >ax2 ox2 *

et la forme linéaire
= / fvdx,
Q

1. Montrer que le probleme variationnel associé a ces données admet une solu-
tion u € V et une seule.

ou f € L*(Q) est donné.

2. Montrer que si cette solution appartient & I’espace H?(Q) alors elle vérifie

2 2
—(1+x1)g—x’%‘ - (1+x2)37'2‘ - 387”1— Q. — ¢ dans Q,

ox2 ox;
u=0 surly,
du __
pT 0 surl}

3. On souhaite mettre en place une approximation par éléments finis Q; du
probléme variationnel précédent. Plus précisément, étant donné N € N*, h = N+_1,
on considere le maillage rectangulaire dont les nceuds sont les points de coor-
données (ih, jh) avec 0 < i,j < N+ 1. Décrire I’espace discret Q1 par morceaux
conforme associé a ce maillage et adapté a I’espace V (en particulier, fonctions de

base, dimension).

Partie I11

On se place maintenant en dimension 1 avec Q = |0, 1[. On considére le probleme
d’évolution
W (14x) 0 :ao dans Q x 10, T,
u(0,1) =0 5(1,1) =0,
u(x,0) = uo(x),

avec ug donnée. On ne s’intéressera pas a la théorie d’existence pour ce probleme
et on admettra que ug est tel que la solution existe, est unique, et de classe CZ en
temps et C* en espace.

On va approcher ce probleme par differences ﬁnies Soit N,M deux entiers > 1
destinés a tendre vers l’infini, & = At = 5 +1’ xi=1ih,i=0,.... N+1et
tj=jAt, j=0,....M+1.

On considere pour cela le schéma suivant :

N—H’
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J+1 J i, J joo_
A +x')ui+1 2up Hupy My U
At ’ h? 2h

et pour les conditions aux limites,

=0,1<i<N+1,

ué:O, u{;,H:u]{,, pour j=0,...,M+1
et la condition initiale
w =ul(x;), i=1,...,N+1.

On note U/ € RN*! Ie vecteur de composantes u{, i=1,...,N+1.

a. Ecrire le schéma sous forme d’une récurrence vectorielle. On fera intervenir,
outre la matrice identité I, de taille (N + 1) x (N+ 1), les matrices (N+1) x (N +
1) suivantes

2 -10 --- 0 1+h O o --- 0
-1 2 —-1--- 0 0O 1+2h 0 --- 0
Ap = Dy, = e e
o --- -1 2 -1 0 02-h0
o --- 0 =22 0 0O 0 2
et
0-10 --- 0
10 —-1--- 0
B, = CoTel T
0--- 1 0 —1
0--- 0 0 O

b. On suppose que la solution exacte u prolongée par parité pour x > 1, c’est-a-
dire par u(x,t) = u(2 — x,t) pour x > 1, reste de classe C* en espace. Montrer que
le schéma est consistant et donner son ordre en temps et en espace. (On n’étudiera
pas les questions de stabilité).
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