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Les notes de cours ne sont pas autmss
Pensea éteindre vos portables et autres gad@éstroniques.

SoitQ =10, 1[. Onse donnef € L2(Q) ; ¢ > 0 un nombreéel strictement positif ;
ete > 0 un paramatre eel positif ou nul. On s’iréresse au probime :
Trouver la solutioru® du probEme variationnel assdea

uc H?(Q),

1
—u"(x) + cu(x) +s/0 u(y)dy = f(x) presque partout dar3, 1)
u'(0) =u'(1) =0.

L'espace de travail est = H1(Q). Pour toutv € V on posera

1
IVl = lIVilyq) = \//0 (V9% +V(x)?)dx.

Partie |
a. On cefinit la forme bilireairea® pour toutu € V et toutv € V

a¥(u,v) — /01 (U (X)V(X) +cu(x)v(x)) dx+ € (/olU(x)dx) (/0

Montrer queat est la forme biligaire de la formulation variationnelle daws
assocke au prol#me (1). Peciser la forme liairev — | (v) assocdke.

b. Montrer que la forme biligairea® est coercive et continue davisDéterminer
les constantes de contingiiét coercivié en fonction des paragtres.

c. Montrer que le prokime variationnel assdra (1) admet une et une seule
solution que I'on notera® € V pour toute > 0. Montrer I'estimation|u|| < C;
pour une constantg; independante de que I'on pécisera. Montrer que si> 1

alors‘fo1 us(x)dx‘ < % pour une constantg, que I'on pécisera.

d. Dans cette question, noatudions la limite def quande > 0 tend vers 0. On
notea = a° la forme bilirgaire limite

1

v(x)dx) .
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Soitu € V la solution variationelle du probime limite poui = 0
a(u,v)=1I(v), WeVv.
Montrer pour tout € V la relationa® (u® —u,v) = —¢ (fol u(x)dx) (fol v(x)dx) dx.
Montrer queuf tend versu pour la normeH*(Q) quande — 0.
e. A partir de cette question, aetudie la limite dau® quande tend vers l'infini.

On poseW = {vev, folv(x)dx: O} C V. Montrer I'existence et l'unicé de
u* € W solution variationnelle du probime

a(ut,w) =1(w), YweWw.
Montrer queu* est solution du proBime variationnel
1
a(us,v) =1(v) —)\/ v(x)dx, VeV
0

pour un certairh € R indépendant de.
Indication : soitv € V ; commencer par montrer que=v— folv(x)dx eW.

f. Montrer l'identité

a(uf —u*, Uf —u*) +-¢ (/Olus(x)dx) i = )\/01 u®(x)dx.

En déduire que quef tend verau* dansH(Q) quande tend vers linfini.

Partie Il
Onsedonneunenti&>1,onposér=1/(N+1)etx, =ihpouri=0,... N+1.
SoitVh = {Vh € C%([0,1]), iy x,4] € P1}-

1. Démontrer que le probme variationnel suivant admet une solution et une
seule:
Trouveruy, € Vi, tel que

as(uﬁ,vh) =1(Vh) VYVhEWh.

2. Deéterminer une base d& bien adapte au prol#me. On justifiera la cons-
truction deV;,. Calculer explicitement la matrice du sgste lireaire assoéi.

3. Soite > 0 donré eth — 0. Montrer la convergence di versu® dansH*(Q)
(on pourra supposdr continue suf0, 1] pour simplifier).

4. Pourhdonrg, montrer que la limite def, tend vers une limitej; quande tend
vers l'infini.

Indication : Déterminer un prol@me variationnel discret dont est solutigp

5. Déterminer un proléime lireaire dont est solutio,.
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