Examen VOLUMES FINIS M2 du 09/01/09

Proposition de correction

1 Rappels théoriques

a) Pour une solution suffisamment réguliere (C? par exemple) alors on a

/ (% - Au) udx = —k/ uldz.
o \ 0t Q

Grace a la formule de Stokes

/Auudx:—/ |Vu|2dx—|—/ %uds
Q Q o0 On

ou ds représente la mesure de longueur au bord. D’ou fQ Auudr =

— Jo |Vul?dz. Par ailleurs [, $budz = & [, “;dx. D’ou le résultat de-
mandé.

b) Tres classique. Soient u; et ug deux solutions avec la méme condition initiale.
Posons u = u; — us. Alors u est solution du méme probléme avec une
condition initiale nulle. On applique la relation précdente

[u1 — ua]? [us (t =0) —up(t =0)]°

Donc u1 = us.

2 Le schéma

c) C’est évident. Pour = Vu alors % —div (p) = % — Au = —ku. A partir

de la on integre la premiere équation dans la maille

d / / ou /
— u(t,x)dx = —ds —k u(t, x)dx.
dt Ja, (t,) o0, On; Q, (t,2)

J

On approche au temps ¢t = nAt la premiere intégrale a 'ordre un en temps

par
d .
7 /Qj u(t, x)dz ~ s, AL




Une approximation (au sens des Volumes Finis) de la deuxiéme intégrale
s’obtient en décomposant sur les sous mailles

ou ou
—ds = —ds.
o9, on; 80;N007 on;
Puis on remarque que gsv = (ﬁjr, ﬁjr) est une approximation acceptable
J

sur le bord 0€2; N 89;. D’oll en décomposant sur les parties * et ~

Ju . o
oy, Bote =1t 5 5) 407 ).

Pour le troisieme terme, on a (sans approximation)

—k/ u(nAt, z)de = —ks;u;.
Q

i
La construction est terminée.

d) On integre la deuxiéme équation contre une fonction test vectorielle ¢ suff-
isament réguliere. On obtient

/ (ﬁcj)dx:/ (Vu,q) dx.
Or fQj (Vu, q) dz + fQj udiv(q)dz = fQj div(uq)dz. Par application de la
formule de Sokes

/ div(ug)dz = / ujaq, (7, q) do = / A (7, q) do.
Q a9, ' a9,

j
Cela montre la relation.

e) L’expression proposée (6) n’est que I'application de le relation (5) dans la
sous-maille Q;, et en remplacant les divereses quantités par les approxi-
mations discretes. Ces approximations discrétes sont u; dans la maille, p’;
dans la sous-maille 2] et A jr* sur le bord extérieur de la sous-maille. Sur
le bord interne de la sous-maille (& savoir 9027 N€2;) on se contente comme

approximation de u;j. Cela donne directement (6).

En sommant (6) par rapport & 7, on obtient

Z/r ﬁf,cj’ :——Z/ u;div(q)dx
+Z/

0Q7N0%;

grn(j)do+2/ ;i (71, q) do.

BQTOQ

Le dernier terme s’annule en considérant que ¢ est une quantité continue.
Alors on retrouve une approximation de (5).



Reprenons (6). On a

),

Cela fait apparaitre une simplification dans (6). Il reste

J

Pour un vecteur ¢ constant on obtient tres exactement la relation (7), ou
encore (8) car ;" est quelconque.

ujdiv(q)der = —uj/ (11, q)do.

Qr

A
J

(7. §) do = / (e — u3) (7, 3) dor
89;089_7

A
J

f) 1l faut déterminer le flux. Avec le changement de notation proposé on a

Iy li 1
o+ ory _ JtET ) J=5:7 (= 4+ - — )
(7,7 757) = 3 (AjJr%,r - “J) + = (i) (Ajf%,r - “J) .

Jr Sjr
Un peu de géométrie dans le plan montre que l'angle entre ﬁj:f et ﬁj;
PN _ ) N
vaut w — ;.. Donc (7i;5,7,") = cos(m — ;) = — cosfj,. D’'ou
liva l: 1
I W bt L ) J—35.T . )
(njr ) P )= : (AjJr%’T - u]) — —=—cos0j, (Aj;%’r - uj) .
Sjr Sjr

On applique alors directement la continuité ds flux (9) pour obtenir (10).

g) En cosidérant (10) pour les quatres valeurs possibles de r, on obtient un
systeme linéaire a 4 équations et a 4 inconnues qui sont les A, P

Nous allons montrer 'unicité de la solution de ce systéeme ce qui impliquera
I'inversibilité. Posons (on enléve I'indice r qui ne sert & rien)
Bivd =lips s

Alors la solution du probleme homogene (c¢’est & dire sans second membre)
s’écrit

1 1
;(p’j‘l’% —cosOjp; 1)+ r(/‘wﬁ —costjripy31) = 0.

J J+1
Supposons qu'il existe un indice j tel que p; 1 == 0, et prenons 'indice
tel que fu;, 1 = maxp(pgy1) > 0. Alors pyy 1 — costp; 1 > 0 car
|cosf;| < 1 pour tout maillage géométriquement admissible. De méme
M1 — COS 0j+1uj+% > 0. Donc ces deux quantités sont nulles

Mt L —cosﬂjuj;% = i1 —cosﬂj“ujJr% =0.

Comme |cosf;| <1 et p;, 1 = maxg(py1) > 0, on aboutit a une contra-
diction. Donc



Finalement Aj 1= 0 pour tout j, ce qui termine la preuve de l'inversi-
bilité. D’autres preuves sont possibles.

Le schéma explicite est correctement défini car on peut calculer les p;” et
les utiliser dans (4).

h) Grace a (4) on a

d U (75)2
il
J

T

2
—kE 85U
J

Le dernier terme est négatif par construction. On a grace & (7) en prenant
q_’j’l“ — 13"]‘7‘

s |77 = Lt (335 57) (A5t =) 157 (7 57) (A — )

ce qui donne

=S (S0 ) 1 )

lj:( Jj’ﬁjr) Uj +l ( jT’pJ ) uj = —Sjr |ﬁJT ’
+l]j( j;raﬁjr) Aj;r +l]; (_’j:’p] )AJ;

Il reste & sommer sur tous les noeuds r et toutes les mailles j. Alors
At g + - (- = -\
DD (0 (7 ) A+ L (75 Ay ) =0
7 T

grace aux relations de continuité. D’otu

Xj:“j (Z (L (h0)7) + 1 (7 JT,ﬁf))) <0

T

ce qui termine la preuve.

3 Propriétés supplémentaires

i) Reprenons (10) et attachons tout d’abord & montrer que si u; > 0 pour tout j,
alors il en est de méme pour A, 1 Par construction le second membre du
systeme linéaire est positif car les coefficients tels que [, 1. —1; j 1, COS Ojr
sont tous positifs ou nuls. Donc si nous montrons que la matrice du
systeme linéaire qui donn les A, 1 est une M matrice, cela termine la
preuve. Comme cette matrice a par construction ces termes diagonaux
strictement positifs, que ces termes extras diagonaux sont par construction
négatifs ou nuls, que la somme ur une ligne des termes extra diagonaux



est inférieure au terme diagonal, cela montre que la matrice est une M
matrice. Donc
Aj-l—% >0, V.

On peut aussi montrer cela directement.

Puis on refait le méme raisonnement pour C' — A, 1 apres avoir vérifier
que ces quantités sont solutions du méme systeme linéaire avec un second
membre donnés par les C'— u;. Donc

C - Aj+% >0, V.
j) C’est un calcul direct. La relation (10) devient

1
Ajryr =5 (U +ujp).

Az
4

On a aussi s;» = S%. En injectant dans (8) on obtient

1
- 4+ —r _ . _ .
(njr7pj ) - Am(u]Jrl u])a
expression dans laquelle on retrouve I'approximation différence finie clas-
sique de la dérivée dans la direction z.

Puis en faisant la somme (4), ont trouve (en changenant un peu les nota-
tions)
U; —U; 1 (
At Aa?

Ce qui est bien le schéma a 5 points.

du; —up —ug —ug —up) — ku;.



