MMO026

Proposition de correction

Partie 1

a. Voir poly page 49.

b. Comme A, est une fonction linéaire, son gradient est un vecteur constant.

La restriction de A dans la direction S2S* est nulle car A (5?) = A (S%) =0.

La restriction de A; dans la direction H'S' qui est orthogonale 4 25> est linéaire
—_

et telle que A;(H') =0 et A(S') = 1. Donc VA; = aH'S' pour un nombre o 2

déterminer.

On a par ailleurs

1¢l
U s —n)y  (VmH'ST)

hy hy hy hy !
Donc o = hlz ce qui montre le résultat.
1
On trouve alors
( 2y _ 2M gyl l
V(M) = WH S,
V() = TFHS,
V(3) =GRS,
V(Mdg) = BH!ST+ %stz,
V(hahs) = BH3S3 + B H2S?,
3

vaﬂg:%m§+%M§.

\

c. Il s’agit de montrer qu’il existe un et un seul polynome de P> tel que

p(S) = 0 etg—’y’w‘):si, Vie1,23 )

et ce pour toutes valeurs de o; et 3;. Nous cherchons p sous la forme
p= alk%+a27u%—|—a37u%—|—a47»17»2+a57»27u3 +agh3\ . 2)

Il s’agit d’un systeme linéaire dont les 6 équations correspondent a (1) et les 6
inconnues sont ap, ..., ag. Il suffit donc de montrer I’unicité de la solution.
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Nous considérons un polynéme (2) tel que

. I .
p(S’):Oeta—p(S’)zo, Vi=1,2,3 3)
y
Nous avons
p(S) =a

car A;(S) = d;;. Donc a; = 0, de méme a> = a3z = 0. Donc

p = ashh +ashohs + aghs).

oM A 1 53
aly 2(51) - (V(}\'17\42)<Sl)7ey) - (h_%stzaey)

avec ey, = (0, 1) le vecteur vertical de base. Des formules similaires sont obtenues
pour les autres termes.
Au final le systeme g—*;(Si) =0 pour i = 1,2,3 s’écrit

<H2S27ey) (H3S3,e_\,)

h3 0 h3
—_— —_— ay
(Hlsl,ey) (H3S3,ey)
as | =0
h? h3 0
1 3 ag
(HzSz,ey) (HIS1 e‘)
0
h% h%
. . . (HiSi’ey> s . .
Posons pour simplifier les notations y; = -— - Le déterminant de la matrice,
i

calculé en développant sur la premiere ligne, est

Y2Y3Y1 + V312 = 2Y1Y2Y3-

Pour que cette matrice 3 x 3 soit inversible, il faut et il suffit que chaque v; soit
—

non nul. Autrement dit (H i, ey> # 0 pour chaque 7, ou encore aucun c6té n’est

parallele a ey.

Partie II
a. Onapouruec D(Q)

/Q(b-Vu)udx:/Q(b-Vu;)dx:/QV-(bu;) dx
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car b est a divergence nulle. On aplique ensuite le théoreme de Stokes

/QV. (b”;) dx:/r(b.n)”—;do

ou n est la normale extérieure. Comme u est nulle au bord, cela montre le résultat.
L application u — [ (b- Vu)udx est continue de Hj(Q) dans R. Par densité de
D(Q) dans H} (Q), cela montre le résultat pour tout u € Hl (Q).

b. On munit I’espace Hj (Q) de la norme usuelle
]2 = ]2+ V23 .
La forme bilinéaire a est bicontinue
la(u,v)| < [[Vull2(0) VIl 2 (@) + 1181 = (0) I Vull 2 (0) V] 22 ()

< (L4 1bll =@l V]I

a est aussi coercive. En effet
au,u) = ||V”||i2(g)-
Par I’inégalité de Poincarré pour les fonctions de H(} (Q)ona
[ull20) < Cl[Vull2(q), C€>0.
Donc
a(it,0) > [Vl g + sl 22 gy = min(1/2,1/(2C)) ]
=0 L2(Q) 20 12(Q) = ’ :

Comme le second membre correspond a une forme linéaire continue, le théoreme
de Lax-Milgram montre qu’il existe une unique solution du probleme variationnel.

c. Supposons que u € H>(Q). En intégrant par parties 4 ’envers en quelque
sorte, on trouve

[ (~Butb-Vu— pdx =0, e H)(©@).

Ou encore [, gvdx = 0avec g = —Au+b-Vu— f) € L*(Q). Par densité de H} (Q)
dans L*(€, on obtient [, gvdx = 0 pour tout v € L?(Q). On prend v = g ce qui
montre que [, g2dx = 0 donc g = 0.

d. On a tout d’abord

Vu=V(e®w) =e?(Vw+wVe).
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Puis
Au=V-(V(e®w)) =e® (Aw+2VQ-Vw+wAQ+ W|V(P|2)

ce qui est la relation recherchée.
L’ équation sur u s’écrit

—e? (Aw+2VQ-Vw + wAQ + w]V(p|2) +b-?(Vw+wVe) = f
ou encore en regroupant les termes
—Aw — (2VQ—b) - Vw — (AQ+ |Vo[})w = e °f.
Pour obtenir la formulation proposée il suffit a priori que
2Veo—-b =0,

que
Ap=0

et que
1
b-Vo—|Vol* = (3 +:3).

La premiere condition s’écrit

43)-(2) -
axz(P —X2

dont une solution évidente est

1
¢ = —(x] —x3).

On voit que la deuxieme condition est satisfaite

Et enfin |
b-Vo—|Vo|* =2|Ve|* - |Ve|* = |Vo|* = Z(X%H%)

ce qui montre le résultat demandé.
e. La condition mixte pour u

dpu+u=0surI'=0Q

se récrit
e? (Vw+wVe,n)+e®w =0
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ou 7 est le vecteur normal au bord. Ou encore
ouw—+ (1+0,0)w =0, sur ' = 9Q.

Par construction

1 X 1 X X3 — x3
2 \/x%—I—x% 2 2,/x%—|—x%
Pour x = (x1,x7) au bord du domaine, on a x% +x% = 1. Donc

x%—x% 11
2

o =
Donc
B=1+d,0c (e, ]
T TPe gk
Cela montre que la condition au bord pour w est du type

oW+ pPw=0

avec B > % sur I
La formulation variationnelle dans H'!(Q) du probléme en w est : trouver w €
H(Q) tel que

/Vw-Vv—l—/Bwv:/gv, Ywe H'(Q).
Q r Q

La forme bilinéaire a(w,v) est coercive car
a(w,w) > / IVw|2dx+B_ / wldo.
Q r_
En utilisant une variante de I’'inégalité de Poicarré qui s’écrit
2 2 2
/ V| dx+/ W dGZC/w dx, C>0,
Q r_ Q

cela montre la coercivité de a. Le reste des vérifications est évident.

Partie I11
1. Partons de

n+1 n n—1

u —2ul+u . .

h h h i no.i\ __
( A2 7Vh> + an(uj, vj,) = 0.
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n+1 2uh_|_u ; . :H—l 2Mn+un 1
Ar? Y Ar? '

Par ailleurs on a

hZ wppr —up\ [Vien TV5 Y wi— i —wi Wil — 2ui+ Ui
- h h - h - h

et

Y wjrr —u;\ [ Vie2a =V _ Wi Ui —Uipp Ui Uitd — 2ui+ Ui
7 2h 2h 4h 4h '

Au final

Uiys —2ui+ui_2).

. 4 1
ah(uh,VZ) = —3—h(ui+1 —2ui+ui—l) 12h(

Cela montre le résultat demandé.
2. Posons a,(‘f) 7 = 8t(Q)u(nAt, Jh) pour tout n et tout j, et tout ordre de dérivation
q. L’ordre en temps vient du développement de Taylor

1 1
VI =V 4 A0 + EAﬂaEZ)v'; + gAﬁaﬁ”v;% +O0(At)
qui est vrai pour toute fonction de classe C* (en temps). De méme

1 1
Vit = AR - < ala v+ o(ar)

j J iTH
Donc " |
Yt 2v +v"
Vj (2) 2
At2 =0,V + O(Ar”).

Pour les termes en espace il faut probablement pousser le développement plus
loin, comme le suggere le résultat recherché. On a en utilisant maintenant des
dérivées en espace

1 1
V?_~_1 = V? + haxV? + Ehza)(cz)v;l + 6[138)(53)\/7

1
h4a( ) hSa( ) 0 h6
T +1apM o Vi O,
D’ou touts calculs faits
u o =2ut +ut 1
P = 9 S o).

Page 6



MMO026

Puis g

4n2

n
Uiio

4
=37+ S+ 0.
Il s’ensuit que

n n n n
4u]+1—2u +uj 1 1uj+2—2uj+uj_2

3 h? 3 4h?
— i+ o(nt).
En additionnant les quotients différentiels en espace et en temps, on trouve que
+1 1
;‘ —2v] —l—v" iu?“ 2u+u lu7+2 2u+uf_, — 0(A%) L0
At2 3 h2 3 4h2
ce qui est le résultat demandé.
3. Ona
4 i —up\’ u /+2 2
ap(up,up) :h§Z 0 —h= Z
J J

Posons wj =uj 1 —u;. Ona
1 2
ap(up, up) = 3h22w iz ;(Wj+1—|—wj‘> .

Or (o +B)? < 202 +2p? donc

Z(WJ'H +w;)? < 4Zw§
J

J

ce qui fait que
1 2 2
J J

L’ estimation demandée est démontrée.

4. On prend
e N (At R (Rt .
h— 2 2
Alors
T N W B 12 n ey /T W[ 7 N
A2 O ) At 2 At
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D’autre part
n yn 1 n yrn+l 1 n yrn—1 1 n+l yn 1 n yrn—1
ah(U ,V ):Eaha] U )_Eah(U U ):Eah(U U >_§ah(U U )

en utilisant aussi la symétrie de a;,. En réunissant les deux contributions on obtient
Er—E"'=0

h h -
5. Ona

1

Un-H _yn 2
aifee

At

1
+ _ah<Un+1’Un)

2 2

1
ah(Un+1 4+ Un, Un+l + U}r;) o gah<Un+1 _ Un, Un+l . U{Jl)

2
1[|w} 1
g | ——Sah(wZ,WZ), wp=U" L_pyn

2 || At

car ap > 0. Or par construction

w

1 16
an(Whwh) < 3 Z(”T) <h—2 ?= o il

en reprenant un calcul du 3. Donc

B s = 2w = s (1= 4 e,
- —— |IW _
h = a2 Wall =3 Wl =582 \ P 7 352 ) [Wh

Donc si 2At/ V/3h < 1 alors le terme entre parenthéses est strictement positif. Ce
qui montre la stabilité recherchée.

Page 8



