Universig Pierre et Marie Curie
M1 Mathématiques
MMO026 Proposition de correction

Controle continu, 5 mars 2010
Durée 2 heures

Les notes de cours ne sont pas autmss Pensexzéteindre vos portables et autres
gadgetslectroniques.

Partie |

a. On pose pour tout € V et toutv € V

& (U, V) :/o (U (x)V () 4+ cu(x)v(x)) dx—+€ (/Olu(X)dx) (/0

Pour trouver la formulation variationnelle du préebie de épart, on multiplie
I équation par une fonction test V en supposant queest dangd2. On obtient
d’une part

1 1

v(x)dx) .

1

1 1
— / U’ (X)v(X)dx = / U (X)v(x)dx — U’ (1)v(1) + U (0)v(0) = / U’ (X)v(x)dx
0 0

0

grace auxequations aux bord. D’autre part on a

/01 (8 ( /OllJ(y)dy)) v(x)dx = & ( /0 1u(y)ely) ( /O 1V(X)dx) .

En sommant ces deux termes a\féa:u(x)v(x)dx on trouve la formulation varia-
tionnelleat. La forme lirtaire au second membre est

b. Ona . . )
as(u,u):/o (u’(x)2+cu(x)2)+£(/o u(x)dx)

> min(1,c) /01 (U (%)% +u(x)?) dx = min(1,c)| |u]|2

donca® est coercive avec une constaate- min(1,c).
L'in égalie de Cauchy-Schwarz implique

(/0% u(x)dx)2 < /Olu(x)zdxx /Oldx
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1
= [ u60Pax < lulfZa gy <lulP

1
On en eduit que| (¢ u(x)dx| < [|u]|. Donc

[a*(u, V)] < [[Ul[ 202 [IV]L2(0)

+cl|ulli20,1) | IVlIL2(0,2) + €l Ul 0,1 IVl H1(0,2)
< (1+c+ Y|ullyroylIVIIHi0)
ce qui montre la continué dea® avec une constantd = 1+c+¢.
c. Laforme lirgairel est continue dang (par application du cours par exemple)

< Cl|v|| avecC = [[f[[ 2(01)-

1
(V)| = ‘ /0 £ (X)V(X)dx

Donc le tleoeme de Lax-Milgram assure I'existence et I'urécide la solution
solution variationnellef € V pour toute > 0

at(ut,v) =1(v), WeV.

On a directement en prenant u®

@)

o J&*|[2 < Cl & donc| & < = Cr.

Puis (toujoursr = uf) on a

1 2
€ (/2 ug(x)dx> < C||Uf|]| £ CC;.
0

On trouve le esultat demar@en prenant, = /CC;.

d. Dans cette question, no@sudions la limite da# quande tend vers 0. On
notea = a° la forme bilirgaire limite

a(,v) = /01

Soitu € V la solution variationelle du probie limite poui =0

(0" ()7 (x) +cl(x)¥(x)), G,VeV.

a(u,v) =1(v), YweVW.

La solutionu du probEme variationnel limite existe et est unique (cours).
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On a pour touv € V

at(uf —u,v) = af(uf,v) —at(u,v)

=a*(u*,v) —a(u,v) — ¢ (/o% u(x)dx) (/o% v(x)dx)

1

=1(v)—I(v)—¢ (/02 u(x)dx (/jv(x)dx)
=—¢ (/0% u(x)dx) (/0% v(x)dx> .

Prenons/ = u® — u. On obtient apEs majoration du second membre

/o : u(x)dx

La majoration des irigrales forunit

/%(u8 —u)(x)dx| .
0

af(Uf —uut—u)<e

1 1
2 1 2 1
‘/Zu(x)dx < \/j||u|| et /2(u€—u)(x)dx < \/j||u8—u]|.
0 2 0 2
Donc e
O(IIUS—UllzS«':le(u‘c'—u,lf—u)S§||Ul|||lu‘¢'—U'||
ainsi que

£
w—ul| < =1lull.
I ||_2a!| I

Cela montre que quéu® — u|| quande — 0.

e. |l suffit en fait de montrer quéV est un ferré deV. Car alors on munitv
de la norme d&/ (la normeH?Y) et le reste deséarifications est imradiat. Or la

1
continuié dansv/ de I'applicationv — [; v(x)dx estévidente : en fait on I'a&ja
monte au pointh. Cela montrer I'existence et I'uni@tde la solution* € W.

Soitve V. On pose

1
W(X) = V(X) — c pourc = /0 v(y)dy
de sorte quevc W. On a
a(u*,v) —l(v) = a(u,v) = I(v) +a(u",w—v) — I (w—v) = a(u*,c) — I (c)
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) [y

Le résultat demartls’obtient en prenait = fol(u* — f)dx.
f.  On aen soustrayant les formulations variationnelles #ans

a(u®t —u,v)+¢ (/01 ue(x)dx) (/Olv(x)dx> = )\/Olv(x)dx.

Prenonsy = U€ — u* sachant qug (L€ — u*)dx = [; uEdx. On obtient l'identie
requise.

:/01((u*)’c’+u*c—fc)dx:/

0

1
On sait (voir questiom )que | [ U*(x)dx| < 3—% Donc
AC
a(u —u, Ut —u) < H—SZ
puis
AC
GHUS_U*HZS ’ | 2
VE

. . 1
ce qui montre la convergence deversu* dansV au moins erz 4.

Partie Il

1. LespaceV C V est de dimension fini&l + 2. On est dans le cadre d’'une
approximation conforme pour une formulation variatiommebercive et continue
et un second membre continu. Pagdieme

2. On prend la base des fonctions chapeaux

X—Xi-1

] —X
wi(X) = — pourX_1 < X < x;, etw(x) = -+t

pourx; < X< Xiy1.

Ailleurs w; est nulle.
La matrice du sygime est la somme de la matrice correspondaatforme bi-
linéairea (voir cours), et de la matrice de la forme bc'slieairee(fo1 u)(folv) dont
les coefficients sont

1 1
E/ Wj(X)dX/ wi(x)dx=eh? V1<i,j<N+1.
0 0
3. C'est en fait une question de cours. On sa@me que
[|U§ — uff] < Ch[|u"]|L=

en apliquant directement legbeme de convergence
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4. Cette question est en fait une copie des questioels au niveau discred
présent. Une possibiétest de reprendre la partie | et derifier que les espaces
discrets ne changent pas l&sultats par rapport aux espaces continues.
Une autre possibilé est la suivante. Notors, € My ,2(R) la matrice de la forme
bilinéairea, E, € Mn2(R) aveckEjj =1, etAy € Mni2(R) la matrice de la forme
bilinéairea®. On a

Aﬁ = An+€En.

Le syséme lireaire qui donne la solution est

(An+ €En)XE = By

Les matrices sont telles qég = Al > 0 etEp = B> 0. On montre sans peine que
||XE|| < Cindependament de CommeX¢ € RN on peut extraire une sous-suite
onvergente danBN*2 quande tend vers l'infini. Notons<* cette limite.

5. SoitY un vecteur quelconque tel g&& = 0. Alors
(Y,AhXﬁ) +£<Y7 Exﬁ) = (YvAhXﬁ) = (Bl’bY)v VY € Ker(E).
En passana la limite on trouve

(Y, AnX) = (Bn,Y), VY € Ker(E)

sachant que; € Ker(E). D'ou

(Y AnXg — Bn)
doncAnX; —Bp € Ker(E)L m(E). Or Im(E) est le sous espace vectoriel de
vecteurs coligairesa (1,1, ) = e. On trouve alors

AXpy =Br—2Ae, (e X)) =

C’est un systme lireaireétendu dont les inconnues s@f;, A).
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