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Proposition de correction de l’examen de MM026, Approximation des EDP

1 Exercice I

a. Pour leśelémentsQ1 etP1 pris śepaŕement, la taille de l’espace est le nombre
de noeuds du maillage. Nous allons voir que lesélémentsQ1 et P1 sont compati-
bles, ce qui fait que la dimension est inchangée soitdim(Vh) = 9.
Les 9 fonctions de base sont construites en vérifiant quewM(M) = 1 etWM(N) = 0
pourN 6= M, et ceux pour toutM = A, · · · , I, et en s’assurant de la continuité aux
interfaces. On trouve

wA(x,y) = (1− x)(1− y) dansT1, wA(x,y) = 0 ailleurs,

wB(x,y) = x(1− y) dansT1, wB(x,y) = 2− x− y dansT2, wB(x,y) = 0 ailleurs,

wC(x,y) = x−1 dansT2, wC(x,y) = 1− y dansT3, wC(x,y) = 0 ailleurs,

wD(x,y) = (1− x)y dansT1, wD(x,y) = 2− x− y dansT6, wB(x,y) = 0 ailleurs,

wF(x,y) = (x−1)(2− y) dansT4, wF(x,y) = 0 ailleurs,

wG(x,y) = y−1 dansT6, wG(x,y) = 1− x dansT5, wG(x,y) = 0 ailleurs,

wH(x,y) = x+y−2 dansT5, wH(x,y) = (2−x)(y−1) dansT4, wB(x,y) = 0 aill.,

wI(x,y) = (x−1)(y−1) dansT4, wI(x,y) = 0 ailleurs.

La fonction de basewE a un support non nul dans toutes les mailles

wE(x,y) =































xy dansT1,

y dansT2,

2− x dansT3,

(2− x)(2− y) dansT4,

2− y dansT5,

x dansT6.

La continuit́e se v́erifie sur les interfaces en utilisant leséquations de ces interfaces
(ar exemple l’́equation de la droite(C,G) estx+ y−2 = 0).

b.
On sait qu’il faut prendreV 0

h = {vh ∈Vh, vh = 0 surΓ}. Notons

vh = ∑
M=A,··· ,I

αMwM
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la décompositiond evh sur la base, avecvh(M) = αM. Commevh s’annule sur le
bord, il reste un seul temre dans la sommevh = αEwE . DoncV 0

h = Vect(wE) est
de dimension 1.

c. Soit uh = αEwE la solution du probl̀eme variationnel avec

αE

Z

Ω
|∇wE |

2 =
Z

Ω
wE .

Par symétrie on peut ramener les calculsà des int́egrations uniquement surT1 et
T2. On a

Z

T1

wE =
1
4

et
Z

T1

wE =
1
6

ainsi que
Z

T1

|∇wE |
2 =

2
3

et
Z

T2

wE =
1
2
.

Donc
Z

Ω
wE = 2×

1
4

+4×
1
6

=
5
6

et
Z

Ω
|∇wE |

2 = 2×
2
3

+4×
1
2

=
8
3
.

Au final αE = 5
16, soituh = 5

16wE .

2 Exercice II

a. On a directement
a(u,v)−a(v,u) = 0

ce qui montre la syḿetrie.

b.
Il faut vérifier la continuit́e et la coercivit́e dea, et la continuit́e del. Le th́eor̀eme
de Lax-Milgram assurera alors l’existence et l’uncité deu solution variationnelle

a(u,v) = l(v), u ∈V, ∀v ∈V.

La continuit́e dea est imḿediate

|a(u,v)| ≤
Z

Ω

[

2
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∣
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∣
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∂x2

∣
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dx

≤ (2+1+
1
2

+
1
2
)‖u‖ ‖v‖ = 4‖u‖ ‖v‖.
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La continuit́e de l est une conśequence de l’ińegalit́e de Poincaŕe ‖v‖L2(Ω) ≤
C‖v‖ pour toutv ∈V = H1

0(Ω)

|l(v)| ≤ || f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤C|| f ||L2(Ω)‖v‖.

c.
On int̀egre par partie pouru dansH2(Ω). Donc

0 = a(u,v)− l(v)

=
Z

Ω

(

−
∂

∂x1

(

(1+ x1)
∂u
∂x1

)

−
∂2u

∂x2
2

−
1
2

∂2u
∂x2∂x1

−
1
2

∂2u
∂x1∂x2

− f

)

v dx, ∀v ∈V.

CommeV est dense dansL2 (c’est un ŕesultat de base) on peut prendre

v = −
∂

∂x1

(

(1+ x1)
∂u
∂x1

)

−
∂2u

∂x2
2

−
1
2

∂2u
∂x2∂x1

−
1
2

∂2u
∂x1∂x2

− f ∈ L2(Ω).

D’où

−
∂

∂x1

(

(1+ x1)
∂u
∂x1

)

−
∂2u

∂x2
2

−
1
2

∂2u
∂x2∂x1

−
1
2

∂2u
∂x1∂x2

− f = 0.

Finalement on remarque que∂
2u

∂x2∂x1
= ∂2u

∂x1∂x2
d’où le ŕesultat demand́e.

D’autres raisonnements sont possibles.

d. Voir le cours. La dimension deVh est(N −1)2.

3 Exercice III

a.
Consid́erons 2≤ i ≤ N. Le sch́ema s’́ecrit sous la forme

u j+1
i =

(

1−2α
∆t

∆x2

)

u j
i +

(

α
∆t

∆x2 −
∆t

2∆x

)

u j
i+1 +

(

α
∆t

∆x2 +
∆t

2∆x

)

u j
i−1.

Pouri = 1 on utilise la condition au bordu j
0 = 0 et on trouve

u j+1
1 =

(

1−2α
∆t

∆x2

)

u j
1 +

(

α
∆t

∆x2 −
∆t

2∆x

)

u j
2.

Pouri = N +1 on utilise la condition au bordu j
N+2 = u j

N et on trouve

u j+1
N+1 =

(

1−2α
∆t

∆x2

)

u j
N+1 +

(

2α
∆t

∆x2

)

u j
N .
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Cela donne la valeur desαi,βi,γi pour tous les 1≤ i ≤ N + 1. On remarque que
αi ≥ 0, βi ≥ 0 etγi ≥ 0 dès que les conditions 1−2α ∆t

∆x2 ≤ 0 etα ∆t
∆x2 −

∆t
2∆x sont

réaliśees. Ces conditions sont identiques aux conditionsénonćees dans le texte.
On a alors toujours

αi +βi + γi, 1≤ i ≤ N +1.

Donc
|u j+1

i | ≤ αi|u
j
i |+βi|u

j
i+1|+ γ j|u

j
i−1| ≤ ||U j||, 2≤ i ≤ N.

On a en fait la m̂eme ińegalit́e pouri = 1 eti = N +1. D’où

|u j+1
i | ≤ ||U j||, 1≤ i ≤ N +1 =⇒ ||U j+1|| ≤ ||U j||

ce qui montre la stabilité.

b. On refait les calculs et on trouve

u j+1
i =

(

1−2α
∆t

∆x2 −
∆t
∆x

)

u j
i +

(

α
∆t

∆x2

)

u j
i+1 +

(

α
∆t

∆x2 +
∆t
∆x

)

u j
i−1.

Pouri = 1 on utilise la condition au bordu j
0 = 0 et on trouve

u j+1
1 =

(

1−2α
∆t

∆x2 −
∆t
∆x

)

u j
1 +

(

α
∆t

∆x2

)

u j
2.

Pouri = N +1 on utilise la condition au bordu j
N+2 = u j

N et on trouve

u j+1
N+1 =

(

1−2α
∆t

∆x2 −
∆t
∆x

)

u j
N +

(

α
∆t

∆x2 +
2∆t
∆x

)

u j
N−1.

La seule condition qui apparait est

1−2α
∆t

∆x2 −
∆t
∆x

≥ 0

qui est identiquèa la condition du texte. D’òu le ŕesultat demand́e.

Quel sch́ema pŕefèrera-t-on quandα est petit par rapport̀a ∆x ?

c. Tous calculs faits le schéma dua est d’ordre 1 en temps et 2 en espace. Le
sch́ema dub est d’ordre 1 en temps et 1 en espace. Sous les conditions de stabilité
citées plus haut, ces schémas sont convergents avec les mêmes ordres d’après le
théor̀eme de Lax.

d. Evident.
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