Universi€ Pierre et Marie Curie
Proposition de correction de 'examen de MM026, Approxioraties EDP

1 Exercicel

a. Pourlestlementd; etP; pris £paément, la taille de I'espace est le nombre
de noeuds du maillage. Nous allons voir qued&snentsQ, et P, sont compati-
bles, ce qui fait que la dimension est inchaagoitdim(V},) = 9.

Les 9 fonctions de base sont construites@rifiant quemy (M) =1 etWy(N) =0
pourN # M, et ceux pour toumM = A, --- |1, et en s’assurant de la contireigux
interfaces. On trouve

Wa(X,Y) = (1—X)(1—y) dansTy, wa(x,y) = 0 ailleurs

wg(X,y) = X(1—Yy) dansTy, wg(x,y) = 2—x—y dansTy, wg(X,y) = 0 ailleurs
We(X,Y) = Xx— 1 dansTy, we(X,y) = 1—y dansTs, we(X,y) = 0 ailleurs
Wp(X,y) = (1—X)y dansTy, wp(X,y) = 2—x—Yy dansTg, wg(X,y) = 0 ailleurs
WE(X,Y) = (X—1)(2—Y) dansTs, wg(x,y) =0 ailleurs
wg(X,y) =y — 1 dansTg, wg(X,y) = 1—xdansTs, wg(X,y) = 0 ailleurs
WH (X,Y) = X+Yy—2 dansTs, Wy (X,Y) = (2—X)(y— 1) dansTs, wg(x,y) = 0 aill.,
wi (X,y) = (x—1)(y—1) dansTs, w;(x,y) = 0 ailleurs

La fonction de baseg a un support non nul dans toutes les mailles

( Xy dansTy,
y dansTo,
2—X dansTs,

We(XY) =0 (2_x)2—y) dansTs,
2—y dansTs,
X dansTsg.

\

La continui€ se \erifie sur les interfaces en utilisant ieguations de ces interfaces
(ar exemple Equation de la droitéC, G) estx+y—2 =0).

b.
On sait gu'il faut prendr&’r? = {Vh € Vh, Vh = 0 surl" }. Notons

Vh = ; aApMWm
M=A- |



la decompositiond &, sur la base, aveq,(M) = apm. Commevy, s’annule sur le
bord, il reste un seul temre dans la somvpe- agWg. Doncvﬁ = Vect(wg) est
de dimension 1.

c. Soitup = agwg la solution du prol#me variationnel avec

GE/ ‘DWE‘ZZ/WE.
Q Q

Par symétrie on peut ramener les calcalgsles inkgrations uniquement siif et

T>. On a

W_let W_l
i E_4 i E_6

ainsi que
2 1
Ow 2:—et/w =z,
[rll E’ 3 T2 : 2
Donc L 1 &
=2X = 4+4x ===
/QWE ><4—|— ><6 6

et

2 1 8
2 < -_°5
/Q|DWE| —2><3+4><2 3

Au final 0g = 5, SOitUy = We.

2 Exercicell

a. On adirectement
a(u,v)—a(v,u)=0

ce qui montre la sy#trie.

b.
Il faut vérifier la continuié et la coercivié dea, et la continuié del. Le theoeme
de Lax-Milgram assurera alors I'existence et I'udditeu solution variationnelle

a(u,v)=1(v), ueV,WweV.

La continuit dea est imnediate
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La continuie del est une corémuence de liagalié de Poinca |v||L?(Q) <
C|v|| pour toutv € V = H}(Q)

T < 1llezi) Mlezi) < ClI Iz IVII-

C.
On intégre par partie pour dansH?(Q). Donc

0=a(u,v)—I(v)
ou u 1 d%u 1 d4
— ouy_ou_ - _ y V.
/ ( 0x1< X )ax1> 0 20M0x  20%0% >de’ we

CommeV est dense darls’ (c’est un ésultat de base) on peut prendre

0 ou\ 0%u 1 d%u 1 9%
= I 29U e
v 0X1 (( * l) axl) ax% 20%20X1 2 0X10X2 < ( )

D'ou

0 ou\ 0%u 1 d%u 1 9%
e (R %) Py IR -~z —f=0.
aX]_ aX]_ 6X2 2 6X20X1 2 aX]_aXZ

d%u
Finalement on remarque qlgéa— 3%10% d’ou le résultat demargd
D’autres raisonnements sont p055|bles

d. Voir le cours. La dimension dé, est(N — 1)2.

3 Exercicelll

a.
Consicerons 2< i < N. Le sclema sécrit sous la forme

g A\ AN A A
ul (1 2up>uij+(am—ﬂ ul g+ R u .

Pouri = 1 on utilise la condition au bord(j) = 0 et on trouve

( NG 1 e oax) 2

Pouri = N 41 on utilise la condition au borr#\l+2 uN et on trouve

j+1 At i At J



Cela donne la valeur des, 3j,y; pour tous les Ki <N+ 1. On remarque que
aj >0, Bi > 0 ety, > 0 des que les condltlons420(A <0 eta— — 7ax Sont
realiges. Ces conditions sont identiques aux condltﬂmrmcees dans Ie texte.
On a alors toujours

ai+Bi+yi, 1<i<N+1

Donc )
] < il |+ Bilul g |+ viulg | < UYL 2<i<N.

On a en fait la @me iregali€ pouri = 1 eti=N+ 1. D’ou
W< UIL 1<i <N 1= (Uit < U]

ce qui montre la stabikt
b. Onrefait les calculs et on trouve

y At AN At A AN
ul (1 2055 A_><)uj+< re W, + A st u .

Pouri = 1 on utilise la condition au bord(j) =0 etontrouve

1 BB (oA

Pouri = N +-1 on utilise la condition au bortf\I+2 = u,j\l et on trouve

i1 At At At 24t

La seule condition qui apparait est

i
Us.

At At
1-20— — = >
AX2  AX

qui est identique la condition du texte. Do le resultat demargl

Quel sclema péferera-t-on quand est petit par rappod Ax ?

c. Tous calculs faits le sé&ma dua est d’'ordre 1 en temps et 2 en espace. Le
sclema dub est d’ordre 1 en temps et 1 en espace. Sous les conditionslliet

citées plus haut, ces smimas sont convergents avec ledmes ordres d’aps le
théoeme de Lax.

d. Evident.



