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1 Exercice I

a.
La dimension deVh est 3. C’est́egal au nombre de points du maillages,à savoir
9, moins les points situtés sur le bordΓ1 c’està dire 6. Les fonctions de base sont
wB, wE et wH .

wB(x,y) = x− y dansT2, wB(x,y) = 2− x− y dansT3, wB(x,y) = 0 ailleurs.

wH(x,y) = x+ y−2 dansT7, wH(x,y) = y− x dansT6, wH(x,y) = 0 ailleurs.

wE(x,y) = x dansT1, wE(x,y) = y dansT2 et T3, wE(x,y) = 2− x dansT4,

wE(x,y) = 2−x dansT5, wE(x,y) = 2−y dansT6 et T7, wE(x,y) = x dansT8.

b.
La formulation s’́ecrit

Z

Ω
∇u ·∇vdx =

Z

Ω
xvdx

où la solutionu est cherch́ee dansV = {u∈H1(Ω), u = 0 surΓ1}. La formulation
variationelle est́ecrite pour toutv ∈V .

c. Le syst̀eme lińeaire se d́etermine en prenantuh ∈ Vh et vh ∈ Vh, puis en
développant sur les fonctions de base. On obtient le système de taille 3







a(wB,wB)αB +a(wE ,wB)αE +a(wH ,wB)αH = l(wB),
a(wB,wE)αB +a(wE ,wE)αE +a(wH ,wE)αH = l(wE),
a(wB,wH)αB +a(wE ,wH)αE +a(wH ,wH)αH = l(wH)

Les inconnues sont les coefficients(αB,αE ,αH). La solution se d́etermine ensuite
sous la forme

uh = αBwB +αEwEαHwH .

Les formes bilińeairea et linéairel sont

a(u,v) =
Z

Ω
∇u ·∇vdx, et l(v) =

Z

Ω
xvdx.
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2 Exercice II

a. On a par int́egrations par parties successives

Z

Ω

[ ∂u
∂x1

∂v
∂x2

]

dx = −
Z

Ω

[

u
∂2v

∂x1∂x2

]

dxx = −
Z

Ω

[

u
∂2v

∂x2∂x1

]

dx =
Z

Ω

[ ∂u
∂x2

∂v
∂x1

]

dx

ce qui prouve quea(u,v) = a(v,u). On remarque qu’on a utilisé le fait que les
fonctions sont de classeC2 et nulles aux bord.

b.
Il faut vérifier la continuit́e et la coercivit́e dea, et la continuit́e del. Cette ques-
tions est tr̀es semblablèa celle de l’examen. Le théor̀eme de Lax-Milgram assur-
era alors l’existence et l’uncité deu solution variationnelle

a(u,v) = l(v), u ∈V, ∀v ∈V.

La continuit́e dea est imḿediate

|a(u,v)| ≤
Z

Ω

[

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂v
∂x1

∣

∣

∣

∣

+2

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂v
∂x2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂v
∂x2

∣

∣

∣

∣

]

dx

≤ (1+2+1)‖u‖ ‖v‖ = 4‖u‖ ‖v‖.

La continuit́e del est une conśequence de l’ińegalit́e de Poincaŕe‖v‖L2(Ω) ≤C‖v‖

pour toutv ∈V = H1
0(Ω)

|l(v)| ≤ || f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤C|| f ||L2(Ω)‖v‖.

La coercivit́e s’obtient gr̂aceà

a(u,u) =
Z

Ω

[

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

2

+(2− x2)

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

2

+
∂u
∂x1

∂u
∂x2

]

dx

≥
Z

Ω

[

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

2

−

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

]

dx

car 2− x2 ≥ 1. D’autre part on sait queab1
2(a2 +b2) pour tout(a,b) ∈ R

2, donc

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

≤
1
2

(

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

2
)

Donc

a(u,u) ≥
Z

Ω

[1
2

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x1

∣

∣

∣

∣

2

+
1
2

∣

∣

∣

∣

∂u
∂x2

∣

∣

∣

∣

2
]

dx =
1
2
‖u‖2
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ce quiétablit la coercivit́e dea.

c.
On int̀egre par parties pouru dansH2(Ω). Donc

0 = a(u,v)− l(v)

=
Z

Ω

(

−
∂2u

∂x2
1

−
∂

∂x2

(

(2− x2)
∂u
∂x2

)

−
∂2u

∂x2∂x1
− f

)

v dx, ∀v ∈V.

CommeV est dense dansL2 (c’est un ŕesultat de base) on peut prendre

v = −
∂2u

∂x2
1

−
∂

∂x2

(

(2− x2)
∂u
∂x2

)

−
∂2u

∂x2∂x1
− f ∈ L2(Ω).

D’où

−
∂2u

∂x2
1

−
∂

∂x2

(

(2− x2)
∂u
∂x2

)

−
∂2u

∂x2∂x1
− f = 0

puis

−
∂2u

∂x2
1

−
∂2u

∂x2
2

+2
∂u
∂x2

−
∂2u

∂x2∂x1
− f = 0.

3 Exercice III

a. C’est une question de cours qu’il est très facile de red́emontrer. Le plus simple
est de d́eriver directement la solution proposée

(∂tv+∂x)u0(x− t) = −u′0(x− t)+u′0(x− t) = 0.

L’unicit é (admise) implique que c’est l’unique solution.
On a

∂tv+∂xv = (∂tv+∂x)u(x+1, t)− (∂tv+∂x)u(x, t) = 0.

D’autre part la condition initiale pourv est

v0(x) = u0(x+1)−u0(x) = 0.

Doncv(x, t) = 0 pour toutx, t. Cela montre queu(x+1, t) = u(x, t) pour toutx∈R

et toutt > 0.

b. On suppose ici que la solution est de classeC3. On effectue des d́eveloppement
de Taylorà l’ordre ńecessaire

u(x j, tn+1)−u(x j, tn)

∆t
= ∂tu(x j, tn)+

∆t
2

∂ttu(x j, tn)+O(∆t2),
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puis
u(x j+1, tn)−u(x j−1, tn)

2∆x
= ∂xu(x j, tn)+O(∆x2)

car ce sch́ema est centré (les termes d’ordre 1 disparaissent), et enfin

−ν
u(x j+1, tn)−2u(x j, tn)+u(x j−1, tn)

2∆x
= −

ν
2

∆x∂xxu(x j, tn)+O(∆x3).

La somme de ces trois seconds membres donne l’erreur de consistance du sch́ema
soit

εn
j = ∂tu(x j, tn)+

∆t
2

∂ttu(x j, tn)+O(∆t2)+∂xu(x j, tn)+O(∆x2)

−
ν
2

∆x∂xxu(x j, tn)+O(∆x3)

=
∆t
2

∂ttu(x j, tn)−
ν
2

∆x∂xxu(x j, tn)+O(∆t2)+O(∆x2)+O(∆x3)

=
∆t
2

∂ttu(x j, tn)−
∆t
2

∂xxu(x j, tn)+O(∆t2)+O(∆x2)+O(∆x3).

Donc pour montrer le résultat il faut que∂ttu = ∂xxu. Or c’est le cas car∂tu =−∂xu
donc

∂ttu = −∂t(∂xu) = −∂x(∂tu) = ∂xxu.

Le sch́ema est donc bien d’ordre 2 en espace et en temps.

c.
Une forme explicite du sch́ema est

un+1
j =

(

1−ν2)un
j +

(

ν
2

+
ν2

2

)

un
j−1 +

(

−
ν
2

+
ν2

2

)

un
j+1

=
(

1−ν2)un
j +

ν+ν2

2
un

j−1 +
−ν+ν2

2
un

j+1.

La forme matricielle utilise la matrice

A =





















α β 0 · · · 0 0 γ
γ α β 0 · · · 0 0
0 γ α β 0 · · · 0

· · ·
· · ·

0 0 · · · 0 γ α β
β 0 0 · · · 0 γ α





















avec

α = 1−ν2
, β =

ν+ν2

2
, γ =

−ν+ν2

2
.
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La diagionale est constituée uniquement d eα. Les deux termes extra-diagonaux
β et γ sont dus aux conditions périodiques.

c. Avec les vecteurs propres proposés on a

AVk = λkVk, λk =
(

α+βe2πi k
M+1 + γe−2πi k

M+1

)

.

d.
Une condition suffisante de stabilité s’́ecrit

|λk| ≤
∣

∣

∣α+βe2πi k
M+1 + γe−2πi k

M+1

∣

∣

∣≤ 1

pour toutk. Cette condition est suffisante si la matrice est normale. Or c’est le cas
ici en effet

A = αI +βP+ γP−1

où P est la matrice de permutation

P =





















0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 1 0 · · · 0

· · ·
· · ·

0 0 · · · 0 0 0 1
1 0 0 · · · 0 0 0





















avecPt = P−1. Donc

At = αI +βPt + γ(P−1)t = αI +βP−1 + γP

qui commute bien sur avecA.
Pour montrer le ŕesultat on peut aussi utiliser la décomposition de Fourier deU

U = ∑
k

ukVk, uk ∈ C.

e. Ici on a

λk = α+βeiθk + γe−iθk (θk = 2π
k

M +1
).

Donc

λk = (1−ν2)+
ν+ν2

2
eiθk +

−ν+ν2

2
e−iθk = 1−ν2(1−cosθk)+ iνsinθk

et
|λk|

2 = (1−ν2 +ν2cosθk)
2 +(νsinθk)

2

5



= (1−ν2)2 +2(1−ν2)ν2cosθk +ν4cosθ2
k +ν2(1−cosθ2

k)

= 1−ν2 +ν4 +2(1−ν2)ν2cosθk − (ν2−ν4)cosθ2
k

= 1−ν2(1−ν2)
(

1−2cosθk +cosθ2
k

)

= 1−ν2(1−ν2)(1−cosθk)
2
.

Il apparait que siν ≤ 1 alorsν2(1−ν2) ≥ 0 et donc|λk|
2 ≤ 1 pour toutk. C’est

donc une condition suffisante de stabilité.
On peut́enoncer alors: sous la condition CFLν ≤ 1, le sch́ema est stable dansL2.
Il est donc convergent̀a l’ordre 2 en espace et en temps.
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