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Proposition de correction de la dearie session en MM026, Approximation des
EDP

1 Exercicel

a.
La dimension dé&/, est 3. C'eskgal au nombre de points du maillagassavoir

9, moins les points sitas sur le bordl'; c’esta dire 6. Les fonctions de base sont
Wg, WE etwy.

wg(X,y) =X—ydansTy, wg(X,y) =2—x—ydansTs, wg(X,y) =0 ailleurs

WH (X, Y) =X+Yy—2dansl;, wy(X,y) =y—XxdansTs, wWy(Xy)= 0 ailleurs
We(X,y) =xdansT;, Wg(x,y) =ydansTyetT;, Wg(X,y) =2—xdansTy,
We (X, y) =2—xdansTs, Wg(X,y)=2—ydansTgetT;, wg(xy)=xdansTs.

b.
La formulation sécrit

/ Ou- Ovdx = / xvdx

Q Q

ol la solutionu est cherche dan¥/ = {uc H(Q), u= 0 surl'1}. La formulation
variationelle esécrite pour tout/ € V.

c. Le syseme lireaire se dtermine en prenani, € W, et v, € V;,, puis en
développant sur les fonctions de base. On obtient I&gystde taille 3

a(wg,wp) 0g + a(Wg, W) 0g +a(wWq,ws) ay = | (Wg),
a(we,Wg) o +a(Wg,Wg ) g +a(wWH,Weg) ay = | (Wg),
a(wB,wH)aB-l-a(wE,wH)aE-|—a(wH,wH)0(H = |(WH)

Les inconnues sont les coefficielfitss, 0, oy ). La solution se @termine ensuite
sous la forme
Unh = 0BWB + OEWEQHWH.

Les formes bilieairea et linéairel sont

a(u,v):/ Ou- Ovdx, etl(v):/xvdx.
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2 Exercicell

a. On a par inkgrations par parties successives

ou ov 9%v 9%v ou ov
/Q [a_xla_xJ dx= - /Q [”axlaxz} thox = — /Q [”axzaxl] ox = /Q [a_xza_xJ dx
ce qui prouve que(u,v) = a(v,u). On remarque qu’'on a utiksle fait que les
fonctions sont de class#? et nulles aux bord.

b.

Il faut vérifier la continuié et la coercivié dea, et la continuié del. Cette ques-
tions est tes semblabla celle de 'examen. Le #oeme de Lax-Milgram assur-
era alors I'existence et 'un@tdeu solution variationnelle

a(uv)=1(v), ueV,WweV.

La continuie dea est imnediate

< [ |22 2] 242+ 24 [ 2o
’ —Ja aX]_ aX]_ 6xz aX2 aX]_ aXZ
< A+ 2+ D)ful} [[v]| = 4{[ul} {]v]]-

La continuie del est une coriquence de l'iggalie de Poinca||v|| 2q) < C||V/|
pour toutv € V = H3(Q)

W] < [1Fll20) [ MILzi@) < ClIfllLz(@)lIVII-

La coercivié s’obtient gacea

au |2 oul?> du du
a(U,U)Z/Q[ a_)(l +(2—X2) a_)(z a_)(la_)(z:| dX
ou |2 ou |2 ou||du
> - | ===
- /Q[ aX]_ 6X2 aX]_ aX2 ]dX

car 2—x, > 1. D’autre part on sait quab3(a® + b?) pour tout(a, b) € R?, donc

ouffoul _1(louf® |ou’
OX1||0x2| — 2\ |0x1 0X2
Donc ) )
1|o0u 1|0u 1, .0
> [ [Z]|=—=| +3|— ==
a(u) > [ [5158] +5] 50| ] &x= 30l




ce quiétablit la coercivié dea.

C.
On intégre par parties pourdansH?(Q). Donc

0=a(u,v) —I(v)

ou 0%u
_/< i ((z—xz)a—xz)—axzaxl—f)vdx, wWev.

CommeV est dense darls’ (c’est un ésultat de base) on peut prendre

v:—@—i((z— 2)6“)— Uiz

X2 Ox X2 ) 0%0%1
Dot 92 0 0 02
u u u
22— - —f=0
ox2  0xo (( x) 6xz) OX20X1
puis
0°u 0%u _du 0%u
— 332 Ao T4a. —f=0.
ox§ 0x5 Ox2 0X20%
3 Exercicelll

a. C’estune question de cours qu'il estsgrfacile de reemontrer. Le plus simple
est de ériver directement la solution propEes

(0tv+0x) Up(X—1) = —Up(X—t) +Ug(Xx—t) = 0.

L'unicité (admise) implique que c’est 'unique solution.
Ona
0tV+ 0xV = (0tV+ 0x) U(X+1,t) — (0rv+ 0x) u(x,t) = 0.

D’autre part la condition initiale pour est
Vo(X) = Up(X+ 1) — up(x) = 0.

Doncv(x,t) = 0 pour toutx,t. Cela montre qua(x+1,t) = u(x,t) pour toutx € R
et toutt > 0.

b. On suppose ici que la solution est de clagdeOn effectue desaleloppement
de Taylora I'ordre réecessaire

u(X;,tht1) — U(Xj, th)

At
o = 3eU(Xj, tn) + — O U(Xj, tn) + O(At?),
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puis
U(Xj+1,th) — U(Xj—1,tn)
2AX
car ce schma est centr(les termes d’ordre 1 disparaissent), et enfin

= dxU(Xj,tn) + O(AX?)

Y U(Xj+1,tn) — 2u(Xj,tn) +U(Xj-1,tn)
2AX

La somme de ces trois seconds membres donne I'erreur dstores du sédma
soit

_ —EAXGXXU(XJ' tn) +O(A3).

At
el = diu(x;,th) + Eattu(xj tn) 4 O(At?) + 0xu(Xj, tn) + O(AX?)

—%Axaxxu(xj tn) + O(AX)
At Y 2 2
= 5 9U(Xj,tn) — 5DX0U(X], tn) + O(AL?) + O(AX7) + O(AX®)
At At , ,
= EattU(Xj tn) — EaXXU(Xj tn) + O(At?) + O(AX%) + O(AX3).

Donc pour montrer legsultat il faut qué;;u = dxu. Or c’est le cas cadiu = —dxu
donc
attU = —at <axU) = —ax(atU) = axxu.

Le sclema est donc bien d’ordre 2 en espace et en temps.

C.
Une forme explicite du s@ma est

2 2
vV VvV vV Vv
UMt = (1-v?)ul + (§+7) u g+ (—§+5) ul g

v+ V2 —v+v?
= (1-v?)ul+ TUT_1+ Tu‘]‘ﬂ.

La forme matricielle utilise la matrice

aBfB 0 ---0 Oy

vyap 0-- 00

Oya B 0---0

A=

00--- 0 vy alpf

BOO---0 vya
avec X )
a2 _V+v _ —V+v
a=1-v°, PB= > =5



La diagionale est constiée uniqguement dee Les deux termes extra-diagonaux
3 ety sont dus aux conditionsepiodiques.

c. Avec les vecteurs propres pro@sson a
Ak =MV, A= (G + Bezm.MLH +V672T[i’v'i+1> .

d.
Une condition suffisante de stabdisecrit

M < |a+ BT 4y 2T < 1

pour toutk. Cette condition est suffisante si la matrice est normale. &3t ke cas
ici en effet
A=al +pP+yP!

ou P est la matrice de permutation

010---00
001 0---0

avecP' = P~1. Donc
A =al 4P +yP Y =al +pP 1 +yP

qui commute bien sur avet
Pour montrer le&sultat on peut aussi utiliser l&composition de Fourier dé

U= Zukvk, u € C.

e. Iciona "
A = a + B 4 ye 16 (B = ZHM—H).
Donc
A= (1-v?) 4" zv CALE _V;rvzeiek = 1—Vv?(1—cosBy) +ivsinby
et

A2 = (1—v2+vZcosBy)? + (vsinGy)?
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= (1-V?)?+2(1—v?)v?cosBy + v* cosB? + v2(1— cosh?)
=1-v24+v*+2(1—v?)v?cosB — (V2 —v*) cosh?
=1-v3(1-v?) (1-2cosy + coshy)
= 1-Vv?(1—v?) (1-cosby)?.

|l apparait que sv < 1 alorsv?(1—v?) > 0 et dong/A|? < 1 pour toutk. C’est

donc une condition suffisante de stalilit
On peuténoncer alors: sous la condition CFI< 1, le sclema est stable dams.

Il est donc convergerit I'ordre 2 en espace et en temps.



