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1 Exercicel

SoitQ =]0,2[x]0,2[. Ce domaine est recouvert par un maillage dont les 6 mailles
sontT; ... 6. Les deux mailled; et T4 sont des caés, les autres mailles sont des
triangles.

Figure 1: Le maillage du domairte

Les coordonées des points sodt = (0,0), B = (1,0), C= (2,0), D = (0,1),
E=(1,1),F=(21),G=(0,2),H = (1,2) etl = (2,2). SoitV, 'espace discret
construita partir deQ, dans les ca#s, et ddP; dans les triangles

Vj = {vh € CO(Q); VhTy,Ta € Q1) VhiTy, T, Ts,Ts € PL}-

a. Quelle est la dimension dé, ? Déeterminer une base d4. On notera les
fonctions de basey, avecM = AB,---,1.

b. Déterminer un espace dischqﬁ C V, adapé a la discetisation par la rathode
d’élements finis du prokime

—Au=1, xeQ,
{ 1)

u=0, xel =0Q.



c. Calculer explicitementi, € V{0 la solution variationelle diséte assoéie au
probleme (1). Indication importante : on utilisera au mieux les sy&tries du
probleme pour simplifier les calculs.

2 Exercicell

SoitQ =10,1[x]0,1[ etl = dQ son bord. On not¥ = H}(Q) 'espace de travail

muni de la norme .
2
ol =l = ( [0 "

Soit f € L2(Q) une fonction donée. On éfinit la forme bilireaire

ou ov auﬂ 10u ov 10u ov

a(u,v) = /Q [(1+X1)a—xla_xl 1 o 0% | 20%. 0% | 20% Ot

et la forme lireairel(v) = [5 fvdx. On a utili€ la notatiorx = (x1,X2).

a.  Montrer que la forme biligaire (u,v) — a(u,v) est synétrique pour tout
(u,v) € V2,

b. Montrer que le proleime variationnel assdaca ces donaes admet une solu-
tionu €V et une seule.

c. Montrer que si cette solution appartiént’espaceH?(Q) alors elle \erifie
0°u 0°u odu  d4u

—(14XxX1)=— —=——=——=——— = f dansQ, etu=0 surrl.

(1) 0X2  0x5 Ox1 O0x10%
d. On souhaite mettre en place une approximation g@ments finisQ; du
probleme variationnel @eedent. Plus @ciementgtant don@N € N*, h= ﬁ
on consi@ére le maillage rectangulaire dont les nceuds sont les podatsoor-
donrées(ih, jh) avec 0<i, ] < N+ 1. Décrire I'espace discré&d; par morceaux
conforme assoéia ce maillage et adaph I'espace/ (en particulier, fonctions de
base, dimension).

3 Exercicelll

SoientQ =10,1[, T > 0 un temps@ > 0 un parargtre etx— up(X) une condition
initiale. On consiére le probdme dévolution

ou 0d%°u ou

— —0=—+=—=0 ¥xeQ,vte]o,T

at %o T ox xeQ, el T,

u(0,t)=0 (Lt)=0, Vteo,T|

u(x,0) =up(x), vxeQ.

2



On admettra queg est tel que la solution existe, est unique, et est de clage
en temps e€C* en espace. On va approcher ce pé:ntnda par diferences finies.
Soit N,M deux entiers> 1, ainsi queAX = g, At = 1, X = iAX pouri =
0,...,N+1ettj= jAt pourj=0,...,M+1. On consiére le scbma suivant

u oy —oul 4l W -l

'—a'“ i+l —0. 1<i<N+1 (2
At (Ax)? T oA » 1sisN+1 @)

ainsi que les conditions aux Iimitelé =0, uf'\,+2 = u,j\,, pourj=0,...,M+1,et
la condition initialeu? = up(x;), i = 1,...,N+1. On noterd)) € RN*1 e vecteur
de composantes, i =1,...,N+1.
On utilisera la norme
U= 10l = | max_ui
+1
pour tout vecteut) = (Uj)1<j<ny1 € RNL

a. Ecrire le sciema sous une forme explicite (pas de lien eatret le parangtre
de I'équationa)
uij+1—aluj+[3l ,+1+V|U| 1 1§|§N+17

en fonction de trois nombre{g.,B.,y.) dont on é&terminera la valeur. Montrer la

U+ < |lU}|| sous les deux conditio A)t <1etAx<2a.

b. A présent on consgte le scema

j j ]
—u |+1_2U +“| 1, UW—U_,

e
|
At (Ax)2 * AX

=0, 1<i<N+1, (3)

avec les rdmes conditions initiale et aux limites. Montrer la stabilju 1 +1|| <
||lUJ|| sous I'unique conditiort (A—X + ﬁz) <1

Quel sclema péferera-t-on quand est petit par rappod Ax ?

c. De quel ordre (en temps et en espace) sont les erreurs dstemes pour ces
sckemas ? Que dire de la convergence ?

d. Ecrire le scikma (3) de la questidmsous forme d’unedcurrence vectorielle
gracea des matrices dont on@wisera la éfinition. Ecrire ensuite un séma
implicite ba€ sur les rBmes matrices.



