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1 Exercice I

SoitΩ =]0,2[×]0,2[. Ce domaine est recouvert par un maillage dont les 6 mailles
sontT1,··· ,6. Les deux maillesT1 et T4 sont des carŕes, les autres mailles sont des
triangles.
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Figure 1: Le maillage du domaineΩ

Les coordonńees des points sontA = (0,0), B = (1,0), C = (2,0), D = (0,1),
E = (1,1), F = (2,1), G = (0,2), H = (1,2) et I = (2,2). SoitVh l’espace discret
construità partir deQ1 dans les carŕes, et deP1 dans les triangles

V j = {vh ∈C0(Ω); vh|T1,T4
∈ Q1; vh|T2,T3,T5,T6

∈ P1}.

a. Quelle est la dimension deVh ? Déterminer une base deVh. On notera les
fonctions de basewM avecM = A,B, · · · , I.

b. Déterminer un espace discretV 0
h ⊂Vh adapt́eà la discŕetisation par la ḿethode

d’éléments finis du problème
{

−∆u = 1, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ Γ = ∂Ω.
(1)
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c. Calculer explicitementuh ∈ V 0
h la solution variationelle discrète associée au

probl̀eme (1). Indication importante : on utilisera au mieux les syḿetries du
probl̀eme pour simplifier les calculs.

2 Exercice II

SoitΩ = ]0,1[×]0,1[ etΓ = ∂Ω son bord. On noteV = H1
0(Ω) l’espace de travail

muni de la norme

‖u‖ = ‖u‖V =

(

Z

Ω
|∇u(x)|2dx

)
1
2

.

Soit f ∈ L2(Ω) une fonction donńee. On d́efinit la forme bilińeaire

a(u,v) =
Z

Ω

[

(1+ x1)
∂u
∂x1

∂v
∂x1

+
∂u
∂x2

∂v
∂x2

+
1
2

∂u
∂x1

∂v
∂x2

+
1
2

∂u
∂x2

∂v
∂x1

]

dx

et la forme lińeaireℓ(v) =
R

Ω f vdx. On a utiliśe la notationx = (x1,x2).

a. Montrer que la forme bilińeaire (u,v) 7→ a(u,v) est syḿetrique pour tout
(u,v) ∈V 2.

b. Montrer que le probl̀eme variationnel associé à ces donńees admet une solu-
tion u ∈V et une seule.

c. Montrer que si cette solution appartientà l’espaceH2(Ω) alors elle v́erifie

−(1+ x1)
∂2u

∂x2
1

−
∂2u

∂x2
2

−
∂u
∂x1

−
∂2u

∂x1∂x2
= f dansΩ, etu = 0 surΓ.

d. On souhaite mettre en place une approximation paréléments finisQ1 du
probl̀eme variationnel préćedent. Plus pŕeciśement,́etant donńeN ∈ N∗, h = 1

N+1,
on consid̀ere le maillage rectangulaire dont les nœuds sont les pointsde coor-
donńees(ih, jh) avec 0≤ i, j ≤ N +1. Décrire l’espace discretQ1 par morceaux
conforme associé à ce maillage et adapté à l’espaceV (en particulier, fonctions de
base, dimension).

3 Exercice III

SoientΩ = ]0,1[, T > 0 un temps,α > 0 un param̀etre etx 7→ u0(x) une condition
initiale. On consid̀ere le probl̀eme d’́evolution















∂u
∂t

−α
∂2u
∂x2 +

∂u
∂x

= 0 ∀x ∈ Ω, ∀t ∈]0,T [,

u(0, t) = 0 ∂u
∂x (1, t) = 0, ∀t ∈]0,T [

u(x,0) = u0(x), ∀x ∈ Ω.
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On admettra queu0 est tel que la solutionu existe, est unique, et est de classeC2

en temps etC4 en espace. On va approcher ce problème par diff́erences finies.
Soit N,M deux entiers≥ 1, ainsi que∆x = 1

N+1, ∆t = T
M+1, xi = i∆x pour i =

0, . . . ,N +1 ett j = j∆t pour j = 0, . . . ,M +1. On consid̀ere le sch́ema suivant

u j+1
i −u j

i

∆t
−α

u j
i+1−2u j

i +u j
i−1

(∆x)2 +
u j

i+1−u j
i−1

2∆x
= 0, 1≤ i ≤ N +1, (2)

ainsi que les conditions aux limitesu j
0 = 0, u j

N+2 = u j
N , pour j = 0, . . . ,M+1, et

la condition initialeu0
i = u0(xi), i = 1, . . . ,N +1. On noteraU j ∈ R

N+1 le vecteur
de composantesu j

i , i = 1, . . . ,N +1.
On utilisera la norme

‖U‖ = ‖U‖∞ = max
1≤i≤N+1

|ui|

pour tout vecteurU = (ui)1≤i≤N+1 ∈ R
N+1.

a. Ecrire le sch́ema sous une forme explicite (pas de lien entreαi et le param̀etre
de l’équationα)

u j+1
i = αiu

j
i +βiu

j
i+1 + γiu

j
i−1, 1≤ i ≤ N +1,

en fonction de trois nombres(αi,βi,γi) dont on d́eterminera la valeur. Montrer la
stabilit́e‖U j+1‖ ≤ ‖U j‖ sous les deux conditions2α∆t

(∆x)2 ≤ 1 et∆x ≤ 2α.

b. A présent on consid̀ere le sch́ema

u j+1
i −u j

i

∆t
−α

u j
i+1−2u j

i +u j
i−1

(∆x)2 +
u j

i −u j
i−1

∆x
= 0, 1≤ i ≤ N +1, (3)

avec les m̂emes conditions initiale et aux limites. Montrer la stabilité ‖U j+1‖ ≤

‖U j‖ sous l’unique condition∆t
(

1
∆x + 2α

(∆x)2

)

≤ 1.

Quel sch́ema pŕefèrera-t-on quandα est petit par rapport̀a ∆x ?

c. De quel ordre (en temps et en espace) sont les erreurs de consistance pour ces
sch́emas ? Que dire de la convergence ?

d. Écrire le sch́ema (3) de la questionb sous forme d’une récurrence vectorielle
grâceà des matrices dont on précisera la d́efinition. Ecrire ensuite un schéma
implicite baśe sur les m̂emes matrices.
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