Examen LMM 334

Le sujet d’examen se compose de deux problemes indépendants. Tous docu-
ments autorisés. Calculatrices et téléphones portables interdits.

Exercice 1

Soit un intervalle fermé donné I = [a,b] C R (avec a < b). On se donne une
fonction f : R — R de classe C°. On suppose que f'(x) > 0 pour tout x € I et
que f possede un unique zéro noté y : Iy € I, f(y) =0.

Nous construisons une suite z' par récurrence de la facon suivante. Tout
d’abord on se donne un z° € I quelconque. Ensuite on suppose que z" est
donné. On approche alors la fonction f en 2™ par son développement de Taylor
du second ordre

ha(t) = (&™) (6 — 2" ") + 5 (6= ") "),

+1

Pour déterminer 2" on résout I’équation du second degré

By (2" =0

dont on choisit pour ™! la solution la plus proche de ™. Par récurrence cela
construit la suite n +— z™. L’analyse de cette méthode fait I'objet des questions
qui suivent.

1) Soit A(z) = 1 — QW. Montrer que si A(z"™) > 0, alors les deux

solutions de I’équation h,,(z™*1) = 0 sont réelles et que le solution la plus
proche de x™ est donnée par

2(@)
F(x) (1 n \/A(x)>

2" = g(a™) ot gla) = & -

2) Montrer qu’il existe trois nombres positifs ¢1, ca et ¢z tels que
Veel, 0<c < fl(z)<copet|f'(z)] <ecs.

En déduire que il existe ¢ > 0 tel que : |z —y| < ¢ = A(z) > 0. En
déduire que si 2™ est suffisament proche de y alors 2" *! = g(2™).

3) Montrer que g est de classe C2 sur [y—c,y-+c], que g(y) = y et que ¢’ (y) = 0.
En déduire qu'il existe d > 0 tel que : pour tout 2° € [y —d,y +d] la suite
™ est contenue dans cet intervalle et converge vers .

4) Montrer l'identité : f(z) + (g(z) — ) f'(z) + 5(g(x) — x)*f"(z) = 0. En
dérivant l'identité établir que que ¢”(y) = 0.



5) On pose M = sup;c(,_q,+q) 19" (t)|. Montrer I'inégalité

M 3
|xn+1 _y| < F |mn _y|
pour 2" € [y — d,y + d]. On pose 3 = \/%. En déduire que |2 —y| <

% (ﬁ |m0 — y’)gn pour 2° € [y — d,y + d]. Comparer avec le taux de con-
vergence de la méthode de Newton.

Exercice 2
Soit f une fonction de classe C® sur I'intervalle [—1, 1]. Soit € €]0,1]. On se
donne trois points d’interpolation

Trog = —¢&, 331:0613332:6.

Le polynéme interpolant est p. € P? (ensemble des fonctions polynomes de
degré 2).
Pour toute fonction g continue sur [~1, 1] on notera ||g[| = max ¢y 1) |[g(x)|.

a) Montrer que

p(0) = 1O o) =

f(e) =2f(0) + f(=¢)

2

b) Montrer que
lim p_(0) = (0) et lim pZ(0) = f"(0).
E—

e—0

¢) Montrer qu'il existe un polynéme p que 'on précisera tel que
lim ||p. — p|| = 0.
e—0

d) Montrer que
Lf = pll < CILFI

pour une constante C' > 0 que l'on précisera.



