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Les notes de cours ne sont pas autorisées.
Pensez̀a éteindre vos portables et autres gadgetsélectroniques.

SoitΩ = ]0,1[. On se donne :f ∈ L2(Ω) ; c > 0 un nombre ŕeel strictement positif ;
ainsi queα et β deux autres nombres réels. On s’int́eresse au problème :
Trouver la solutionu du probl̀eme variationnel associé au probl̀eme





u ∈ H2(Ω),
−u′′(x)+ cu(x) = f (x) pourx ∈ Ω,
−u′(0)+αu(0)+βu(1) = 0,

u′(1)+αu(1)+βu(0) = 0.

(1)

L’espace de travail estV = H1(Ω). Pour toutv ∈V on posera

‖v‖ = ‖v‖H1(Ω) =

√
Z 1

0
(v′(x)2 + v(x)2)dx.

Partie I (12 points)

a. On d́efinit la forme bilińeairea pour toutu ∈V et toutv ∈V

a(u,v) =
Z 1

0

(
u′(x)v′(x)+ cu(x)v(x)

)
dx

+α [u(0)v(0)+u(1)v(1)]+β [u(0)v(1)+u(1)v(0)] .

Montrer quea est la forme bilińeaire de la formulation variationnelle dansV as-
socíee au probl̀eme (1). Montrer quea est syḿetrique. Pŕeciser la forme lińeaire
v 7→ l(v) assocíee.
Expliquer le lien entre la notation simplifiéev(0) (respectivementv(1)) et la fonc-
tion trace.

b. Montrer que la forme bilińeairea est continue dansV . Déterminer la constante
de continuit́e en fonction des param̀etres.

c. On suppose queα ≥ |β|. Montrer que la forme bilińeairea est coercive dans
V . Déterminer la constante de coercivité en fonction des param̀etres.
Montrer que le probl̀eme variationnel associé à (1) admet une et une seule solution
que l’on noterau ∈V .
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d. On suppose queα = −β. Montrer qu’il existe une constanteC > 0 indépen-
dante deα telle que :α(u(0)−u(1))2 ≤ C|| f ||2L2(Ω)

. Pŕeciser la constanteC par
rapport aux param̀etres.
En d́eduire que limα→+∞ |u(0)−u(1)| = 0.

e. On poseW = {v ∈V, v(0) = v(1)} ⊂V . Soit

ã(ũ,w) =
Z 1

0

(
ũ′(x)w′(x)+ cũ(x)w(x)

)
dx.

Montrer l’existence et l’unicit́e de ũ ∈ W solution du probl̀eme variationnel :
ã(ũ,w) = l(w) pour toutw ∈W .

f. Dans cette question, ońetudie la limiteéventuelle deu quandα = −β tend
vers l’infini.
On suppose queu tend versu dansH1(Ω) quandα → +∞. Montrer queu = ũ.

Partie II (8 points)

On consid̀ere la forme bilińeairea définieà la questiona., dans le casα =−β≥ 0.
On se donne un entierN suffisament grand, on poseh = 1/N et xi = ih pour
i = 0, . . . ,N. SoitVh l’espace discret deśeléments finisP1 adapt́e au probl̀eme

Vh = {vh ∈C0([0,1]),vh|[xi,xi+1] ∈ P1}.

1. Démontrer que le problème variationnel suivant admet une solution et une
seule :
Trouveruh ∈Vh tel que

a(uh,vh) = l(vh) ∀vh ∈Vh.

Montrer queuh tend versu en normeH1 quandh tend vers zero.

2. Déterminer une base deVh bien adapt́ee au probl̀eme. On justifiera la cons-
truction deVh.

3. Calculer explicitement la matrice du système lińeaire associé.

4. Comment modifierVh pour discŕetiser le probl̀eme d́ecrit à la questione. ?
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