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Les notes de cours ne sont pas autmts
Pensea éteindre vos portables et autres gad@éstroniques.

SoitQ =]0,1[. On se donnef € L?(Q) ; ¢ > 0 un nombreé&el strictement positif ;
ainsi quea et 3 deux autres nombregéels. On s’'inéresse au probe :
Trouver la solutioru du probEme variationnel assdxiau probtme

ue H?(Q),

—u"(x) +cu(x) = f(x) pourxe Q, L
1/(0) + au(0) + Bu(l) = @
U (1) +au(1) +Bu(0) =

L'espace de travail est = H1(Q). Pour toutv € V on posera

1
IVl = lIVllyq) = \//0 (V(X)?+v(x)?)dx.

Partiel (12 points)

a. On cefinit la forme bilireairea pour toutu € V et toutv € V
a(u,v) = /01 (U (x)V (x) + cu(x)v(x)) dx
+0a [u(0)v(0) +u(1)v(1)] + Bu(0)v(1) +u(1)v(0)].

Montrer quea est la forme biligaire de la formulation variationnelle davisas-
sociée au prol@me (1). Montrer qua est synitrique. Peciser la forme libaire
v— |(v) assocge.

Expliquer le lien entre la notation simpév(0) (respectivement(1)) et la fonc-
tion trace.

b. Montrer que la forme biliGairea est continue dang. Déterminer la constante
de continuié en fonction des paragtres.

c. On suppose que > |B|. Montrer que la forme bilidairea est coercive dans
V. Déterminer la constante de coercévén fonction des parastres.

Montrer que le proleime variationnel assdea (1) admet une et une seule solution
que I'on noterau € V.
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d. On suppose que = —B. Montrer qu’il existe une constan@> 0 indepen-
dante dex telle que :a (u(0) — u(l))2 < CHfHEz(Q). Préciser la constant€ par
rapport aux paragtres.
En deéduire que lijg_ ;o |u(0) —u(1)| = 0.
e. OnposeN ={veV, v(0)=v(1)} CV. Soit

1

aw) = /O (T (W (X) + CTX)W(X)) dx.

Montrer I'existence et l'unicé deu € W solution du prol#me variationnel :
a(u,w) = I (w) pour toutw € W.

f. Dans cette question, atudie la limiteeventuelle dex quanda = —f3 tend
vers l'infini.

On suppose quetend verdd dansH(Q) quanda — +oc0. Montrer quet = U.

Partiell (8 points)

On consi@ére la forme bilikairea définiea la questiora., dans le cas = —3 > 0.
On se donne un entiéd suffisament grand, on pose= 1/N et x; = ih pour
i =0,...,N. SoitV; 'espace discret desléments finid! adapé au protdme

Vh={wh € CO([Oa 1]>>Vh|[xi Xiva) € Pl}'

1. Deémontrer que le probme variationnel suivant admet une solution et une
seule :
Trouveru, € V, tel que

a(un,vh) =1(vh) VYVh € W

Montrer queuy, tend versu en normeH?! quandh tend vers zero.

2. Deéterminer une base d& bien adape au prol#me. On justifiera la cons-
truction deVs.

3. Calculer explicitement la matrice du sgste lireaire assoéi.
4. Comment modifie¥, pour discetiser le prok®me dcrita la questiore. ?
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