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1 Exercicel

SoitQ =]0,2[x]0,2[. Ce domaine est recouvert par un maillage dont les 8 mailles
triangulaires sonfty ... g. Les points du plan sont reg(x,y) € R?. Le borddQ =
MUl 2 est 'union de deux parties qui sont

M ={(xy) €0Q, x=0o0ux=2}

et
M ={(Xy) €0Q, y=0ouy=2}.

Figure 1. Le maillage du domaire

Les coordonées des points sodt = (0,0), B = (1,0), C= (2,0), D = (0,1),
E=(1,1),F=(2,1),G=(0,2),H = (1,2) etl = (2,2). SoitV, 'espace discret
construita partir deP;

Vh = {Vh € C°(Q); Vh|Ty, T, o, Ta Ts,Te, T2, Ts € P1s Va = 0 pour(x,y) € M1}

a. Quelle est la dimension dg, ? Determiner une base d&g.



b. Deéterminer laformulation variationelle adép# la discetisation par la rathode
d’éléements finis du prokime

—Au=x, (X,y) € Q,
u= 07 (Xa Y) € r17 (1)
ou=0, (xy)erlo.

c. Ecrire le sys¢me lireaire dont il faut calculer la solution.

2 Exercicell

SoitQ =10,1[x]0,1[ et = dQ son bord. On not¥ = H}(Q) 'espace de travail

muni de la norme L
2
ol = full = (1060 )

Soit f € L2(Q) une fonction donée. On @finit la forme bilireaire

ou ov ou ov  du ov
= [ |——4+2—X)——+ ——
a(u’ V) /Q [axl 6X1 + ( XZ) ax2 0X2 + aXl 6x2] dx
et la forme lireairel(v) = [o fvdx. On a utili€ la notatiorx = (x1,X2).

a. Montrer que la forme bilidaire (u,v) — a(u,v) est synétrique pour toutes
fonctionsu etv dansC?(Q) NV.

b. Montrer que le proldme variationnel assdea ces don@es admet une unique
solutionue V.

c. Montrer que si cette solution appartient’espaceH?(Q) alors elle erifie
0%u u ou 44

(2= — = f dansQ, etu=0surrl.
ox2 ( 2) 0x5  Ox2  0x10%2

3 Exercicelll

Soit T > 0 un temps. Soitiy € C?(R) une condition initiale priodique
Uo(X+1) =up(x) ¥xeR.
On consi@re le probdme dévolution

ou oadu
5t P =0 VXER VEOT]
u(x,0) = up(x), VxeR.

2



On admettra I'unicié de la solution.
a. Rappeler pourquoi
u(x,t) = up(x—t).
En ceduire queu est de class€? en temps e€? en espace.
On c&finit la fonctionv par

v(x,t) = u(x+1,t) —u(x,t), Yx e R, Vt €]0,T|.

Ecrire I'équation diferentielle satisfaite par. Quelle est sa condition initialg?
Rappeler pourquoi

V(X,t) = Vo(X—t).
Montrer quev est identiguement nulle. Qu’est ce que cela implique pGur
b. On va approcher ce prarhe par diferences finies. SoNl,M deux entiers
> 1, ainsi quedx = g7, At = T, X = (j + 3) Axpourj =0,..., M ett, = nAt
pourn=0,... N+1.
On posev = %( et on considre le scema suivant
n+1

Uj

—uf . ul g —uf g _Vu?+1—2u?+u?fl B
At 27X 2Ax

avec les conditions aux limites de typérjpdiqueu” ; = uy etuy, ; = uj. La

condition initiale est? = uo(x;).

On suppose queest de classe? : montrer que le s@&ma est d’ordre 2 en temps

et en espace.

c. OnnoterdJ" € RM* le vecteur de composante’ On utilisera la normé?

pour tout vecteut) = (uj) € RM+1

v\
U[|=[Ull2= | A (U')Z) -
- (a5

Ecrire le scikma sous la forme matricielld™! = AU" pour une matrice\ que
I'on déterminera.

d. Trouver les valeurs propreg de A. Indication: on cherchera les vecteurs
propresvi sous la formeif = —1)

0, 0<j<M, (2

o k
Vi = (% 0<k<M, 6,=2m— .
K < )o<j<M7 =0=1 Tk T[M-I-l

Montrer que la matricé est normale. En &duire une condition suffisante de
stabilitt du sckma.

e. Montrer la relation
A% = 1—v3(1—v?) (1 - coshy)?.
Conclure sur la stabikt.



