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1 Exercice I

SoitΩ =]0,2[×]0,2[. Ce domaine est recouvert par un maillage dont les 8 mailles
triangulaires sontT1,··· ,8. Les points du plan sont notés(x,y) ∈ R

2. Le bord∂Ω =
Γ1∪Γ2 est l’union de deux parties qui sont

Γ1 = {(x,y) ∈ ∂Ω, x = 0 oux = 2}

et
Γ2 = {(x,y) ∈ ∂Ω, y = 0 ouy = 2} .
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Figure 1: Le maillage du domaineΩ

Les coordonńees des points sontA = (0,0), B = (1,0), C = (2,0), D = (0,1),
E = (1,1), F = (2,1), G = (0,2), H = (1,2) et I = (2,2). SoitVh l’espace discret
construità partir deP1

Vh = {vh ∈C0(Ω); vh|T1,T2,T3,T4,T5,T6,T7,T8
∈ P1; vh = 0 pour(x,y) ∈ Γ1}.

a. Quelle est la dimension deVh ? Déterminer une base deVh.
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b. Déterminer la formulation variationelle adaptéeà la discŕetisation par la ḿethode
d’éléments finis du problème







−∆u = x, (x,y) ∈ Ω,

u = 0, (x,y) ∈ Γ1,

∂yu = 0, (x,y) ∈ Γ2.

(1)

c. Ecrire le syst̀eme lińeaire dont il faut calculer la solution.

2 Exercice II

SoitΩ = ]0,1[×]0,1[ etΓ = ∂Ω son bord. On noteV = H1
0(Ω) l’espace de travail

muni de la norme

‖u‖ = ‖u‖V =

(

Z

Ω
|∇u(x)|2dx

)
1
2

.

Soit f ∈ L2(Ω) une fonction donńee. On d́efinit la forme bilińeaire

a(u,v) =
Z

Ω

[ ∂u
∂x1

∂v
∂x1

+(2− x2)
∂u
∂x2

∂v
∂x2

+
∂u
∂x1

∂v
∂x2

]

dx

et la forme lińeaireℓ(v) =
R

Ω f vdx. On a utiliśe la notationx = (x1,x2).

a. Montrer que la forme bilińeaire(u,v) 7→ a(u,v) est syḿetrique pour toutes
fonctionsu et v dansC2(Ω)∩V .

b. Montrer que le probl̀eme variationnel associé à ces donńees admet une unique
solutionu ∈V .

c. Montrer que si cette solution appartientà l’espaceH2(Ω) alors elle v́erifie

−
∂2u

∂x2
1

− (2− x2)
∂2u

∂x2
2

+
∂u
∂x2

−
∂2u

∂x1∂x2
= f dansΩ, etu = 0 surΓ.

3 Exercice III

Soit T > 0 un temps. Soitu0 ∈C2(R) une condition initiale ṕeriodique

u0(x+1) = u0(x) ∀x ∈ R.

On consid̀ere le probl̀eme d’́evolution






∂u
∂t

+
∂u
∂x

= 0 ∀x ∈ R, ∀t ∈]0,T [,

u(x,0) = u0(x), ∀x ∈ R.
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On admettra l’unicit́e de la solution.
a. Rappeler pourquoi

u(x, t) = u0(x− t).

En d́eduire queu est de classeC2 en temps etC2 en espace.
On d́efinit la fonctionv par

v(x, t) = u(x+1, t)−u(x, t), ∀x ∈ R, ∀t ∈]0,T [.

Ecrire l’équation diff́erentielle satisfaite parv. Quelle est sa condition initialev0?
Rappeler pourquoi

v(x, t) = v0(x− t).

Montrer quev est identiquement nulle. Qu’est ce que cela implique pouru?
b. On va approcher ce problème par diff́erences finies. SoitN,M deux entiers
≥ 1, ainsi que∆x = 1

M+1, ∆t = T
N+1, x j =

(

j + 1
2

)

∆x pour j = 0, . . . ,M et tn = n∆t
pourn = 0, . . . ,N +1.
On poseν = ∆t

∆x et on consid̀ere le sch́ema suivant

un+1
j −un

j

∆t
+

un
j+1−un

j−1

2∆x
−ν

un
j+1−2un

j +un
j−1

2∆x
= 0, 0≤ j ≤ M, (2)

avec les conditions aux limites de type périodiqueun
−1 = un

M et un
M+1 = un

0. La
condition initiale estu0

j = u0(x j).

On suppose queu est de classeC3 : montrer que le sch́ema est d’ordre 2 en temps
et en espace.
c. On noteraUn ∈ R

M+1 le vecteur de composantesun
j . On utilisera la normeL2

pour tout vecteurU = (u j) ∈ R
M+1

‖U‖ = ‖U‖2 =

(

∆x
M

∑
j=0

(u j)
2

)
1
2

.

Ecrire le sch́ema sous la forme matricielleUn+1 = AUn pour une matriceA que
l’on déterminera.
d. Trouver les valeurs propresλk de A. Indication: on cherchera les vecteurs
propresVk sous la forme (i2 = −1)

Vk =
(

eiθk j
)

0≤ j≤M
, 0≤ k ≤ M, θk = 2π

k
M +1

.

Montrer que la matriceA est normale. En d́eduire une condition suffisante de
stabilit́e du sch́ema.
e. Montrer la relation

|λk|
2 = 1−ν2(1−ν2)(1−cosθk)

2
.

Conclure sur la stabilité.
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