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Le probleme.

* Soit 2 C RY un domaine born &, A > 0. On consid ére I' équation

—Au = \e" dans €2,
u=>0 sur Of).
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Le probleme.

* Soit 2 C RY un domaine born &, A > 0. On consid ére I' équation

—Au = \e" dans €2,
u=>0 sur Of).

® Terminologie.

© »Some problems in the theory of quasilinear equations”, I.M. Gelfand (1963). Section 15, due a
G.l. Barenblatt.

O »Sur les équations intégrales non linéaires”, G. Bratu (1914).
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"Sur I'équation aux différences partielles + 222 = 07, J. Liouville (1853).
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Le probleme.

* Soit 2 C RY un domaine born &, A > 0. On consid ére I' équation

—Au = \e" dans €2,
u=>0 sur Of).

® Terminologie.

© »Some problems in the theory of quasilinear equations”, I.M. Gelfand (1963). Section 15, due a
G.l. Barenblatt.

O »Sur les équations intégrales non linéaires”, G. Bratu (1914).

O

, . . ol : d? 1n \ A An o
Sur I'équation aux difféerences partielles dude + 552 — 07, J. Liouville (1853).

® Motivation.

SR = 2, 3. "Mathematical problems from combustion theory”, Bebernes et Eberly (1989).

"Diffusion and heat exchange in chemical kinetics”, D.A. Frank-Kamenetskii (1955)
© N = 3. "An introduction to the study of stellar structure”, S. Chandrasekhar (1939 et 1957).
"Die Gaskugeln”, Emden (1907).
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Premieres propriéteés.

Proposition 1  (Joseph-Lundgren)
Il existe \* € (0, 00) tel que

* |l existe une solution réguliere pour 0 < A < \*,
* |l existe une unique solution faible pour A = \*,

* il n'existe pas de solution pour A > A* (méme au sens
faible).

De plus, pour 0 < XA < \*, il existe une solution u) stable, i.e.

/ Vl|? > A/ e p? pour tout ¢ € C°(£2).
Q Q
Définition : u € L' () est solution faible si e“dist(x, 9) € L (Q)

et —/QuAC:)\/QeuC, V¢ e C%(Q), ¢ = 0on o9
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Eléments de preuve.

* On utilise le théoreme des fonctions implicites appliqué a

. Co(Q) x [0,A] — CYQ)
| (u, A) — F(u, \) = —Au — X\e®.

On a F(0,0) = 0 et 2£(0,0) = —A € Is0(C5*(Q), C*(Q)).

—p. 4l



Eléments de preuve.

* On utilise le théoreme des fonctions implicites appliqué a

. Co(Q) x [0,A] = CY(Q)
| (u, A) — F(u, \) = —Au — X\e®.

On a F(0,0) = 0 et 2£(0,0) = —A € Is0(C5*(Q), C*(Q)).

* En multipliant 'équation par la premiere fonction propre du
Laplacien o1 > 0,0n a:

)\1/u901 — /u(—Agpl) = )\/ e'p] > )\/ugol.
Q Q Q Q

Donc \{ > ).
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Eléments de preuve.

* On utilise le théoreme des fonctions implicites appliqué a

. Co(Q) x [0,A] = CY(Q)
| (u, A) — F(u, \) = —Au — X\e®.

On a F(0,0) = 0 et 2£(0,0) = —A € Is0(C5*(Q), C*(Q)).

* En multipliant 'équation par la premiere fonction propre du
Laplacien o1 > 0,0n a:

)\1/ug01 — /u(—Agpl) = )\/ e'p] > )\/ugol.
Q Q Q Q

Donc \{ > ).

* (Brezis-Cazenave-Martel-Ramiendrisoa)
(uy, 1) solution faible = VYA < p,  (ux, A) solution réguliere.
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La question.

Il existe A* € (0, c0) tel que
® il existe une solution réguliére pour 0 < X\ < \*,
® il existe une unique solution faible pour A = \*,

® il nexiste pas de solution pour A > \* (méme au sens faible).

La solution extrémale (u*, \*) du probleme de Gelfand est-elle
une fonction réguliere ?
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Le cas des petites dimensions.

Théoreme 2 (Joseph-Lundgren)
On suppose que €2 = B, est la boule unité. Alors,

si N <9, u* est bornée.

Théoreme 3 (Crandall-Rabinowitz, Mignot-Puel)

On suppose que 2 est un domaine borné regulier arbitraire.
Alors,

si N <9, u* est bornée.
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Preuve (stabilité + inégalité de Sobolev).

e On multiplie 'équation par ) = e%* — 1, > 0:

/VuV(er“’ —1) = )\/ ev(eX —1).
Q Q
: 27u 2 2 U |2
zjfeﬂ IV :—,/|Ve] 2
JJQ
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Preuve (stabilité + inégalité de Sobolev).

e On multiplie 'équation par ) = e%* — 1, > 0:

/VuV(er“ —1) = )\/ ev(eX —1).
Q Q
: 27u 2 2 U |2
zj/eﬂ Vu :—,/|V63 2
JJQ

* On utilise la stabilité de u avec ¢ = e/* — 1 :

/QIV(ej“ — D> )\/Qe“(ej“ — 1)

/ Vei[? >
Q)
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Preuve (suite).

* On combine les deux résultats :

| 9 |
/e“(eru —1) > —,/e“(eyu —1)%,
Q JJQ

fod. > (Z _ 1> / o251,
O\ 0

Donc,

j< 2= / et < ¢ o Au e LFTH(Q).
Q
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Preuve (suite).

* On combine les deux résultats :

| 9 |
/e“(eru —1) > —,/e“(eﬂ” —1)%,
Q JJQ

fod. > (2 _ 1> / o251,
O\ 0

Donc,
j< 2= / et < ¢ o Au e LFTH(Q).
Q

* Par 'inégalité de Sobolev, u € W22771(Q) c L>(Q) si
2j+1> N/2,i.e. N <09.
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Extension a d’autres nonlinéarités.

Soit g : R — R croissante, convexe et surlinéaire :

lim g(u)/u = +o0.

u—-+0o0

—Au = A\g(u) dans (2,
u=0 sur of2.

Théoreme 4 (Nedev, Cabré-Capella)

Soit 2 est un domaine borné régulier arbitraire.
Si N < 3, u* est bornee.

Soit Q2 = By la boule unité. Si N <9, u* est bornée.
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Dimension /N > 10, le cas de la boule.

Théoreme 5 (Joseph-Lundgren)
On suppose que ) = B; est la boule unite. Alors, si N > 10,
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Preuve (stabilité + inégalité de Hardy).

* Lemme (Brezis - Vazquez)
Soitu € H}(Q) une solution.

Siu & L>®(Q2) et si u est stable alors A = A\* and u = u*.
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Preuve (stabilité + inégalité de Hardy).

* Lemme (Brezis - Vazquez)
Soitu € H}(Q) une solution.

Siu & L>®(Q2) et si u est stable alors A = A\* and u = u*.

* Soit ug = log # Alors ug est une solution dans By, avec
A= Ao =2(N — 2). Soit alors une fonction test ¢ :

L9 =x [eng= [ - [ £

Par I'inégalité de Hardy,
up est stable si et seulement si )\ < (N ) & N > 10.

O
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Preuve du lemme.

* On suppose par 'absurde que A < A*. Soit u) la solution
stable et reguliere associée. Alors,

/Qvuwu ) = )\/Qe“(u Y
/QVuAV(u —uy) = )\/ e (u — uy).

Q

Donc /Q\V(u—uA)F _ A/Q(eu—ew)(u—m).

O
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Preuve du lemme.

* On suppose par 'absurde que A < A*. Soit u) la solution
stable et reguliere associée. Alors,

/Qvuwu ) = )\/Qe“(u Y
/QV’LL)\V(U —uy) = )\/ e (u — uy).

Q

Donc /Q\V(u—uA)F _ A/Q(eu—ew)(u—m).

e Comme u est stable, / IV (u — uy)|* > )\/ e (u— uy)”.
Q Q

O

|
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Preuve du lemme.

* On suppose par 'absurde que A < A*. Soit u) la solution
stable et reguliere associée. Alors,

/Qvuwu ) = )\/Qe“(u Y
/QV’LL)\V(U —uy) = )\/ e (u — uy).

Q

Donc /Q\V(u—uA)F _ A/Q(eu—ew)(u—m).

e Comme u est stable, / IV (u — uy)|* > )\/ e (u— uy)”.
Q Q

® On combine les deux résultats :
/ e — e —e" (u—wuy)] (u—uy) > 0.
Q
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Preuve du lemme (suite).

o
/ e —e" —e" (u—wuy)] (u—uy) > 0.
Q
* Par convexité, I'intégrande est négatif ou nul et
U = u).

Mais u & L>°(€2) !

O
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Diagramme de bifurcation pour {2 = Bj.

Joseph-Lundgren :

[l

i 2Nz 2(N-2)

1< N <2 2<N <10 N > 10

Rebai : SI N = 3, il existe encore d’'autres solutions (singulieres)

O
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Diagramme de bifurcation pour g(u) = exp(=;)-

Si Q) = By, N = 2, Fradkin-Wake :

18l

[Pl

< E<Ey

E3E;

1
I
b
1
1
1
1
1
1
1

E 5 .
Aurl0) AorlE} Aprlge)

Y
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La question précisée.

Si N > 10 et Q2 est un domaine (borné régulier) quelconque,
u* est-elle singuliere ?
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La question précisée.

Si N > 10 et Q2 est un domaine (borné régulier) quelconque,
u* est-elle singuliere ?

° SiQ)= By \ By, u* esttoujours bornee, en toute
dimension V.
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La question précisée.

Si N > 10 et Q2 est un domaine (borné régulier) quelconque,
u* est-elle singuliere ?

° SiQ)= By \ By, u* esttoujours bornee, en toute
dimension V.

* (Brezis-Vazquez) Et si ) est convexe ?
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Le cas de l'ellipsoide.

Soit O ={(2/,(1 —t)xzy) : (', xn) € By }. On considere le
probleme
{ —Au = Xe" dans €,

uw=20 sur 0€2;.

Théoreme 6 (Davila-D) Sit < tg et N > 11 alors la solution
extrémale u*(t) est singuliere. De plus,

u*(t)—ln@ + [A*(t) —2(N —-2)| = 0 quand t — 0.

0. @)

Remarque 7 Le cas N = 10 reste ouvert.

-
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Digression : quelques difficultés.

Soit u*(t) la solution extréemale du probleme modele:

—Au = Xe* + f(x,t) dans B
u=10 sur 0B,

ol f(-,0) = 0. Comme u*(0) = ln# et \*(0) = 2(N — 2) = ¢¥,
on obtient (formellement) pour

du* d)\*
— 0 et )\/ = 0
v="200 = (0),
( c* 1 of
—Av — =\N— + —2(2.0) dans B
) AT Rt = A T 0
| v =20 sur 05.

—p. 18/



Quelgues difficultés.

( * 1 0
< —A’U — ‘;‘2’0 = )\/W —+ a—{(w, 0) danS B

v=20 sur 0B.
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Quelgues difficultés.

( c* 1 of
—Av — =N— + = dans B
< v \asz P + g (x,0) dans

] v=20 sur 0B.

* Bien que l'opérateur L = —A — I:f? soit inversible (de H;(B)

dans H~1(B)), on ne peut pas appliquer le Théoréme des
Fonctions Implicites au probleme nonlinéaire.
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Quelgues difficultés.

( c* 1 of
A — Sy B

] v=20 sur 0B.

* Bien que l'opérateur L = —A — I:f? soit inversible (de H;(B)

dans H~1(B)), on ne peut pas appliquer le Théoréme des
Fonctions Implicites au probleme nonlinéaire.

* ['équation ne semble pas donner d’information sur \'.
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Quelgues difficultés.

( c* 1 of
A — Sy B

v=20 sur 0B.

\

* Bien que l'opérateur L = —A — I:ET soit inversible (de H;(B)

dans H~1(B)), on ne peut pas appliquer le Théoréme des
Fonctions Implicites au probleme nonlinéaire.

* ['équation ne semble pas donner d’information sur \'.

* En genéral (par exemple si le membre de droite est positif
ou nul, voir Baras-Goldstein), v ~ |z|~% , oU oy > 0.
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Quelgues difficultés.

)
_ A —

\

c _ v L 9f
\az\Qv — )\ P + g (x,0)

v=20

dans B

sur 0B.

* Bien que l'opérateur L = —A — I:i? soit inversible (de H;(B)

dans H~1(B)), on ne peut pas appliquer le Théoréme des
Fonctions Implicites au probleme nonlinéaire.

* ['équation ne semble pas donner d’information sur \'.

* En genéral (par exemple si le membre de droite est positif
ou nul, voir Baras-Goldstein), v ~ |z|~% , oU oy > 0.

* = On va montrer gu’il existe une unique valeur de A’ pour
laquelle v est bornée.
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Le cas de l'ellipsoide.

Soit O ={(2/,(1 —t)xzy) : (', xn) € By }. On considere le
probleme
{ —Au = Xe" dans €,

uw=20 sur 0€2;.

Théoreme 8 (Davila-D) Sit < tg et N > 11 alors la solution
extrémale u*(t) est singuliere. De plus,

u*(t)—ln@ + [A*(t) —2(N —-2)| = 0 quand t — 0.

0. @)

Remarque 9 Le cas N = 10 reste ouvert.

-
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Preuve : 1. stabilité + inégalité de Hardy.

Supposons qu'il existe une solution u(t) telle que

1
L ©.@)
Comme N > 11,ona2(N —2) < (NZW. Donc, pour ¢ petit,
u— IlL N _ 2 2
)\(t)eH Rl < ( 1 ) .

Pour ¢ € C°(€);), I'inégalité de Hardy donne :

N_2)2 902
s [ et < B | o< [ et

O Par le lemme de Brezis-Vazquez, u(t) = u*(1).
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Preuve : 2. changement de variables.

Soit u la solution cherchée. On pose v(z) = u(x — tryen) :

( 2
~Av — t2 Ju
X 6$N

v=20 sur 0B.

= \e" dans B,

\

On cherche alors v sous la forme :
vzln#—l—¢:u0—|—¢, A=2(N—=2)+pu=c+p.

( ﬁz(b c* c*
“Ad — 2 — ¢ _ 1 _
¢t o2, \x!2¢ |z |* (6 ¢) i
< + £ _ef +t28
|| Ox%;

O\ ¢$=0  surdB.

dans B,
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Preuve : 3. un lemme linéaire.

Lemme 10 Soit g € C*°(B \ {0}) une fonction symétrique telle
que |x|?g € L*(B). Léquation

C>I<
!$!2¢ =g dans B

o =0 suroB,

\

admet une unique solution ¢ € L°°(B) si et seulement si

/ gWo =0,
B

ou Wy(x) = |917|_O‘0+ — |z|7% et ozoi — —N2_2 + \/—(Nf)2 — c*.

O De plus, [[¢ll~(z) < C llzlgll~ ()
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Preuve : 3. un corollaire linéaire.

Corollaire 11 Soient0 <t < 1let f,g € C>(B\{0}) deux
fonctions symétriques telles que |z|%g, |z|*f € L*°(B). Il existe
un unique p € R tel que I'équation

f 5 82q§ c*

“Aé— ¢t
< 023 |af?

»=g+upuf dans B

| ® =0 sur 0B,

admette une unique solution ¢ =: T(f, g) € L*>°(B).

De plus, ||¢]|r=) + |1 < Cf |||5'3|29HL00(B)

ot Cy = C (Il L= (s, | (1226) ™ Nl )

O Pour ¢ = 0, il suffit de prendre p = —fB ?VM[;E
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Preuve : 4. point fixe.

L'éguation

(—Aqﬁ—tQanb C*gb:C* (6¢_1_¢)+

ors, |xz]27  |z|?
0%u
< 4+ B et g2 dans B,
|72|/* &BN
| o =0 sur 0B.

s'ecrit o = T(f(¢),9(¢)) avec

£

2
0(0) = o3 (¢ = 1= 0) + B2 1(6) = et

|z|2 a3

O On résoud par point fixe, grace aux estimations a priori.
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L e lemme linéaire.

Lemme 12 Soit g € C*°(B \ {0}) une fonction symétrique telle
que |x|?g € L*(B). Léquation

C>I<
!$!2¢ =g dans B

o =0 suroB,

\

admet une unique solution ¢ € L°°(B) si et seulement si

/ gWo =0,
B

ou Wy(x) = |917|_O‘0+ — |z|7% et ozoi — —N2_2 + \/—(Nf)2 — c*.

O De plus, [[¢ll~(z) < C llzlgll~ ()
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Preuve du lemme : 1. condition nécessaire.

W, est solution de

( C*

—AWO — Wo=20 dans B,
]2

<

Wo =20 sur 0B.

\

Si ¢ est bornée, on peut justifier I'intégration par parties suivante

A V — AW, - & >:.
Jywo= [, (o ripo ) wo= [ (-awo- o) <o

-
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Preuve du lemme : 2. le cas radial.

On suppose que g est radiale et on cherche ¢ = ¢(r) solution de
~Ap—md=g:

N —1 c*
¢" + T¢/ + r_2¢ = —g.

Alors,

o0r) = i% [ ((f)% - (?)‘”) o(r)
\SN ALC

Comme [g(y)| < 7w, ¢ € L™ et comme [ Wo(x)g(x) dx = 0,

D
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Preuve du lemme : 3. coordonnées sphériques.

* Soitv € L?(S1). Alors, pour 0 € [0, 2], v(0) = >, vre*?.

—p. 29/



Preuve du lemme : 3. coordonnées sphériques.

* Soitv € L?(S1). Alors, pour 0 € [0, 2], v(0) = >, vre*?.

* Soitu € L?*(B), B C R?. Alors, pour r > 0,6 € [0, 27],
u(z) = u(r,0) = >, ug(r)e*?.
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Preuve du lemme : 3. coordonnées sphériques.

* Soitv € L?(S1). Alors, pour 0 € [0, 2], v(0) = >, vre*?.

* Soitu € L?*(B), B C R?. Alors, pour r > 0,6 € [0, 27],
u(z) = u(r,0) = >, ug(r)e*?.
° Soitu € L?(B), B c RN. Alors, pour r > 0,w € SN-1,

u(z) = u(r,w) = ZUk,l("“)SOk,z(w),
k.l

ol (—A)sv-1pp; =0y A =k(N+Ek=2),k>0
1 T
et ©0,1 — P11 = l ; lZl,...,N.
1|22 (sn-1) |zl 2 (sv-1)

-

—p. 29/



Preuve du lemme : 4. composantes nonradiales.

¢ = ori(r)pri(w) est solution de —A¢p — @%(b = g Si P

résoud
N — ¢’ — )\k
!/

—QPr1 — ¢kl

*Or,0=[,gWy= fB go1Wo. On avu qu'alors ¢g 1 € L.

Pkl = Gk.1-

* Comme g est symetrique, on peut prendre ¢; ; = 0 car

g11(r) = /SNl g(r,w)p 1(w) dw = 0.

° Enfin, pour k > 2, c* — A\, <0 = ¢p; € L> car on peut
comparer avec des constantes.

-
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Extension a d’autres domaines.

Soity € C*(B,RY) etpourt >0, = {x +t(x):x € By }.
On considere le probleme

—Au = \e" dans (),
uw=20 sur 0€2;.

Théoreme 13 (Davila-D) Sit < ty et N > 11 alors la solution
extrémale u*(t) est singuliere. De plus, il existe £(t) € B tel que

u*(t) — In

+I\*(t)—2(N-2)| - 0  quand ¢t — 0.

oo

1
[z — ()]

O
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Extension aux petites dimensions.

Théoreme 14 (Davila-D) Sit < to et N > 4 alors il existe une
solution singuliere u(t). De plus, il existe £(t) € B tel que

1
2 — €)1 ||

u(t) — In +|A(t)—2(N—-2)| — 0 quand ¢ — 0.

—p. 32/



Nouvelles difficultés.

* La singularité £(t) n'est plus nécessairement 'origine.
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Nouvelles difficultés.

* La singularité £(t) n'est plus nécessairement 'origine.

* Le lemme linéaire n’est plus valable : il faut maintenant
N + 1 conditions d’orthogonalitée.
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Nouvelles difficultés.

* La singularité £(t) n'est plus nécessairement 'origine.

* Le lemme linéaire n’est plus valable : il faut maintenant
N + 1 conditions d’orthogonalitée.

* = On commence par resoudre un probleme relaxe : pour &
fixé (petit), il existe une famille unique de N + 1 parametres

Lo, - - ., v tels que la solution ¢ de
/ C>I< C>l<
—A¢— Lip— = (#-1-9)+
z =& e —¢J?
9 + - /i0€’26¢—|—LtUQ —I—Z,quz,g
z
| » = —ug sur 0B,

O soit bornée. Ici, up = In = €|2, L; est un "petit" opérateur
d’ordre 2 et les V; ¢ sont des fonctions ad hoc fixées.
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Localisation de la singularité.

Il reste alors a montrer qu'il existe un £ = £(t) tel que
w1 = ue = --- = uny = 0. Pour cela, on integre I’equation contre

des fonctions test bien choisies pour se ramener a un probleme

sur £ de la forme
F(&,t) =0.

On applique enfin le Théoreme des Fonctions Implicites.
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Le cas de I'ellipsoide plat.

Soit Q. = { (2',exn) : (2',xn) € B1 }. On considere le probleme

—Au = e dans ().,
u=20 sur of2..

Théoreme 15 (Davila-D) Si N > 10 et € < ¢y alors la solution
extrémale u*(t) est bornée.

Théoreme 16 (Davila-D) Soit N = N1 + Ny > 10,

), = { (yl,eyg) : (yl,yg) - Q}, ol Q ¢ RM x RN est un
domaine (borné regulier) convexe et 0f) est uniformément
convexe.

Si Ny <9 ete < ¢ alors la solution extrémale «*(t) est bornée.

-
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Perspectives.

* Fabriquer des solutions ayant deux singularités par
recollement de boules.
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Perspectives.

* Fabriquer des solutions ayant deux singularités par
recollement de boules.

* Traiter des problemes d’ordre supérieur :
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Perspectives.

* Fabriquer des solutions ayant deux singularités par
recollement de boules.

* Traiter des problemes d’ordre supérieur :

Théoreme 19 (Davila-D-Montenegro) Soit «* la solution
extrémale de

( Ay = \e¥ dans B,
<
u = % =0 sur 0B.
\ on

Alors u* est bornée si NV < 12 et u* est singuliere si N > 32.
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Perspectives.

* Fabriquer des solutions ayant deux singularités par
recollement de boules.

* Traiter des problemes d’ordre supérieur :

Théoreme 20 (Davila-D-Montenegro) Soit «* la solution
extrémale de

( Ay = \e¥ dans B,
<
u = % =0 sur 0B.
\ on

Alors u* est bornée si NV < 12 et u* est singuliere si N > 32.

* Comprendre les solutions instables de Rebai.

—p. 361
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