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Chapitre 1

L’optimisation linéaire et la méthode du simplexe

1. Notations matricielles

On note L(R™,R™) I'espace des applications linéaires de R™ dans R™. On l'identifiera
a l'espace des matrices a n lignes et m colonnes, a coefficients réels.

Soit A € L(R™,R™). Pour tout entier i (1 < i < m) et tout entier j (1 < j < n), on
note
A; la i-eme colonne de A; c’est un vecteur-colonne a n composantes;
AJ la j-eme ligne de A; c’est un vecteur-ligne & m composantes;
Al le coefficient de A situé dans la i-eme colonne et la j-éme ligne.
Plus généralement, soit 7 une application de I’ensemble {1,2,...,k} dans {1,2,...,m}.
On note A, la matrice a n lignes et k colonnes dont les colonnes sont A1), ..., Ay

De méme, soit A\ une application de ’ensemble {1,2,... h} dans {1,2,...,n} On note
A* la matrice & h lignes et m colonnes dont les lignes sont ANV ... A,

Soit A € L(R™R"), B € L(RP,R™). On note AB € L(RP,R") 'application
composée. On a la formule bien connue

m

(AB) = AIB; =Y AlBF, (1<i<p,1<j<n).
k=1
Cette formule se généralise au cas ou vy est une application de {1,...,k} dans {1,...,p}

et A une application de {1,...,h} dans {1,...,n}:
(AB)) = A*B, .

En particulier, si A est 'application identique de {1,...,n},
(AB)y = AB,,

et si v est 'application identique de {1,...,p},

(AB)* = A*B.

Algorithmique 1 Cours de J.-P. Francoise et C.-M. Marle
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2. Problemes d’optimisation linéaire et géométrie des polytopes

2.1. Définition.  On appelle probléeme d’optimisation linéaire sous forme standard le
probleme suivant:

Trouver un élément x de R™ vérifiant

et rendant maximum la fonction

f(z) =cx.

Dans ce qui précede, A € LR™,R"), b€ R" et c € (R™)* = L(R™,R) sont donnés.
On a écrit
x>0

pour exprimer que toutes les composantes de x vérifient

' >0 pourtoutic {1,...,m}.

2.2. Autres problemes d’optimisation linéaire. = On rencontre d’autres problemes
d’optimisation linéaire qui, par un changement de variables, se raménent au probleme sous
forme standard. On en donnera deux exemples.

1. On suppose donnés 4; € L(RP,R"), b € R" et ¢; € (R?)* = L(RP,R). On doit
trouver z; € RP vérifiant
Az <0, x1 >0,

et rendant maximum la fonction
f1(901) =127 -

On a écrit
Al.ﬁEl S b

pour exprimer que o
(Ajz1)" <b* pour tout ¢ € {1,...,n}.

Afin de ramener ce probleme a la forme standard, on introduit la variable d’écart
x2 € R™. On pose:

m=<m1>€R"+p, Ax = A1z + 29 .

x2

Le probleme s’exprime alors:

T , .
Trouver z = (:131) e R""P vérifiant
2

Ar =b, x>0,

et rendant maximum la fonction
flx) =cizy .
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On I’a donc ramené a la forme standard.

2. Les notations étant les mémes qu’en 2.1, on peut rencontrer le cas ou I’on n’impose
pas a toutes les composantes de I'inconnue z € R™ d’étre > 0. On rameéne le probleme a
la forme standard en dédoublant ces composantes. Par exemple, si la premiere composante
x! peut étre de signe quelconque, on posera

et on imposera & y' et & 2! d’étre > 0. La nouvelle inconnue aura alors m + 1 composantes

y', 2t 22, ..., ™. La relation imposée Az = b s’écrit, avec les nouvelles inconnues,

m
Al (yt =21 +ZA§-xj =0, (1<i<n),
j=2
et la fonction a maximiser f s’écrit
m
f(yl - Z17$27' . .’xm> = Cl<y1 - Zl) + chxj :
j=2

Le probleme est ainsi ramené a la forme standard.

Dans ce qui suit, on revient au probleme sous forme standard et on suppose A €
L(R™ R"™) de rang n.

2.3. Remarques.

1. On peut tout aussi bien chercher & minimiser la fonction linéaire f (il suffit de changer
cen —c).

2. Ce probleme est d’importance pratique considérable. On s’y réfere parfois par le
terme de “programmation linéaire”. Le mot programmation étant a prendre au sens ancien
de programme d’activité que 'on modélise par des données linéaires.

3. Donnons un exemple (un peu trop simple pour correspondre & une situation réelle,
mais significatif) de probléeme concret relevant de la programmation linéaire. Une usine
fabrique divers produits P; (1 <14 < m), en utilisant des matiéres premieres Q; (1 < j < n).
La quantité de matiere premiere (); disponible est supposée fixée: on la note b. La
fabrication d’une unité du produit P; nécessite une quantité A} de la matiere premiere Q1,
une quantité A? de la matiére premiere @z, ..., une quantité A? de la matieére premiere
. Chaque unité de produit P; vendue procure au fabricant un revenu net de c¢; unités
monétaires. Soit z? la quantité de produit P; qui est fabriquée. Le revenu du fabricant est

m

flzt, ..., z") = ZCZ.’BZ

i=1
Le fabricant cherche & maximiser ce revenu, en respectant les contraintes

xi>0,
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exprimant que les quantités produites ne peuvent étre négatives, et

d Al <V, (1<j<n),

=1

exprimant que la quantité consommée de chaque matiere premiere ne peut pas étre
supérieure a la quantité disponible.
On reconnait un probleme d’optimisation du type de celui décrit en 2.2.1.

2.4. Notions sur les convexes, les polytopes et les polyedres. Ainsi qu’on le
verra bientot, la résolution du probleme d’optimisation linéaire 2.1 fait intervenir quelques
propriétés des parties convexes de R™, en particulier des polytopes et des polyedres. On
va tout d’abord rappeler quelques notions a ce propos.

Une partie A de R™ est dite conveze si, pour tout couple de points x et y de A et tout
réel \ vérifiant 0 < A < 1, le point Az + (1 — A)y est élément de A. Géométriquement, cela
signifie que le segment de droite joignant deux points = et y de A est entierement contenu
dans A.

Par exemple, soit f € (R™)* = L(R™,R) une forme linéaire non identiquement nulle
sur R™. Pour tout k réel, 'ensemble des points = € R™ tels que f(z) < k est appelé demi-
espace fermé d’équation f(z) < k. On voit immédiatement que c’est une partie convexe de
R™.

On vérifie aussi immédiatement que l'intersection d’une famille quelconque de convexes
est convexe.

On appelle polytope convere de R™ l'intersection (supposée non vide) d’une famille finie
de demi-espaces fermés de R™. Un polytope convexe est évidemment convexe et fermé.

Par exemple, I’ensemble des points x de R™ qui vérifient x > 0 (c’est-a-dire dont toutes
les composantes x° sont > 0) est un polytope convexe, appelé céne positif.

Autres exemples: pour toute forme linéaire non identiquement nulle f sur R et tout
réel k, les demi-espaces fermés d’équations f < k et f > k sont des polytopes convexes.
Leur intersection est 'hyperplan affine d’équation f = k. C’est aussi un polytope convexe.
Cet exemple montre qu’'un polytope convexe de R™ peut étre de dimension strictement
inférieure & m (la dimension d’un polytope étant, par définition, la dimension du plus petit
sous-espace affine de R™ qui contient ce polytope).

On appelle polyédre convere de R™ un polytope convexe borné de R™. Un polyedre
convexe est fermé et borné, donc compact.

Soient x1, ...,z des points de R™. Un point x de R™ est dit combinaison convexe des
points z; (1 <i < k) s’il peut s’écrire sous la forme
k
T = Z Aixt,
i=1

les \; étant des réels vérifiant
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On vérifie aisément que I’ensemble des combinaisons convexes des points z; (1 <i < k) est
convexe et fermée. C’est le plus petit convexe contenant les ;. On dit que c’est ’enveloppe
conveze de la famille de points (z1,...,z;). On montre que c’est un polyedre convexe.

Soit A une partie convexe et fermée de R™. Un point = de A est dit extrémal si I’égalité
r=ty+(1—-t)z, yetzeA, 0<t<l,

n’a pas d’autre solution que y = z = x. Géométriquement, cela signifie qu’il n’existe pas de
segment de droite non réduit a un point, contenu dans A et contenant le point x dans son
intérieur (c’est-a-dire de maniere telle que x ne soit pas une des extrémités de ce segment).

Lorsque A est un polytope (ou un polyedre) convexe, ses points extrémaux sont aussi
appelés sommets.

On montre qu’'un polytope (ou un polyedre) convexe A de R peut étre décomposé en
faces de diverses dimensions, comprises entre 0 et la dimension du polytope (elle-méme
inférieure ou égale & m). Les sommets sont les faces de dimension 0. La face de plus grande
dimension (égale a dim A, la dimension du polytope) est unique; c’est [’intérieur de ce
polytope. Les faces de dimension 1 sont aussi appelées arétes. Une face de dimension n
(0 <n < dim A < m) est un ouvert connexe d’un sous-espace affine de dimension n de R™;
son adhérence est un polytope convexe de dimension n; c’est la réunion de cette face et de
certaines autres faces de A de dimension < n.

2.5. Définition. On appelle ensemble admissible pour le probleme d’optimisation
linéaire sous forme standard 2.1, I’ensemble

M:{xeRm’Aa}:b,xEO}.

L’ensemble admissible M est 'intersection du sous-espace affine (de dimension m — n,
puisque A a été supposée de rang n) {x e R™ ‘ Ar = b}, et du cone convexe fermé
{x e R™ ‘ x>0 } L’ensemble M est donc convexe et fermé. Ainsi qu’on 'a vu en 2.4,
c’est un polytope convexe. Si de plus M est borné, donc compact, c’est un polyédre convexe.

2.6. Proposition. Soit M ’ensemble des états admissibles du probléme d’optimisation
2.1, et x € M. On note I(z) la suite ordonnée des indices i € {1,...,m} tels que x* > 0.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) x est un sommet de M,
(ii) les vecteurs A;, i € I(x), sont linéairement indépendants.

Démonstration. Supposons (ii) faux. Il existe alors un élément z € R™, z # 0, tel que
2" =0 pour i ¢ I(z), vérifiant Az = 0. Pour € réel de module |¢| assez petit, on a

rtez>0 et Alxtez)=b,

donc x £ ez € M. Par suite

xr =

((z + €2) + (z — €2)),

N =
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ce qui prouve que (i) est faux.

Réciproquement supposons (i) faux. Il existe alors y et z € M, y # z, et A €]0,1], tels
que
r=Ay+(1—-N)z.

Soit i € {1,...,m}. Onax’ = My’ + (1 — N\)2*, avec 2° > 0,4 >0, 2! > 0,et 0 < A < 1.
Par suite, 2% est nul si et seulement si y° et 2% sont tous deux nuls. Le vecteur y — z, non
identiquement nul, vérifie y° — z* = 0 pour tout i ¢ I(z), et il est dans le noyau de A
puisque A(y — z) = 0, ce qui prouve que (ii) est faux. 0O

2.7. Proposition. Soit M [’ensemble des états admissibles du probléeme d’optimisation
2.1. On suppose M non vide. Alors il existe au moins un sommet de M.

Démonstration.  Pour tout point z de M, on note I(z) I'ensemble des indices i €
{1,...,m} tels que z° > 0, et |I(2)| le nombre d’éléments de I(z). Soit I = inf.car |[1(2)].
Il existe x € M tel que |I(z)| = I. Montrons que x est un sommet de M. Si I =0,z =0
et c’est évidemment un sommet. Supposons I > 0. Si z n’était pas un sommet de M, les
I vecteurs A;, i € I(x), ne seraient pas linéairement indépendants. Il existerait donc des
réels \’, i € I(z), non tous nuls, tels que D iel(z) NA; =0. Pour j € {1,...,m}\I(z), on
pose M = 0. Le vecteur A € R™ ainsi défini vérifie AN = 0. Pour tout réel ¢, on pose
z(t) =z +tA. On a

A(z(t)) =b.

L’ensemble des réels t tels que z(t) > 0 est un intervalle fermé, contenant un intervalle
ouvert contenant 1’origine, nécessairement borné au moins d’un coté. Soit ¢,, une extrémité
(finie) de cet intervalle. Alors z(t,,) est élément de M et I(z(t,,)) C I(z), I'inclusion étant
stricte car il existe nécessairement un élément i de I(x) tel que z*(¢,,) = 0. Ceci étant en
contradiction avec la définition de I, x est un sommet de M. U

2.8. Proposition. L’ensemble convexe (polytope ou polyédre)
M:{xERm‘Ax:b, IZO},

a un nombre fini de sommets v(M) < C7, (rappelons que CJ' est le nombre de fagons de
choisir n colonnes parmi les m colonnes de A).

Cette proposition est bien str un corollaire immédiat de 2.6.

2.9. Théoreme. Soit M ’ensemble des états admissibles du probleme d’optimisation
2.1. On suppose M non vide et borné, et on note E(M) l’ensemble des sommets de M.
Alors M est l’ensemble des combinaisons convexes d’éléments de E(M); cela signifie qu’un

point z € R™ est élément de M si et seulement s’il existe des éléments x1,...,xy de E(M)
et des réels \1, ..., A\, vérifiant
k k
i=1 i=1

Démonstration. Soit z € M et r = |I(z)]. Sir =0, z =0 et c’est un sommet.
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Faisons I'hypothese de récurrence: pour r < [, z est une combinaison convexe d’éléments
de E(M). Supposons r = [+ 1. Si z n’est pas un sommet, il existe u et v, éléments de M,
u # v, et tg €]0, 1], tels que z = tou + (1 — to)v.

Pour tout réel £, posons

2(t) =tu+ (1 —t)v.

L’ensemble M étant supposé borné, 'ensemble des t € R tels que z(t) € M est un intervalle
fermé et borné [o, 8]. On a |[I(z(a))| < [I(2)] et [I(2(8))] < |I(z)|, sans quoi «, ou 3, ne
serait pas extrémité de I’ensemble des t pour lesquels z(t) € M. D’apres ’hypothese de
récurrence, z(«) et z(f) sont combinaisons convexes d’éléments de E(M). Mais z = z(to)
est lui-méme combinaison convexe de z(«) et de z(3), donc combinaison convexe d’éléments
de E(M). Réciproquement, puisque E(M) C M et que M est convexe, toute combinaison
convexe d’éléments de E(M) est élément de M. [

2.10. Théoreme. Soit M l’ensemble des états admissibles du probléme d’optimisation
2.1. On suppose M non vide et borné. Alors f atteint son maximum sur M en un sommet.

Démonstration. La fonction f est continue sur M, qui est compact puisque fermé et
borné. Donc f atteint son maximum en un point z de M. Si z n’est pas un sommet, il

existe d’apres le théoreme 2.9 des sommets x1,...,xr de M et des réels A1, ..., A\ vérifiant
k k
)\1'20, Z/\i:1, ZAzmz:Z

On en déduit

f(z) =cz= Z)\if(xi)7

d’ou
k

Z)\i(f(z) — f(2:)) =0.

1=1

Les \; étant tous > 0 et les f(z) — f(z;) aussi (car f atteint son maximum sur M au point
z), on a nécessairement f(z) = f(x;) pour tout i € {1,...,k} tel que \; # 0. Puisque
Zle A; = 1, ensemble des i € {1,...,k} tels que \; # 0 est non vide, ce qui montre que
f atteint son maximum sur M en un sommet (au moins). [

Nous allons maintenant considérer la géométrie des polytopes non bornés.

2.11. Définition. On dit qu'un vecteur y € R™, y > 0, est un rayon infini du polytope
M si pour tout x € M et tout A >0, x + \y € M.

Remarquons que y est un rayon infini si et seulement si
Ay=0 et y>0.

L’ensemble
Y:{yGRm|Ay:Oety20}
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des rayons infinis est un cone convexe.
Considérons ’hyperplan H d’équation

Son intersection H NY avec ’ensemble des rayons infinis est un polyedre convexe. D’apres
la proposition 2.8, il admet un nombre fini de sommets y1,...,yx, et d’apres 2.9, tout
point de H N'Y est combinaison convexe des y;. Comme tout point de Y se déduit par
une homothétie de rapport positif d’'un point de H N'Y, on en déduit que tout point de Y
est combinaison linéaire a coefficients > 0 des y;, 1 < i < k. Les vecteurs yi,...,yr sont
appelés rayons extrémaux de M.

En procédant comme dans la démonstration de 2.9, on obtient:

2.12. Théoreme. Tout point d’un polytope convere M C R™ est somme d’une
combinaison convexe de ses point extrémauz et d’une combinaison linéaire a coefficients
> 0 de ses rayons extrémauz.

3. La méthode du simplexe: apergu général

3.1. Le probleme.

La méthode du simplexe, introduite par G.B. Dantzig en 1947, permet de résoudre le
probleme d’optimisation linéaire 2.1, que nous rappelons ici:

— Trouver un élement x € R™, vérifiant

et rendant maximum la fonction

flz) = cx,
oun Ae LR™,R"),be R", ce (R™)* = L(R™,R) sont donnés.

Dans ce qui suit, on supposera A de rang n. Comme précédemment,
M:{xeRm‘A:c:b, 3320}

désigne l’ensemble admissible du probleme, et E(M) désigne 'ensemble des sommets de
M.

3.2. Principe de la méthode.

Les grandes lignes de la méthode du simplexe sont les suivantes.

Premiere étape. On détermine un sommet x de M.
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Deuxieme étape. On applique a z un critere permettant de savoir s’il existe un point
z de M tel que f(z) > f(x). Si ce n’est pas le cas, f atteint son maximum en z et le
probleme est résolu. Si c’est le cas, on passe a la troisieme étape.

Troisieme étape. On détermine un autre sommet ' de M, voisin de x en un sens
qu’on précisera, tel que f(z') > f(x).

Quatrieéme étape. On revient a la deuxieme étape, en remplagant x par x’.

La méthode donne lieu a un algorithme qui, dans le cas ou M est non vide et borné,
conduit a la solution effective du probleme en un nombre fini d’opérations. On laissera de
coté pour le moment la premiere étape (la détermination d’un sommet de M), car on verra
que lorsqu’on ne dispose pas d’un sommet en évidence, cette détermination peut se faire en
résolvant un probleme d’optimisation linéaire auxiliaire dans lequel 1’ensemble admissible
admet 'origine pour sommet. On va donc étudier d’abord en détail la deuxieme, puis la
troisieme étape, et on reviendra ensuite sur la premiere.

Donnons pour commencer une définition.

3.3. Définition. Dans les hypotheses et avec les notations de 3.1, un sommet x de M
est dit non dégénéré si le nombre de composantes non nulles de = est égal a n.

3.4. Remarques.

1. Soit # un sommet de M, I(z) 'ensemble des indices i € {1,...,m} tels que 2* > 0.
D’apres 2.5, les vecteurs A; de R", avec i € I(z), sont linéairement indépendants. Leur
nombre est donc < n. Le sommet x est non dégénéré si et seulement si ce nombre est égal
a n, donc le plus grand possible.

2. Soit v une partie de {1,...,m} comportant n éléments, telle que les vecteurs A;
(7 € 7y) soient linéairement indépendants. Une telle partie de {1,...,m} existe toujours car
la matrice A est supposée de rang n. On va montrer que s’il existe un sommet z de M tel
que I(z) C , celui-ci est unique. En ordonnant v d’une maniére quelconque (par exemple
lordre naturel) on peut considérer v comme une application injective de {1,...,n} dans
{1,...,m}. Dire que les vecteurs A; (i € ) sont linéairement indépendants équivaut a dire
que la matrice A, (notations du paragraphe 1) est inversible. Si x est un sommet de M tel
que I(x) C 7, on a (toujours avec les notations du paragraphe 1)

A x" =b,

donc
7 = (A,)" .

Cette relation détermine x de maniere unique, puisqu’on doit avoir
20 = ((4,)71)",
) =0 pourj¢-y.

Le point « de R™ défini par ces relations est un sommet de M si et seulement si les z7(*)
(1 <i < n) sont tous > 0.
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3. Soit x un sommet de M (pouvant éventuellement étre dégénéré) et I(z) I'ensemble
des indices i € {1,...,m} tels que z° > 0. On a vu (remarque 1 ci-dessus) que le nombre
d’éléments de I(x) est nécessairement < n. Puisque A est de rang n et que les A; (i € I(x))
sont linéairement indépendants, il existe une partie v de {1, ..., m} comportant n éléments,
contenant I(z) et telle que les A; (j € 7) soient linéairement indépendants. Lorsque le
sommet z est non dégénéré, v est déterminé de maniére unique (puisque alors v = I(x)).
Lorsque x est dégénéré, v est en général non unique.

m!
4. L’ensemble des parties v de {1, ..., m} comportant n éléments est fini (il a I I
nl(m —n)!

éléments). Par suite le nombre de sommets de M est fini.

4. Critere de maximalité: cas d’'un sommet non dégénéré

4.1. Quelques formules. Les hypotheses et notations étant celles de 3.1, soit = un
sommet non dégénéré de M, et v = I(x) 'ensemble des indices i € {1,...,m} tels que
x' > 0. Puisque x est non dégénéré, v a n éléments. On I’ordonne d’une manieére quelconque
(par exemple selon l'ordre naturel); on peut alors considérer v comme une application
injective de {1,...,n} dans {1,...,m}. Puisque z est un sommet, la matrice n x n A,
(notations du paragraphe 1) est inversible.

Soit § le complémentaire de v dans {1,...,m}. On ordonne ¢ de maniére quelconque
(par exemple selon I'ordre naturel).

Pour tout élément z de M on peut écrire, avec les notations du paragraphe 1,
Az = A7 + Asz® =b.
En particulier, si on remplace z par x, on a 2° = 0, donc
Az’ =b.

On en déduit
A2 =AY — As2° .

ou encore puisque A, est inversible,
2V =a7 — (A,) T A0 (%)
Calculons maintenant f(z).

f(2) =cz =27 +c52°
= c, 27 + (c5 — ey (A,) T A5)2°.

Mais comme d’autre part

on peut écrire

f(2) = f(@) + (e5 — ey (Ay) 1 As)2° (xx)
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On peut énoncer:

4.2. Proposition. Les hypotheses et notations étant celles précisées ci-dessus, la
fonction f atteint son maximum sur M au sommet non dégénéré x si et seulement si
toutes les composantes du vecteur-ligne (¢ m —n composantes)

cs — cy(Ay) T As (%)
sont < 0.

Démonstration. Si toutes les composantes du vecteur-ligne (x#x) sont < 0, 'expression
(%) ci-dessus montre que f atteint son maximum sur M au point x, puisque toutes les
composantes du vecteur-colonne z° sont > 0. Réciproquement, si f atteint son maximum
au point x, cette méme expression montre que toutes les composantes du vecteur-ligne
(#kx) sont < 0, car si 'une de ces composantes, d’indice (i), était > 0, on obtiendrait en
prenant pour z° un vecteur-colonne ayant toutes ses composantes nulles sauf celle d’indice
(i), celle-ci étant choisie strictement positive mais assez petite pour que les composantes

de 27 (données par la formule (x)) restent positives, un élément z de M tel que f(z) > f(x).
0

4.3. Remarque. Pour pouvoir appliquer effectivement le critere de maximalité 4.2, on
doit connaitre explicitement la matrice (A,)"*As. On verra dans le paragraphe suivant
qu’on peut déterminer cette matrice, a chaque remplacement d’un sommet par un autre.

5. Pivotement a partir d’'un sommet non dégénéré

Les hypotheses et notations étant celles du paragraphe 4, on suppose de plus que
I’application du critere de maximalité 4.2 a montré que f n’atteignait pas son maximum
en x. Certaines composantes du vecteur-ligne cs — CW(AW)*lA(; sont donc strictement
positives. On choisit I'une de celles-ci, par exemple la plus grande. Soit k son indice
(ke {l,...,m—n}). On a donc par hypothese

Cs(k) — (C'y<A7)_1A6)k > 0.

On va déterminer un sommet y de M, voisin de z, tel que f(y) > f(z). Soit v le
vecteur-colonne a m — n composantes, tel que

5(4) 0 pouri#k, 1<i<m-—n,
vo = :
1 pour i =k.

Pour tout réel t > 0, on pose

Y (t) = 27 — t(A,) A0,
Y (1) = t’ .

Ces relations déterminent un vecteur-colonne y(t) & m composantes, si 'on pose, pour

1 <4 <m,

; 1) sige
lt — Yy ) )
y'(®) {y‘s(’) sii€d.
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Ay(t) = Ay (1) + Asy () = Asa? =,
Fly(1) = ey (1) + csy° (1)
— f() +t<05(k) _ (cy(A,y)—lAa)k) .
On voit que y(t) est élément de M si et seulement si toutes ses composantes sont > 0. Mais
puisque les composantes de v° sont toutes > 0 (celle d’indice k est égale a 1, les autres sont

nulles) et que toutes les composantes de x7 sont, par hypothese, strictement positives, on
voit que I’ensemble des réels ¢t > 0 tels que y(t) € M est:

— la demi-droite [0, +oo[ si toutes les composantes du vecteur-colonne (4 n composantes)
(A,)"tAsv° sont <0,

— un intervalle [0,%42], avec tpmae > 0, si certaines composantes du vecteur-colonne
(AW)_IA(;’U(; sont > 0; dans ce cas, t,,q, est donné par

27(0)

tmaz = inf

ieJ ((A,y)_lAgU‘s)i ’

avec

J= {z e{1,...,m} ‘ ((A,) 450 > o}.
On peut énoncer:

5.1. Proposition. On se place dans les hypothése précisées ci-dessus.

1. Si toutes les composantes du vecteur-colonne (Aﬁy)_lA(;fu‘S sont < 0, M n’est pas
borné et la fonction f n’est pas majorée sur M ; dans ce cas, le probléme d’optimisation 3.1
n’a pas de solution.

2. Siune composante au moins du vecteur-colonne (A,) "t Asv° est > 0, le point y(tmaz)
est un sommet de M qui vérifie

f(y(tmax>) > f(z).

Le sommet y(tmaz) est non dégénéré si et seulement si l’ensemble des indices © € {1,...,n}
tels que ((Aw)_lA(;U‘S)Z >0 et que

27

((Av)_lAM)é)i

tmaz =

a un seul élément.

Démonstration.  Si toutes les composantes de (A,)~tA5v° sont < 0, y(t) appartient &
M pour tout réel t > 0. L’ensemble M, contenant une demi-droite affine, n’est pas borné
. D’autre part, I'expression de f(y(t)) donnée ci-dessus montre que f(y(t)) tend vers +oo
lorsque ¢t — 400, donc que f n’est pas majorée sur M.

Si une composante au moins de (Av)*lA(;v‘s est > 0, I’ensemble des t > 0 tels que
y(t) € M est l'intervalle fermé borné [0, %,,4.]. L’expression de t,,q, donnée ci-dessus
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montre que t,,q, > 0. Par suite, y(tmq.) est élément de M et f (y(tmam)) > f(z). Montrons

que Y(tmaz) est un sommet de M. D’apres la proposition 2.5, il suffit de montrer que les
vecteurs A;, avec i € I (y(tmaw)), sont linéairement indépendants. On a posé

I(y(tmam)) = {Z e{l,...,m} | Y(tmaz)' >0 } .

Soit j un élément de {1,...,n} tel que ((Av)_lA(;v(S)j > 0 et que

27(J)
Fi = tmaz
((Ay)~1A50°)
(on sait qu'un tel élément j existe). On a alors 479 (t;4,) = 0. Les composantes
éventuellement non nulles de y sont donc y?® pour i € {1,....,n},i #j, et y‘s(k)(tm(w) =

tmae > 0. Il suffit donc de prouver que les vecteurs A,y (i € {1,...,n}, i # j) et Az, sont
linéairement indépendants. Supposons qu’ils ne le soient pas. Il existe alors des scalaires
MO (1 <i<n,i#7) et X*) non tous nuls, tels que

> XA+ AP A0 =0. (%)

1<i<n, i#j

Les vecteurs A, ;) (1 < i < n) étant linéairement indépendants, \°%) est nécessairement
non nul. On peut donc se ramener au cas ot AX(F) = 1. D’autre part, on peut poser

A0 — 0,

et on remarque que

Asry = Asv°,

puisque 00D = 0 si i # k et v**F) = 1. L’égalité (%) ci-dessus s’écrit donc, sous forme
matricielle,
AN 4+ A0’ = 0.

En multipliant & gauche par (A,)~! (c’est possible, A, étant inversible) on en déduit
A+ (A) A5 = 0.
Comme on sait que A7) =0, on a donc
((Ay) ' A5°) =0,

ce qui est en contradiction avec la définition méme de j. Les vecteurs Av(i) (1 <i<mn,
i # j) et Asqy sont donc linéairement indépendants, et y(tmqz) st un sommet de M.

Enfin y(t;4.) est non dégénéré si et seulement si le nombre de ses composantes stricte-
ment positives est n, c’est-a-dire si et seulement si

{i e{1,...,n} ) ((A) " 450%) >0 et tae = xV(i)/((A,y)_lA(;v‘;)i}

a un seul élément. 0
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5.2. Remarques.

1. Partant d’'un sommet non dégénéré x de M ou la fonction f n’atteint pas son
maximum, la proposition 5.1 permet, dans le cas ou I’ensemble admissible M est borné, de
déterminer un autre sommet y de M (précédemment noté y(t,q..)), tel que f(y) > f(x).
La proposition 4.2 permet alors de savoir si f atteint son maximum sur M au point .
Si ce n’est pas le cas, et si y est non dégénéré, on peut appliquer la construction décrite
dans la proposition 5.1 pour déterminer un nouveau sommet de M ou f prend une valeur
strictement plus grande qu’en y. On répetera ces opérations autant de fois qu’il le faudra
pour aboutir & un sommet ou f atteint son maximum. Si M est borné, et si au cours des
constructions effectuées on ne rencontre aucun sommet dégénéré, on est assuré d’aboutir
apres un nombre fini d’opérations. En effet, le nombre de sommets de M est fini et tant que
le sommet courant (supposé non dégénéré) n’est pas un sommet ou f atteint son maximum,
la méthode indiquée dans la proposition 5.1 permet de déterminer un autre sommet ou f
prend une valeur strictement supérieure.

La suite de constructions décrite ci-dessus peut ne pas aboutir a la détermination d’un
sommet ou la fonction f atteint son maximum dans deux cas:

— lorsqu’on aboutit a un sommet x de M tel que, avec les notations de la proposition 5.1,
toutes les composantes de (AW)_lA(;v(S soient < 0; on sait alors que M n’est pas borné et
que la fonction f n’est pas majorée sur M, donc que le probleme d’optimisation étudié
n’a pas de solution;

— lorsqu’on aboutit a un sommet de M dégénéré; on étudiera plus loin les difficultés
liées aux sommets dégénérés, et on verra que la construction décrite ci-dessus peut étre
adaptée afin de ne pas étre interrompue par la rencontre d’un sommet dégénéré.

2. Avec les notations de la proposition 5.1, le sommet y(t,,q4.) est voisin du sommet z
au sens suivant: il existe un seul indice k € {1,...,m} tel que y* > 0 et 2% = 0. Du point
de vue géométrique, cela signifie que ces deux sommets sont les deux extrémités d’une aréte
du polytope M.

3. Pour effectuer les constructions indiquées dans la remarque 1 ci-dessus, on doit,
pour chaque sommet x rencontré, déterminer la matrice (A,) ' As, ot on a noté v = I(z)
I'ensemble des indices i € {1,...,m} tels que z* > 0, et § le complémentaire de v dans
{1,...,m}. On a supposé 7y et 6 ordonnés de maniere quelconque. La proposition ci-apres
permet la détermination effective de cette matrice, pour chaque sommet rencontré.

5.3. Proposition. Les hypothéses et notations étant celles de la proposition 5.1, soit
. v(7)
je{l,....n} tel que ((Ay) "1 Asv°)” > 0 et que - = = tmax. Soient ' et 0’ les
((Ay) 1 As09)
applications injectives, respectivement de {1,...,n} et de {1,...,m —n}, dans {1,...,m}

définies par:
) pourr#j,1<r<n,
) pourr=j,

5'(i) = i) pouri#k,1<i<m-—n,
V= (j) pouri=k.
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Alors les images de v et de &' sont deux parties de {1,...,m} complémentaires ['une de
Uautre, et la matrice A est inversible. Posons, pour alléger l’écriture,

a=(A,)""4s, B=(4,) "As.

Alors le coefficient o, est non nul et les coefficients de B s’expriment, au moyen de ceuz a,
par les formules:

o
af——jk pouri#k, 1<i<m-netr#j, 1<r<n,
A k
™ Oé]
B =4 —% pourit#k, 1<i<m-—mnetr=yj,
aj,
1 . .
— pourt=ketr=yj.
\ &

Démonstration. Les images de ' et de ¢’ sont, par définition méme, deux parties
complémentaires de {1,...,m}, tout comme les images de v et de §. Les colonnes de la
matrice A, sont les vecteurs-colonnes A, ;) pour 1 < i < n, i # j, et le vecteur As(;). On a
vu, lors de la démonstration de la proposition 5.1, qu’ils sont linéairement indépendants. La

matrice A,/ est donc inversible. Le coefficient 0‘{3 n’est autre que ((AV)_lA(;v‘;)j, puisque
la seule composante non nulle de v? est v9*) = 1.
Puisque o = (A,) ' As et 8= (A,) " A5, on a

Aa=As, A B=Ay,

ou, en explicitant les produits matriciels,

ZﬁrAV(T)_AfS(@)’ 1<li<n, 1<i<m-—n. (%)
r=1

En tenant compte des expressions de v et de ¢’ au moyen de v et §, on peut mettre I’égalité
(*) sous les formes suivantes:

— pour t = k,

r Al J Al _ Al
> AL+l Asa = Ay
1<r<n,i#j

ou en divisant par ajen en réordonnant les termes

1
§ l l .
< ak) A (7,) —+ A’Y (J) = A /(k) 5 1 S l S n; (***)

1<r<n,r#j o
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— pourt#k,1<i<m-—n,

T Al i 7l Al
Z Oéi A'y’(r) -+ OéZA(;/(k) = A /(,L) .

1<r<n, r#j

Remplagons Ag, (i) Par son expression (kkx). On obtient:

r a?az l O‘g l l . .
Z <OéZ— j >A,y/(r)+a—iA,y/(j):A5/(i), lglgm—n,z#k, 1§l§n

1<r<n,r#j Y

(st )
En identifiant (#%x) et (skkk) avec (k) on en déduit, la matrice A,/ étant inversible, les
expressions des coefficients 3] indiquées dans I’énoncé. [

5.4. Remarques.

1. Les formules indiquées dans la proposition 5.3 s’obtiennent en remplacant la base
de R" formée par les vecteurs A,(;), par une autre base, formée par les vecteurs A, (;),
1 <4 < n. Ces deux bases ne different que par un seul vecteur: A, ;) est remplacé par
As(k)- Un changement de base de ce type est appelé pivotement, et le coefficient non nul

. est appelé pivot.

2. L’image de 7' contient 'ensemble I(y(tmas)) des indices i € {1,...,m} tels que
Y (tmaz) > 0, et lui est égale lorsque le sommet y(t,,q.) est non dégénéré.

5.5. Exemple. Soit P l’ensemble des points de R? dont les coordonnées z,y, z vérifient

x>0, y>0, z2>0,
r—y<4, 3r—4y+32<12, 2<2, y<3.

On se propose de trouver un point de P ou la fonction
f=x4+y+22

atteint son maximum.

On reconnait un probleme d’optimisation linéaire de la forme décrite en 2.2.1. Afin de
le ramener a la forme standard, on introduit des variables d’écart ti, to, t3, t4. Soit M
I’ensemble des points de R” dont les coordonnées x, v, z, t1, ta, ts, ta vérifient

$207 ?JZO, 2207 tlZOa tZZOa t3207 t4207 (1)
r—y+t1=4, 3r—4y+3z+to=12, z+4+t3=2, y+its=3. (2)

On veut déterminer un point de M ou la fonction
f=z+y+2z (3)

atteint son maximum. On a maintenant a résoudre un probleme d’optimisation linéaire
sous forme standard. Une fois celui-ci résolu, il suffira de projeter sur R3 le point
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(r,y,2,t1,t2,t3,t4) de M trouvé, c’est-a-dire de garder seulement ses trois premieéres
coordonnées (x,y, z), pour obtenir un point de P ou f atteint son maximum.

Dans le probleme sous forme standard que nous avons a résoudre, m = 7, n = 4. La
matrice A (a 4 lignes et 7 colonnes), le vecteur-colonne b (4 4 composantes) et le vecteur-
ligne ¢ (& 7 composantes) ont pour expressions:

1 -1 01000 4
3 =4 3010 0 12

A=y o T oo1olit=l5]: e=x 12000 0.
01 000 01 3

Le point mg de R” de coordonnées £ =0, y =0, 2 =0, t; =4, to =12, t3 =2, t, = 3
est élément de M. Les composantes non nulles de ce point sont celles d’indices 4, 5, 6 et
7. Les colonnes de la matrice A d’indices 4, 5, 6 et 7 étant linéairement indépendantes, la
proposition 2.6 montre que mg est un sommet de M. C’est un sommet non dégénéré, car le
nombre de ses composantes non nulles est 4. On prendra ce point comme point de départ
pour 'application de la méthode du simplexe.

Compte tenu des inégalités (1), les troisieme et quatrieme équations (2) montrent que
tout point de M a ses coordonnées z et t3 comprises entre 0 et 2 et ses coordonnées y et t4
comprises entre 0 et 3. La premiere équation (2) montre alors que ses coordonnées z et t;
sont comprises entre 0 et 7. Enfin la seconde équation (2) montre que sa coordonnée to est
comprise entre 0 et 24. Ceci prouve que M est borné; c’est donc un polyedre convexe.

Au paragraphe 4 ; nous avions noté x le sommet non dégénéré utilisé comme point de
départ, z un point courant de M et, au début du paragraphe 5, nous avions noté y un autre
sommet obtenu par pivotement. Comme maintenant x, y et z désignent les trois premieres
coordonnées dans R7, nous noterons mg le sommet pris comme point de départ (c’est le
point de coordonnées x =y = z = 0, t; = 4, to = 12, t3 = 2, t4 = 3). Nous noterons m
un point courant de M, my, ms, ..., les sommets obtenus par pivotements successifs. Les
autres notations seront les mémes qu’au paragraphe 4.1.

La partie v de {1,2,3,4,5,6, 7} associée au sommet non dégénéré mg est {4,5,6,7}. La
partie complémentaire ¢ est {1,2,3}. Les matrices A, et As sont

1 00 0 1 -1 0
0100 3 —4 3
A7_0010’A5_001
00 0 1 0 1 0

On a donc (A,) 1 As = As.

Les formules (%) du paragraphe 4.1, qui expriment la partie m” des coordonnées d'un
point courant m de M au moyen de la partie mo® des coordonnées du sommet de départ
mo et de la partie m? des coordonnées de m,

mY =mg? — (A,) "t Asm°,

s’explicitent sous la forme suivante, (x,y, z,t1, t2, t3,t4) désignant les coordonnées de m,

thh=4—-x+y,

to =12 — 3z + 4y — 3z,

o (4)
3=4a—z,

t4:3—y.
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Pour obtenir ces expressions, on peut bien entendu utiliser I'expression théorique (%) du
paragraphe 4.1 et remplacer (A,) !4, 27 (maintenant noté mg?) et 2z° (maintenant
noté m?) par leurs expressions. Plus simplement, on peut remarquer que ces expressions
s’obtiennent en résolvant par rapport a ti, ts, t3 et t4 les équations (2) ci-dessus qui
définissent (avec les inégalités (1)) ’ensemble admissible M.

De méme, la formule (**) du paragraphe 4.1,
f(m) = [(mo) + (c5 = ¢ (Ay) " Ag)m®,

qui exprime la valeur de la fonction f au point courant m au moyen de sa valeur au sommet
de départ mg et de la partie m® des composantes de m, s’écrit maintenant

f=x+y+2z.

C’est, tout simplement, 'expression (3) de f donnée ci-dessus.

Les composantes de (05 — cW(AW)*lAg) sont les coefficients de x, y et z dans ’expression
de f ci-dessus, c’est-a-dire 1, 1 et 2. Elles sont strictement positives; la proposition 4.2
montre donc que f n’atteint pas son maximum au point my.

On effectue un pivotement en choisissant une des composantes strictement positives de
(05 — cW(AW)_lA(g), par exemple la troisieme (qui vaut 2 et qui correspond au coeffficient
de z dans lexpression de f). Ainsi qu’on 'a vu au début du paragraphe 5, le nouveau
sommet de M auquel conduit ce pivotement s’obtient en conservant a x et a y les valeurs
0, en posant z =t et en donnant a ¢ la valeur la plus grande possible t,,,, pour laquelle ¢,
to, t3 et ty sont > 0. Les équations (4) montrent que t,,,, = 2, car t3 s’annule pour z = 2
(et deviendrait strictement négatif si z prenait une valeur strictement supérieure a 2). Le
nouveau sommet m; auquel mene ce pivotement est donc le point de coordonnées = = 0,
y=0,2=2 1t =4, 1ty =6, t3 =0, t4 = 3. Les deux parties complémentaires 7 et ¢’
de {1,...,7} définies dans la proposition 5.3 sont, respectivement, {3,4,5,7} et {1,2,6}.
Pour calculer les coefficients de la matrice (A./)~! A/, on pourrait bien entendu utiliser les
formules théoriques données dans la proposition 5.3. Il est plus simple de remarquer que les
coefficients de cette matrice apparaissent tout naturellement lorsqu’on résoud les équations
(4) par rapport aux coordonnées z, ti, ty et t4, c’est-a-dire par rapport aux coordonnées
d’indices éléments de 7’. On obtient ainsi

Z:2—t3,
hh=4—-x+y,
_ (5)
t2—6—33§'+4y+3t3,
t4:3—y.
On a donc
-1 1 0
_1 | -3 4 3
(Ay) Ay = 0 0 -1
0O -1 0

Quant a 'expression de f en un point courant m de M, au moyen de la partie m? des
coordonnées de ce point, on l'obtient en remplacant, dans l'expression (3) de f, z par son
expression au moyen de x, y et t3 donnée par la premieére équation (5). On obtient

f=4+z+y—2;. (6)
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Les coefficients de x et de y dans le second membre de ’expression ci-dessus sont > 0;
donc d’apres la proposition 4.2, f n’atteint pas son maximum sur M au sommet m;. On
doit effectuer encore un pivotement. On choisit cette fois le coefficient de  (qui vaut 1). On
fait donc y = t3 = 0, x = t, et on donne a t la valeur la plus grande pour laquelle z, t1, t5 et
ty4, tirés des équations (5), sont > 0. On voit que la plus grande valeur possible pour ¢ est 2,
car to s’annule pour x = 2. Le nouveau sommet obtenu est donc le point msy de coordonnées
x=2,y=0,2=2,1t =2,ty =0, t3 =0, t4 = 3. Les parties complémentaires 7" et
6" de {1,...,7} sont donc {1,3,4,7} et {2,5,6}. Comme ci-dessus, au lieu de déterminer
I’expression de la matrice (AV,,)—lA(;// au moyen des formules théoriques de la proposition
5.3, on résoud les équations (5) par rapport aux variables z, z, t1, t4. On obtient
( 4 1
$:2+§y—§t2+t3,
z2=2— t3 N

B 1 1
t1 —2—§y+§t2—t3,
\ t4 =3 - Y.

On exprime f en fonction des coordonnées y, to et t3 en remplagant = dans (6) par
Iexpression donnée par la premiere équation (7). On obtient:

1

f:6+’§7y—§t2—t3. (8)
Le coefficient de y dans le membre de gauche de ’expression ci-dessus étant > 0, on doit
faire encore un pivotement. On doit cette fois faire t5 = t3 = 0 et donner a y la valeur la
plus grande possible pour laquelle z, z, t; et t4, donnés par les expressions (7), sont > 0.
On voit que cette valeur de y, la plus grande possible, est 3, car pour cette valeur ¢, est
nul. Le nouveau sommet mg obtenu par ce pivotement est le point de coordonnées = = 6,
y:3,z:2, t1:1,t2:0,t320,t420.

On résoud (7) par rapport a x, y, z et t;. On obtient

( 1 4

1=6— gty s~ ota,

o o)
z=2—13,

t1:1+1t2—t3+1t4.
\ 3

3

On exprime f au moyen de to, t3, t4 en remplacant y dans (8) par son expression donnée
par la seconde formule (9). On obtient
1 7
=13 — -to — 13— =t4. 10
f gle—ts =3l (10)
Cette fois, les coefficients de to, t3 et t4 dans le membre de gauche de (10) sont tous < 0.
La fonction f atteint donc son maximum sur M au point ms, et la valeur de ce maximum
est 13.
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6. Pivotement a partir d’'un sommet dégénéré

Les hypotheses et notations sont celles de 3.1. Soit  un sommet dégénéré de M, et I(x)
'ensemble des indices i € {1,...,m} tels que z° # 0. Le nombre d’éléments de I(x) est
strictement inférieur a n. Mais puisque les vecteurs-colonnes A;, i € I(x), sont linéairement
indépendants et que le rang de la matrice A est n, il existe une partie v de {1,...,m}
comportant exactement n éléments, contenant I(x) et telle que les vecteurs-colonnes A;,
1 € 7, soient linéairement indépendants. On peut ordonner v de maniere quelconque, donc

la considérer comme une application injective de {1,...,n} dans {1,...,m}. On note J le
complémentaire de v dans {1,...,m}, que I'on ordonne de maniere quelconque, et que ’'on
considere comme une application injective de {1,...,m —n} dans {1,...,m}. On sait que

la matrice A, (notations du paragraphe 1) est inversible. On supposera, dans ce qui suit,
que le sommet  est explicitement connu, ainsi que 7, § et la matrice (A.) ™! As.

Les calculs effectués au paragraphe 4 sont encore valables, et montrent que pour tout
élément z de M, on a

27 =27 — (A) T A0 (%)
f(z) = f(@)+ (cs — C-Y(Afy)_lA(s)Z(S. (xx)

Le critere de maximalité 4.1 n’est plus applicable. On peut cependant énoncer:

6.1. Proposition. On se place dans les hypothéses précisées ci-dessus.

1. Siles m —n composantes du vecteur-colonne cs — c(Ay) " As sont toutes < 0, la
fonction f atteint son maximum en x.

2. Sl existe un indice k € {1,...,m —n} tel que c5) — (CW(AW)_IAfs)k > 0, et si de

plus, pour tout j € {1,...,n} vérifiant 270) =0, on a ((Ay)_lA(;(k))] <0, la fonction f
n’atteint pas son mazximum au point x.

Démonstration.

1. Dans ces hypotheses, 'expression (x*) de f(z) montre que f atteint son maximum
en x, puisque toutes les composantes de 2% sont > 0.

2. Soit v° le vecteur-colonne & m — n composantes défini par

5(4) 0 pouri#k, 1<i<m-—n,
vo = :
1 pouri=k.

Posons, pour tout réel t > 0,

7 — t(A,y)_lA(;U& 5
Y2 (1) = t° .

—
<
22
—
~
S~—
I

Ces relations déterminent un vecteur-colonne y(t) & m composantes, si l'on pose, pour
chaque i (1 <i <m),
il yﬂY(i) (t) siiey,
t) = .
y'(®) {yéw(t) sii€d.
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Des calculs identiques a ceux du paragraphe 5 montrent alors que
Ay(t) =0,
f(y(t)) f(z) + t(%(k) - (CW(A7)71A5)1€> :

Pour t > 0 et assez petit, on voit que y(t) est élément de M car toutes ses composantes
sont > 0, et que f(y(¢)) > f(z). O

6.2. Proposition. On se place dans les hypothéses de 6.1.2. Soitk € {1,...,m—n} tel
que C5(k) — (C,Y(A,y)_lA(;)k > 0 et que, pour tout j € {1,...,n} vérifiant 79 =0, on ait
((Av)_lA(;(k))J < 0. On définit v° et, pour tout t > 0, y(t), comme dans la démonstration
de 6.1.2.

1. Siles n composantes du vecteur-colonne (147)_11451)‘S sont toutes < 0, M n’est pas
borné, la fonction f n’est pas majorée sur M et le probleme d’optimisation considéré n’a
pas de solution.

2. Si Uensemble d’indices
J={ie{l,...,n}| ((45) " 450°)" >0}

est non vide, posons
27(%)

tmas = Inf

icJ ((A'y)_lAé'Ué)i '
Le point Y(tmaz) est alors un sommet de M qui vérifie f(y(tmas)) > f().

Démonstration. Elle est pratiquement identique a celle de 5.1. Le lecteur fera lui-méme
aisément les adaptations nécessaires. [

6.3. Remarques. Supposons qu’on applique la méthode du simplexe pour résoudre le
probleme d’optimisation linéaire 3.1, et qu’a une certaine étape, on rencontre un sommet
x dégénéré. Plusieurs cas sont alors possibles.

1. Si ce sommet, et la partie ordonnée v de {1,...,m} qui lui correspond, vérifient les
hypotheses de 6.1.1, on a résolu le probleme puisque f atteint son maximum en z.

2. Si ce sommet, et la partie ordonnée v de {1,...,m} qui lui correspond, vérifient les
hypotheses de 6.1.2 et de 6.2.1, on sait que le probleme considéré n’a pas de solution, f
n’étant pas majorée sur M.

3. Si ce sommet et la partie v qui lui correspond vérifient les hypotheses de 6.1.2 et de
6.2.2, cette derniére proposition permet de déterminer un autre sommet y = y(t,,q,) de M
vérifiant f(y) > f(x). De plus, la proposition 5.3 reste applicable et permet la détermination
effecive de la matrice (A./) 7! A5 associée au nouveau sommet y. On pourra donc poursuivre
I’application de la méthode, comme dans le cas ou tous les sommets rencontrés sont non
dégénérés.
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4. On peut cependant rencontrer aussi le cas ol les hypotheses de 6.1.1 et 6.1.2 ne sont
pas vérifiées, c’est-a-dire le cas ou il existe un indice k € {1,...,m —n}, pas nécessairement

unique, tel que
Cs(k) — (CW(AV)ilAS)k >0

mais que, pour chacun de ces indices k, il existe un indice j € {1,...,n} vérifiant
279 =0 et ((A )~ 1A5) > 0.

Supposons ces indices k et j choisis, et voyons ce qui se passe lorsqu’on essaie d’appliquer
la méthode de pivotement décrite au paragraphe 5. Posons, comme dans la démonstration
de 6.1,
o0 — 0 pouri#k, 1<i<m-—n,
1 pourz=k,

puis, pour tout ¢ > 0,

Yy (t) =27 —t(A,) " An’,
Y (t) =
Enfin, pour chaque indice i (1 < i < m), posons
yW sii€ny,
5(1) sii€d.

L’ensemble des réels ¢ > 0 tels que y(t) € M est maintenant réduit a {0}, de sorte qu’'on
doit poser
tmaz = 0.

Par suite, le sommet y(,q2), qui doit remplacer x, coincide avec z. Cependant, la suite
ordonnée ~' associée a ce sommet, et la suite complémentaire ¢’, ne coincident pas avec =y
et 0, respectivement. Elles sont données, comme dans la proposition 5.3, par

/ _ 7(T> pourr#j,lgrgn,

v(r) = {5(1{;) pour r = j,

5'(i) = d(i) pouri#k, 1<i<m-—n,
| v(j) pouri=k.

On vérifie aisément que les vecteurs A;, i € 4/, sont linéairement indépendants et que
les formules donnant I’expression de la matrice (A,/)~' A4/, indiquées dans la proposition
5.3, restent valables. Le “pivotement” consistera alors a remplacer v par v/, § par &', le
sommet z restant inchangé. On pourra alors étre dans I'un des cas envisagés en 1, 2 ou 3
ci-dessus, et poursuivre 'application de la méthode du simplexe. Si 'on est encore dans
le cas ou les hypotheses de 6.1.1 et 6.1.2 ne sont pas vérifiées, on effectuera un nouveau
“pivotement”, consistant a remplacer v/ par 7", §’ par 6", le sommet z restant toujours
inchangé. On répetera cette opération autant de fois qu’il sera nécessaire pour que la
situation se débloque. On devra veiller & ce que les parties & n éléments ~v,7/,...,v®), ...
contenant I(z) successivement choisies ne forment pas un “cycle”, c’est-a-dire soient toutes
distinctes, sans quoi l’algorithme construit risquerait de se poursuivre indéfiniment (en
“tournant en rond”) sans jamais aboutir.
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7. La détermination d’un sommet

Pour mettre en ceuvre effectivement la méthode du simplexe, il reste encore a montrer
comment trouver un sommet particulier de ’ensemble admissible M, et déterminer ex-
plicitement la matrice correspondante (A,)~'As (pour un choix de v et de § adapté a ce
sommet). On considérera tout d’abord un cas particulier.

7.1. Un cas particulier.  Considérons le probleme d’optimisation linéaire décrit au
paragraphe 2.2. Les éléments A; de L(R?,R"), b de R", ¢; de (R?)* = L(RP,R) sont
donnés, et on doit déterminer un élément x; de RP vérifiant

Ajz; <D, r1 >0,

et rendant maximum la fonction
f1(901) =177 -

Ainsi qu’on I’a vu en 2.2, on ramene ce probleme a la forme standard en introduisant la
variable d’écart x5 € R" et en posant

T = <x1> eR"P, Ax = Az, + 2.

x2

Le probleme devient alors: trouver x = (zl) € R""P vérifiant
2

et rendant maximum la fonction

flx) =ciz1 .

b
du probleme. Ce sommet est non dégénéré si et seulement si toutes les composantes de
b sont > 0. Prenons v = {p+1,...,p+n}, 6 = {1,...,p}, et ordonnons ces parties de
{1,...,p + n} selon l'ordre naturel. La matrice A, est alors la matrice unité (a n lignes
et n colonnes) et les matrices As et (A,) ' As coincident avec la matrice 4;. On a donc
toutes les données nécessaires pour appliquer la méthode du simplexe.

Supposons b > 0. Le point x = <0> € R™"P est alors un sommet de I’ensemble admissible

7.2. Cas général. Revenons au probleme d’optimisation linéaire sous forme standard,
exposé aux paragraphes 2.1 et 3.1. Afin de déterminer un sommet de I’ensemble admissible
M, on peut procéder comme suit.

On commence par changer en leurs opposés les composantes de b strictement négatives,
ainsi que les lignes de méme indice de la matrice A. On se ramene ainsi au cas ou toutes
les composantes de b sont > 0.

On introduit alors la variable auxiliaire y € R", et on étudie le probleme d’optimisation

linéaire suivant: trouver (y) e R™" vérifiant

Ar+y=0>b, x>0, y>0,
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et rendant maximum la fonction .
i=1

On appellera ce probleme “probleme auxiliaire” pour le distinguer de celui initialement
donné. Si I’ensemble admissible du probleme initial

M:{xGR”’Ax:b, xZO}

est non vide, I’ensemble admissible du probleme auxiliaire

M = { (‘;) € Rt

contient M x {0} (ou {0} désigne l'origine de R™); le maximum de la fonction g sur M’ est
0, et il est atteint en tout point de M x {0}. D’autre part, M’ admet pour sommet le point

Ar4+y=0b, x>0, yZO}

(2) On peut donc appliquer la méthode du simplexe, en prenant ce point pour point de
départ, pour résoudre le probleme d’optimisation auxiliaire. On obtiendra ainsi un sommet
de M’, nécessairement de la forme <g), car en ce point g atteint son maximum (qui est

nul). Le point correspondant = de R™ est un sommet de M, que 'on pourra utiliser comme
point de départ pour ’application de la méthode du simplexe au probleme initial.

On observera que le probleme d’optimisation auxiliaire est du type particulier étudié en
7.1, et qu’en déterminant le sommet x de M par la méthode indiquée ci-dessus, on obtiendra
en méme temps ’expression de la matrice correspondante (AV)_lAg.

8. Disposition des calculs en tableaux

Lorsqu’on travaille a la main (ce qui est possible tant que m et m ne sont pas trop
grands) la tache peut étre sensiblement facilitée par une disposition astucieuse des calculs,
sous forme de tableaux. Cette disposition peut également aider a mieux comprendre le
fonctionnement de la méthode du simplexe, et constituer un guide pour la réalisation d’un
programme d’ordinateur effectuant le travail automatiquement.

Nous allons exposer cette disposition en tableaux sur 'exemple traité au paragraphe
5.5. Apres introduction des variables d’écart t1, to, t3 et t4, on était parvenu au probleme
suivant. On note M 1’ensemble des points de R dont les coordonnées z, y, z, t1, to, ts, t4
vérifient

$207 yZOa 2207 t1207 t2207 t3207 t4207
r—y+t1 =4, 3r—4y+3z2+to=12, z+4+t3=2, y+ty=3.

On veut déterminer un point de M ou la fonction
f=z4+y+2z

atteint son maximum.
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Le tableau ci-dessous regroupe les données du probleme.

T y z t1 to t3 14

1 -1 0 1 0 0 O 4

3 =4 3 0 1 0 O 12

0 01 0 O 1 O 2

0 10 0 0 0 1

1 12 0 0 0 O f
* * * *

La ligne supérieure de ce tableau (que nous numéroterons 0) indique simplement le nom
des variables x, v, z, t1, ta, t3, t4. Lorsqu’on sera suffisamment familiarisé avec la disposition
en tableaux, on pourra 'omettre car elle ne changera pas tout au long des opérations qui
seront effectuées.

Les cinq lignes suivantes (que nous numéroterons 1, 2, 3, 4 et 5) contiennent, dans les
sept colonnes de gauche, les coefficients des variables z, y, z, t1, to, t3 et t4, dans le systeme
d’équations linéaires

x - +11 = 4,
3 —4y 43z +to = 12,
z —|—t3 = 2,

Y +tg = 3

x +y +2z = f.

Parmi ces cinq lignes, on a séparé par un trait horizontal les quatre premieres de la derniere,
car leurs natures sont différentes: les lignes 1 a 4 correspondent aux quatre équations
linéaires qui servent a définir le polytope M, tandis que la ligne 5 correspond a I’expression
de la fonction & maximiser f. Dans la derniere colonne des lignes 1 a 4 on a fait figurer les
membres de droite des équations linéaires qui servent a définir M. Dans la derniere colonne
de la ligne 5, on a mis f pour rappeler que cette ligne donne I’expression de la fonction f.

Enfin la derniere ligne contient seulement des marques * placées dans certaines colonnes.
On va voir tout de suite lesquelles et pourquoi.

On sait que le polytope M comporte un sommet en évidence, de coordonnées x = 0,
y=0,2=0,t =4, ty =6, t3 =2, t4, = 3, qui sert de point de départ dans "application
de la méthode du simplexe. On notera S; ce sommet. On remarque que les colonnes qui
sont marquées d'un signe * dans la derniere ligne sont précisément celles qui correspondent
aux coordonnées non nulles 1, to, t3 et t4 de S;. On remarque aussi que les coefficients de
la cinquieme ligne du tableau (celle qui donne 'expression de f) qui sont dans les colonnes
non marquées par un signe x sont nuls. Cela restera vrai pour tous les tableaux qui seront
calculés successivement.

Pour savoir si la fonction f atteint son maximum sur M en ce sommet, il suffit de regarder
le signe des coefficients qui figurent dans les colonnes non marquées d’un * de la cinquieme
ligne du tableau. Si un au moins de ces coefficients est > 0, la proposition 4.2 permet
d’affirmer que f n’atteint pas son maximum en ce sommet. En effet, ces coefficients sont tout
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simplement les composantes du vecteur-ligne noté, dans le paragraphe4, cs — CV(AV)_lAg.
Dans le cas présent, ces coefficients sont 1, 2 et 1; ils sont > 0, donc f n’atteint pas son
maximum au sommet S7. On comprend d’ailleurs immédiatement pourquoi, en remarquant
que cette cinquieme ligne ne fait qu’exprimer la relation

THy+22=f;

comme x, y et z sont nuls au sommet S7, on peut en augmentant une de ces coordonnées,
faire croitre la valeur de f, tout en restant dans M.

On choisit une des colonnes dont le coefficient dans la cinquieme ligne est > 0. Par
exemple, la colonne correspondant a la variable z. Effectuer un pivotement consiste a
augmenter le plus possible la valeur de la variable z (les autres variables = et y dont les
colonnes ne sont pas marquées d’un * restant nulles). Si aucun des coefficients situés dans
les quatre premieres lignes de cette colonne n’était > 0, la proposition 5.1 montrerait que
M n’est pas borné et que f peut prendre des valeurs arbitrairement grandes: en effet
ces coefficients sont les composantes du vecteur-colonne que nous avions noté, dans cette
proposition, (AV)_IA(;’U(;. Dans notre exemple ce n’est pas le cas: deux de ces coefficients,
ceux de la seconde et de la troisieme ligne, sont > 0. Chacune des lignes correspondantes
indique une valeur que z ne doit pas dépasser. La seconde ligne exprime en effet 1’'égalité

3r —4y+3z+1t =12.

Les variables x et y restant nulles, on fait croitre z, depuis la valeur 0, et simultanément
décroitre to depuis la valeur 12 de maniere telle que cette égalité reste toujours satisfaite.
Puisque t5 doit rester > 0, on voit que z doit rester < 4. De méme, la troisieme ligne
exprime 1’égalité

Z+t3:2

Comme t3 doit rester > 0, z doit rester < 2.

On prend la plus petite des deux valeurs ainsi trouvées: c’est 2, et la ligne qui a servi a
déterminer cette valeur maximale est la troisieme. Le coefficient qui se trouve dans cette
troisieme ligne et dans la colonne de z est notre pivot. Dans notre exemple, sa valeur est
1. Le nouveau sommet Sy auquel on va aboutir apres pivotement aura z pour composante
non nulle, et t3 pour composante nulle. Dans la derniere ligne du tableau, on effacera donc
le signe * de la colonne de t3, et on en placera un dans la colonne de z. Pour obtenir les
coefficients du nouveau tableau, on retranche, de chaque ligne du tableau autre que celle
du pivot (dans cet exemple, la troisieme) un multiple convenablement choisi de la ligne
du pivot, afin d’annuler tous les coefficients situés dans la colonne du pivot, autres que
le pivot lui-méme. Ainsi, dans notre exemple, on laisse la premiere ligne inchangée car
son coefficient dans la colonne du pivot est nul; on retranche de la seconde ligne 3 fois
la troisieme; on laisse inchangée la troisieme ligne (celle du pivot), ainsi que la quatrieme
puisque son coefficient dans la colonne du pivot est déja nul. On retranche enfin de la
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cinquieme ligne 2 fois la troisieme ligne. On obtient ainsi le tableau

T y 2 t1 1o t3 14

1 -1 0 1 O 0 0 4

3 -4 0 0 1 -3 0 6

0 01 0 O 1 0 2

0 1 0 0 O 0 1 3

1 10 0 0 -2 0 f—4
Xk % *

Ce tableau ne fait qu’exprimer le systeme d’équations linéaires, obtenu a partir du
précédent en retranchant des autres équations des multiples convenablement choisis de
la troisieme équation,

x -y +t1 = 47
3z —4dy +to  —3ts = 6,
z —|—t3 = 2,
Y +ta = 3;

X +y —213 = f —4.

Le nouveau sommet S5 auquel nous avons abouti est le point de coordonnées x =0, y = 0,
z=2,t =4,ty =6, t3 =0, t4 = 3. On remarque qu’on obtient ces valeurs simplement
en regardant les colonnes marquées d’un *; chacune d’elles contient un seul coefficient non
nul, en fait égal a 1, et le coefficient situé dans la méme ligne que ce coefficient non nul,
dans la colonne de droite, donne la valeur de la coordonnée correspondante.

Partant de ce tableau, on effectue les mémes opérations que celles faites précédemment.
On trouve successivement les tableaux suivants.

x y z 1t ta  t3 t4

0 1/3 0 1 -1/3 1 0 2
1 —4/3 0 0 1/3 -1 0 2
O 0 1 O 0 1 0 2
0 1 0 0 0 0 1 3
0 773 0 0 -1/3 -1 0 f—6
* * ok *

A cette étape, le sommet S3 auquel on est arrivé est le point de coordonnées = = 2, y = 0,
z2=2,t1 =2,t =0, t3 =0, t4 = 3; la valeur de f en ce point est 6. On remarque qu’on
a divisé la logne du pivot par 3, afin de donner au pivot (qui est le coefficient sitié colonne
1, ligne 2) la valeur 1. La ligne 5 comportant un coefficient 7/3, strictement positif, dans
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la colonne de y, un nouveau pivotement est nécessaire et conduit au tableau

T Yy 2 1 to t3 ta

000 1 —-1/3 1 -1/3 1

1 0 0 O 1/3 -1 4/3 6

O 01 0 0 1 0 2

01 0 O 0 0 1 3

o oo o0 —-1/3 -1 -7/3 f—13
* % * *

Le sommet S; auquel on est arrivé est le point de coordonnées =z = 6, y = 3, z = 2,
ti =1,t =0, t3 =0, ty = 0; la valeur de f en ce point est 13. La derniere ligne du tableau
ayant, dans ses sept premieres colonnes, des coefficients tous < 0, la fonction f atteint son
maximum sur M au point Sy.
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Chapitre 11

Méthodes directes

1. Quelques remarques sur les systemes linéaires

1.1 Systemes linéaires. Une partie du présent chapitre traite de la résolution de
systemes linéaires de la forme

1.1, 1.2 1 1
a;x +axx® 4+ +a,x” =0,
ajz' + a3z + - +aZa" = b7, 0

al'x' +ay'a® + - +alz" =",

Dans ce systéme les inconnues sont les 2%, 1 < i < n, tandis que les a et les b/, 1 < i < n,
1 < j < m, sont des scalaires donnés. On supposera dans la suite que le corps des scalaires
considéré est le corps des réels R, mais on pourrait traiter de méme le cas ou c’est le corps
des complexes C.

1.2. Ecriture matricielle.  On écrit souvent ce systeme sous forme matricielle
AX = B, (2)
avec . .
a; as a, x! bt
2 2 2
ay  ap ap, z? b?
A= ) : , X = . , B =
m m m n m
ayp’  ag ap, x b

On dit que X est un vecteur (on précise parfois vecteur-colonne) élément de R™, B un
vecteur élément de R™ et A une matrice m x n (& m lignes et n colonnes). On considerera
A comme un élément de l'espace L(R™, R™) des applications linéaires de R™ dans R™; on
identifiera en effet systématiquement les applications linéaires entre espaces numériques et
les matrices qui les représentent.

1.3. Point de vue géométrique. L’application linéaire A € L(R™,R™) et le vecteur
B € R™ étant donnés, résoudre le systeme linéaire (2) consiste a trouver le (ou les)
vecteur(s) de R™ que l'application A envoie sur B. On rappelle que 'image A(R"™) de

Algorithmique 29  Cours de J.-P. Francoise et C.-M. Marle



30 Chapitre II. Méthodes directes

A (ensemble des vecteurs AX, lorsque X parcourt R™) est un sous-espace vectoriel de
R™, dont la dimension p est appelée rang de 'application linéaire A. Ce sous-espace est
engendré par les vecteurs formés par les colonnes de la matrice A, puisque ceux-ci sont les
images (par A) des vecteurs de la base canonique de R™. On rappelle également que le
noyau ker A de I'application A (ensemble des X € R" tels que AX = 0) est un sous-espace
vectoriel de R™, et qu’on a entre le rang de A, la dimension n de I'espace sur lequel A est
définie, et la dimension du noyau de A, la relation

n=p+ dimker A,
ce qui implique, puisque dimker A > 0,
p<n.
D’autre part, le rang p de A vérifie évidemment
p=m,
puisque I'image de A est un sous-espace de R". Par suite,
p <inf(m,n).

Ces quelques considérations géométriques rendent tres facile la discussion de 'existence
de solutions du systeme linéaire (2):

— Supposons le rang p de A égal a la dimension m de I'espace dans lequel A prend ses
valeurs, ce qui implique n > m. Le systeme (2) admet alors des solutions quel que soit le
choix du vecteur B € R™.

— Supposons le rang p de A strictement inférieur a la dimension m de 'espace dans
lequel A prend ses valeurs. Le systéme (2) admet alors des solutions si et seulement si le
vecteur B est élément de I'image de A.

— Dans un cas comme dans 'autre, lorsque l’ensemble des solutions de (2) est non
vide, cet ensemble est un sous-espace affine de R"™, se déduisant du noyau de A par une
translation, donc de méme dimension que ce noyau. Il comporte un élément unique si et
seulement si le noyau de A est réduit a {0}, c’est-a-dire si et seulement si A est injective.
On reconnait qu’on est dans ce cas lorsque les vecteurs formés par les colonnes de A sont
linéairement indépendants.

— En particulier, lorsqu’on a p = n = m, 'application A est un isomorphisme de R" sur
lui-méme. Pour chaque choix du vecteur B € R™, le systeme (2) admet alors une solution
unique. On reconnait qu’on est dans ce cas lorsque la matrice A est carrée (n = m) et de
déterminant non nul.

1.4. Systemes augmentés. Dans certaines applications on doit résoudre plusieurs
systemes linéaires de la forme (2), la matrice A étant la méme pour tous ces systemes,
tandis que le vecteur B € R™ prend plusieurs valeurs différentes. Il est commode de
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considérer tous ces systemes comme formant un seul systeme, dont I'inconnue est exprimée
sous forme matricielle. Les algorithmes que nous étudierons plus loin permettront en effet
de les résoudre simultanément.

Ainsi par exemple, le systeme

ai aé aé xi xé yi y% y% bi bé 1 0 0
ay ag as ry Ty Y1 Y U3 by by 0 0 1
est équivalent a la famille de systemes
ap ay a3\ [z} b;
a? a3 a3 z? | = b |, 1<i<2, (4)
af a3 ai) \} b}
et
a;y ag as Yi Y U3 0 0 1

qui exprime que la matrice Y = (y}) est I'inverse de la matrice A = (a%).
On remarque qu’apres avoir calculé I'inverse Y de la matrice A, on peut aisément obtenir

la solution du systeéme (2) pour tout vecteur B, puisqu’elle est donnée par
X =YB. (6)

On peut donc se demander s’il est bien utile de résoudre un systeme tel que (3), dont
la solution donne, & la fois, l'inverse de A et la solution de (2) pour plusieurs valeurs
différentes de B. En pratique, la précision obtenue pour la résolution de (2) par calcul de
Y puis application de la formule (6) est en général moins bonne que celle donnée par une
résolution directe de (2), car les imprécisions lors du calcul de Y sont amplifiées lorsqu’on
fait le produit matriciel de Y par B a droite. C’est pourquoi la résolution de systemes de
la forme (3) est utile.

On considerera donc, dans la suite, des systemes tels que (3), de la forme
AX =B (7)

formellement identique a celle du systéeme (2), ou B et X sont & valeurs dans des espaces
de matrices, et non plus dans R™ et R", respectivement: B € L(R?,R™) est une matrice
m x p, X € L(RP,R") est une matrice n x p, tandis que A € L(R™,R™) est une matrice
m X n.

1.5. Effet de quelques transformations. Considérons le systéme (7), dans lequel A,
B et X sont des matrices, respectivement, m X n, m X p et n X p, 'inconnue étant X.

1. Remplagons la matrice A par une autre matrice A’ dont la i-éme ligne A’ " est une
combinaison linéaire des lignes de A, de la forme

A=A
J
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les autres lignes restant inchangées,
A7 = Al pour j #i.

Simultanément, remplacons la matrice B par B’, dont la i-¢me ligne B’ " est donnée par la
combinaison linéaire de lignes de B de mémes coefficients \;,

B =Y \BI,
J
les autres lignes restant inchangées,
B’ = pi pour j #i.
On voit aisément que toute solution X de (7) est aussi solution de
AX=D. (8)

Réciproquement, si \; # 0, les transformations qui font passer de A a A’ et de B a B’
sont inversibles, de sorte que toute solution X de (8) est solution de (7). Dans ce cas, les
systemes (7) et (8) sont équivalents.
On a en effet
A'—HA, B =HB,

ou H est la matrice n X n dont la i-eme ligne est
(A1 A2 oo A\

et dont les autres lignes comportent un seul terme non nul, égal a 1, en position diagonale.
On passe donc de (7) a (8) en multipliant les deux membres de (7) a gauche par H. Si
i # 0, la matrice H est inversible. Son inverse H ! est en effet la matrice dont la i-éme
ligne est

i o Ao N i N i

( A A Aie1 1 Ait1 /\n)

et dont toutes les autres lignes comportent un seul terme non nul, égal a 1, en position
diagonale. On passe de (8) a (7) en multipliant les deux membres de (8) & gauche par H~!.

2. Soit ¢ une permutation de {1,...,n}. On note A% et B les matrices obtenues en
permutant, selon la permutation o, 'ordre des lignes de A et de B, respectivement. On
veut dire par 1a que A% est la matrice dont la premiere ligne est A1), la seconde A7),
etc. ..

Toute solution X de (7) est aussi solution de
A°X = B7, (9)

et réciproquement, puisque (A")"_1 = A, (B")"_1 = B. Lorsqu’on les exprime sous forme
scalaire, les systemes (7) et (9) ne different en effet que par 'ordre des équations.



§ 2. La méthode de Gauss-Jordan 33

On peut aussi remarquer que
A =194, B =198,

ou 17 est la matrice déduite de la matrice unité n x n en appliquant la permutation o a
Pordre des lignes. Le systéeme (9) s’obtient donc par multiplication des deux membres de
(7) par 17 a gauche.

3. Soit 7 une permutation de {1,...,m}. On note A, la matrice obtenue en appliquant
la permutation 7 & 'ordre des colonnes de A (on veut dire par 1a que la premiere colonne
de A est A1), la seconde A;(9), etc...), et X7 la matrice obtenue en appliquant la
permutation 7 a l'ordre des lignes de X. On voit aisément que X est solution de (7) si et
seulement si X7 est solution de

A X" =B. (10)
En effet, lorsqu’on les exprime sous forme scalaire, les systemes (7) et (10) ne different que
par I'ordre des termes dans chaque équation.

On peut remarquer aussi que

A= A1,

ou 1, est la matrice déduite de la matrice unité n x n par application de la permutation 7
a Dordre des colonnes; L’équivalence des systémes (7) et (10) résulte des égalités

A, XT = A1,17X = AX,

car 1, et 17 sont deux matrices inverses 'une de ’autre.

2. La méthode de Gauss-Jordan

2.1. Cas d’un systeme régulier. On considere le systeme
AX = B, (11)

ou A € LR",R™) est une matrice n x n, B et X € L(RP,R™) des matrices n X p, X
étant I'inconnue. On remarquera que la matrice A considérée maintenant est carrée. On
la supposera de plus réguliere, c’est-a-dire de déterminant non nul. On verra plus loin que
la méthode de Gauss-Jordan peut étre appliquée aussi lorsque A et singuliére et n’a pas le
méme nombre de lignes que de colonnes.

Pour résoudre ce systeme, la méthode de Gauss-Jordan (aussi appelée méthode de
substitution, ou méthode des pivots) consiste a appliquer aux matrices A, B et X une
suite de transformations du type de celles décrites dans le paragraphe 1.5. Chacune de ces
transformations donne un systéme équivalent a (11). On obtient ainsi une suite de systémes

AD XMW Z )

AD x@ _ @
’ (12)

At x (nt1) — glntl)
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tous équivalents a (11). A chaque étape, on choisit les transformations effectuées afin que
la nouvelle matrice A®*) ait un plus grand nombre de coefficients non diagonaux nuls, et
un plus grand nombre de coefficients diagonaux égaux a 1, que la précédente AF—1).

Par convention, on a posé A1) = A, BO = B, XU = X de sorte que le premier
systeme de la suite (12) est le systéme de départ (11). D’autre part, on placera dans ce
paragraphe et les suivants, les indices de ligne et de colonne d’une matrice tous deux en
position basse: ainsi az(?') est le coefficient de la matrice A9 situé dans la i-eme ligne et la
j-eme colonne. Cette convention est faite pour des raisons de commodité typographique,
la position haute étant occupée par 'indice (g), placé entre parentheses pour éviter toute
confusion, qui indexe la suite de matrices construite.

On montrera plus loin que cette suite de transformations aboutit, au bout d’un nombre
fini d’étapes (en général égal a n), a un systeme

A(n—|—1)X(n—|—1) — B(n+1) (13)

avec

A+ — 1 (14)

matrice unité n x n. Ce systeme se résoud immédiatement:
X+ — glndl) (15)

Une fois X (™1 obtenu, X s’obtient en permutant Pordre des lignes de XtV . Bien
entendu, lors de chaque transformation effectuée pour construire la suite de systemes (12),
on devra noter la permutation appliquée a l'ordre des colonnes de la matrice A®. La
permutation & appliquer & 'ordre des lignes de X () pour obtenir X est l'inverse de la
composée de toutes ces permutations.

On va examiner de plus pres les étapes successives de la construction.

1. Premiere étape.

On rappelle que par convention, la premitre étape est celle qui fait passer de A1) = A,
BW =Bet XM =X 3 A® B® ot X3,

Si le coefficient a1 de la matrice A est non nul, on déduit A de A en divisant la
premiere ligne de cette matrice par a1, et en retranchant aux lignes suivantes la premiere
ligne, multipliée par un facteur choisi afin d’annuler le coefficient situé dans la premiere
colonne. On déduit B® de B par la méme transformation. On a donc

ai; .. .
- i) sit=1, 1<j5<n,
a
@ij = an . ) . (16)
a;j — ar; si2<i<n, 1<j57<n,
a1
blj

2
bgj) =q o ;1 . . . (17)
bq;j— blj Sl2§l§n, 1§]<p

ari
s : 2
La premiere colonne de A a donc un seul coefficient non nul, agl)
diagonale.

= 1, en position
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Si a11 est nul, on commence par choisir dans la premiere colonne de A un coefficient
non nul as1. Il en existe au moins un, car dans le cas contraire la premiere colonne de la
matrice A serait identiquement nulle et cette matrice serait singuliere, contrairement a ce
qui a été supposé. Il y a une part d’arbitraire dans le choix de ce coefficient. En pratique,
on choisit souvent le coefficient le plus grand en valeur absolue dans la premiere colonne
de A. Soit o la permutation de {1,...,n} qui échange 1 et s et laisse les autres éléments
inchangés. Ainsi qu’on I’a vu au paragraphe 1.5, le systéme (11) est équivalent au systeme

A’X = B7 (18)

ou A7 et B? sont les matrices déduites, respectivement, de A et de B par échange des lignes
1 et s. On dit que cette transformation est un pivotement, et que le coefficient a5 en est
le pivot.

Le coefficient situé dans la premiere ligne et la premiere colonne de A% est maintenant
as1; comme il est non nul, on peut appliquer a (18) la transformation décrite ci-dessus. On
définira donc A en posant:

(@)1 sit=1, 1<j5<n,
@ _ ) (a%)11
Gij = (a%)i1 (19)
(@%)ij — : (@)1; si2<i<n, 1<j<n,
(@”)11
ou, compte tenu de
as; sii=1, 1<j<n,
(@%)ij = ao@y; = q @ sti=s, l<j<n,
Q; 5 SlZ7é1, 17&57 1§Z,]§n,
as j sii=1, 1<j<n,
as1 a
2 11 .. .
aﬁj): alj_aagj sit=s, 1<73<n. (20)
Q; .. . .
aij — 1%3’ sit#1, i#s, 1<4,5<n.
as1
De méme, la matrice B (1), est définie par
bsj s . .
sie=1, 1<753<p,
Gs1 a
b = blj—ﬁbsj sii=s, 1<j<p. (21)
a; . . , ‘
bij——lbsj sii£1, i#s, 1<i<n, 1<j<p.
as1

2. k-iéme étape.

Supposons qu’apres la k — 1-iéme étape, on soit arrivé au systeme

AR x = B (22)
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la matrice A%) ayant, dans chacune de ses k — 1 premiéres colonnes, un seul coefficient non
nul, égal a 1, situé en position diagonale:

k) _JO pourj<k—1leti#j, (23)
911 pouri=j5<k-—1.

La k-ieme étape est celle qui fait passer de A*) et B(#) 3 AK*+1) ot B(:+1) | Sj le coefficient

a,gk,z de la matrice A%®) est non nul, on déduit A¥+1) de A en divisant la k-ieme ligne
de cette matrice par ai}kg et en retranchant aux autres lignes la k-ieme, multipliée par un
facteur choisi afin d’annuler le coefficient situé dans la k-iéme colonne. On déduit B+

de B®) par la méme transformation. On a donc

fa(k)
% sii=k, 1<j<n,
k+1 a

a7(;j ) = Wk o 2
o) — Bl si1<i<n, i#k, 1<j<n
\ Qi

(1 (F)
(k)
by = e (25)

(k)
b — S b sil<i<n, i#k, 1<j<p.
Uk k

\

On remarque que chacune des k premiéres colonnes de A*+1) a un seul coefficient non
nul, égal a 1, situé en position diagonale. On peut donc passer a I’étape suivante.

Si a,gklg est nul, on effectue un pivotement avant de procéder a I’élimination, comme
indiqué dans la description de la premiére étape. Il existe dans la k-iéme colonne de A®*)

un coefficient non nul agkk) dont l'indice de ligne vérifie s > k. Si ce n’était pas le cas la
matrice A®) serait de la forme

1 0 ... 0 aig a1 k+1 ain
0

0 0 o1 ag—1k Qk—1k+1 -+ Qk—1n
0 0 ... 0 0 Ak k+1 Ak n
o 0 ... 0 0 Gnk+1  --- Gnn

(pour alléger I’écriture, on a omis les indice (k) en position supérieure). Elle aurait donc
un déterminant nul. Par suite, la matrice de départ A aurait aussi un déterminant nul, ce
qui est contraire a I’hypothese. On choisit pour pivot I'un de ces coefficients non nuls agkk) ,
avec s > k. En pratique, on choisit souvent celui qui est le plus grand en valeur absolue.
On transforme les matrices A®*) et B(*) par échange des lignes k et s. Puis on applique

aux matrices ainsi déduites de A®) et de B*) la transformation, par combinaison de lignes,
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décrite ci-dessus. On laisse au lecteur le soin d’établir, en adaptant (24) et (25), les formules
qui donnent le matrices transformées AF+1) ot Bk+1)

On remarquera que lors de la derniere étape (kK = n) il n’y a pas lieu de faire de

pivotement, le seul pivot possible étant a%n,%.

Les considérations qui précedent montrent qu’apres n étapes (chaque étape comportant
une transformation par combinaison de lignes, et pouvant comporter aussi un pivotement,
c’est-a-dire une permutation de lignes), on aboutit a un systéme de la forme (13) dont la
matrice A t1 est la matrice unité. On a donc X = B+,

Les résultats de ce paragraphe permettent d’énoncer:

2.2 Théoreme. La méthode de Gauss-Jordan permet la résolution effective de tout
systeme linéaire régulier.

2.3. Commentaire sur le choix des pivots. Dans le paragraphe 2.1, lors de la
description de la méthode, on a indiqué qu’a la k-ieme étape, lorsque le coefficient a,(f)
était non nul, on n’effectuait pas de pivotement et on déduisait A+ de AK) et B(’H'llS
de B®) par les formules (24) et (25). Dans la pratique, il est préférable d’effectuer un
pivotement méme lorsque le coefficient a,(f}z est non nul, chaque fois que ce coefficient n’est
pas parmi les plus grands, en valeur absolue, des termes des lignes de rang > k situés dans
la k-iéme colonne de A). En effet, diviser par un coefficient trés petit peut amplifier
considérablement les erreurs dues a la précision, toujours finie, des calculs numériques en
nombres réels (que ces calculs soient faits “a la main” ou par ordinateur).

D’autre part, la méthode décrite dans les paragraphes 2.1 et 2.2 n’utilise que deux des
trois types de transformations décrits au paragraphe 1.5: combinaison de lignes de A et,
simultanément, des lignes correspondantes de B (paragraphe 1.5.1); permutation de lignes
de A et, simultanément, des lignes correspondantes de B (paragraphe 1.5.2). On n’a pas
eu besoin d’utiliser de transformation du type décrit en 1.5.3: permutation de colonnes de
A et, simultanément, des lignes de méme rang de X.

On peut modifier légerement la méthode de Gauss-Jordan en utilisant aussi des trans-
formations du type décrit en 1.5.3. On indique ci-dessous comment procéder, en supposant
qu’on en est a la k-ieme étape; il faudra, bien entendu, procéder de méme a chaque étape,
des la premiere. On est arrivé a un systeme de la forme

A® x k) _ gk

dont la matrice A®) a, dans chacune de ses k — 1 premieres colonnes, un seul coefficient
non nul, égal a 1, situé en position diagonale. Ses coefficients vérifient les relations (23).
On cherche alors le plus grand des coefficients en valeur absolue, non plus seulement dans
la k-ieme colonne de A%) et les lignes de rang > k, mais dans toutes les colonnes et les
lignes de A de rang > k; notons-le aiks). On a donc r > k, s > k. On choisit ce coefficient
pour pivot. La k + 1-iéme étape comportera alors trois transformations:

— permutation des lignes d’indices k et r dans les matrices A®) et B

— permutation des colonnes d’indices k et s dans la matrice déduite de A®) par la
transformation précédente, et permutation des lignes d’indices k et s dans la matrice
X (k)
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— combinaison de lignes comme indiqué dans la description de la k-ieme étape au para-
graphe 2.1.

Cette variante de la méthode, qui d’apres certains auteurs améliore la stabilité et la
précision, est appelée méthode de Gauss-Jordan avec pivotement total. Par contraste, la
méthode décrite au paragraphe 2.2 sera dite avec pivotement partiel. Le pivotement total
a I'inconvénient de modifier I'inconnue X. Si on I'utilise, on obtiendra, a la derniere étape,
non pas 'inconnue X elle-méme, mais une inconnue X, déduite de X par une certaine
permutation des lignes. En pratique, ce n’est pas un inconvénient bien grave: il suffit de
déterminer, a chaque étape k (1 < k < n — 1), quelle est la permutation de lignes qui fait
passer de X**t1) & X et de la conserver en mémoire jusqu’a étape suivante; on Pobtient
tout simplement en composant la transposition de lignes qui fait passer de X *+1 3 X (%)
(connue des que le pivot a été choisi) avec la permutation de lignes qui fait passer de X (k)
a X, elle méme déterminée a I’étape précédente. Apres la (n — 1)-iéme étape, une fois X (n)
obtenu, il suffira de lui appliquer la permutation de lignes ainsi trouvée pour obtenir X.

Que 'on applique la méthode de Gauss-Jordan sous sa forme originale ou avec pivotement
total, il subsiste une part d’arbitraire dans le choix des pivots. Supposons en effet que I'on
ait pris pour regle de prendre pour pivot le coefficient le plus grand en valeur absolue, dans
les lignes ou colonnes ou 'on peut le choisir. En multipliant chaque ligne de A et la ligne
de méme rang de B par un méme facteur, on ne modifie pas la solution, alors que cette
transformation, si on 'effectue avant application de la méthode de Gauss-Jordan, modifiera
probablement le choix des pivots. Pour cette raison, certais auteurs recommandent de
“normaliser” les équations avant application de la méthode de Gauss-Jordan, en multiplant
chaque ligne de A et la ligne correspondante de B par un méme facteur, ce facteur étant
choisi de maniere telle qu’apres transformation, la somme des valeurs absolues des termes
de chaque ligne de A (par exemple, ou toute autre norme facile a calculer) soit la méme
pour toutes les lignes.

Par ailleurs, la méthode de Gauss-Jordan avec pivotement total rend beaucoup plus aisé
le traitement des systemes linéaires singuliers, ainsi qu’on va le voir dans le paragraphe qui
suit.

2.4. Cas d’un systeme singulier. Lorsqu’on applique la méthode de Gauss-Jordan
avec pivotement total & un systéme linéaire de la forme (11) dont la matrice A est carrée,
mais a déterminant nul, on arrive, a une certaine étape de la construction, a un systeme

AR x (k) — glk) (26)

dont la matrice A%) a toutes ses colonnes de rang < k — 1 comportant chacune un seul
coefficient non nul, égal a 1, situé en position diagonale, et a toutes ses lignes de rang
> k identiquement nulles. En effet, si cela ne se produisait pas, on pourrait poursuivre
Papplication de la méthode et on aboutirait a un systeme de la forme (13) dont la matrice
A serait diagonale réguliere, ce qui contredirait le fait que A est singuliere. La méthode
permet donc de reconnaitre si le systeme auquel on ’applique est singulier.

Deux cas sont alors possibles:

Premier cas. Les lignes de B*) de rang > k ne sont pas toutes identiquement nulles.
On peut alors affirmer que le systeme considéré n’admet aucune solution.
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Deuxiéme cas. Les lignes de B®) de rang > k sont toutes identiquement nulles. On

voit alors qu’on peut donner aux composantes ZL‘EI;) de X®) dont l'indice de ligne vérifie

i > k des valeurs quelconques. Le systéeme (27) permet de déterminer les composantes xz(-‘;)

d’indice de ligne ¢ < k — 1 en fonction des précédentes, de maniere unique, par des formules
explicites que le lecteur établira aisément.

Considérons maintenant le cas ou la matrice A du systeme de départ est rectangulaire,
a m lignes et n colonnes. Il n’est pas nécessaire de distinguer les cas ol le nombre de lignes
est plus grand ou plus petit que le nombre de colonnes. Le lecteur vérifiera aisément que la
méthode de Gauss-Jordan avec pivotement total s’applique encore, comme dans le cas ou
la matrice A est carrée.

Les résultats des deux paragraphes précédents permettent d’énoncer:

2.5. Théoréeme. La méthode de Gauss-Jordan avec pivotement total permet la
résolution effective de tout systéeme linéaire, que celui-ci soit réqulier ou singulier.

2.6. Remarque a propos des systemes singuliers. La méthode de Gauss-Jordan
avec pivotement total nous a donné un critere permettant de reconnaitre si le systeme
linéaire étudié était singulier: a une certaine étape de la construction, on obtient une
matrice A%) dont toutes les lignes de rang > k sont identiquement nulles. On a obtenu en
meéme temps un critere permettant, lorsqu’on rencontre ce cas, de savoir si le systeme admet
ou non des solutions: on regarde si les lignes de B*) de rang > k sont toutes identiquement
nulles.

Ces criteres doivent étre adaptés dans la pratique numérique, car le résultat d’un calcul
n’est que tres exceptionnellement rigoureusement nul, du fait de la précision finie de ce
calcul. Un résultat non nul, mais tres petit en valeur absolue, inférieur a un certain seuil,
devra étre considéré comme non significativement différent de zéro, et assimilé a un résultat
nul. Le choix de ce seuil dépend de la précision avec laquelle sont effectuées les opérations
arithmétiques.

2.7. L’algorithme de Gauss-Jordan. Soit a résoudre le systeme
AX =B, (27)

ou A est une matrice n X n donnée, 'inconnue X une matrice n X p, et B une matrice n X p
donnée. La méthode de Gauss-Jordan, exposée en détail dans les paragraphes précédents,
se formalise en ’algorithme décrit ci-dessous. Pour simplifier, on présentera cet algorithme
dans le cas ou la matrice du systeme est carrée, et ot I’on applique la variante de pivotement
total. L’algorithme est décrit ci-dessous en langage ordinaire. Le lecteur adepte de la
programmation ne devrait avoir que peu de mal a le traduire dans son langage préféré
(Pascal, Modula 2, C, Ada, Fortran, ...).

On utilise un indice k, qui variera de 1 a n, pour indexer les étapes successives de la
construction. On note A®) et B(¥) les matrices qui interviennent dans le systéme transformé
obtenu apres ’étape k — 1. On note 7 la permutation de {1,...,n} telle que

(X" = x .



40 Chapitre II. Méthodes directes

Deux remarques permettent de simplifier I’écriture de ’algorithme:

1. Les formules qui font passer de A®) & A+ ot de B®) 3 B*+D gont les mémes.
On pourra donc les faire exécuter par les mémes instructions en groupant A% et B*) en
une seule matrice n X (n + p):

D = (A0 | B

obtenue en juxtaposant les colonnes de A®) et de B,

2. Apres la (k — 1)-ieme étape, on connait D*) = (A(k) ’ B(k)) et 7, et on n’a pas
besoin, pour les étapes suivantes, des D) et 7; pour j < k. On n’utilisera donc que deux
variables pour tout I’algorithme, une matrice n X (n + p), notée D, et une permutation 7
de {1,...,n}. On modifiera les valeurs affectées a ces deux variables apres chaque étape.

Pour k£ = 0, avant la premiere étape, on initialise I’algorithme en attribuant a D et 7 les
valeurs

D= (A|B)7 T:id{l,...,n} :
Apres I'étape k — 1 (1 < k < n — 2), les valeurs de D et de 7 sont connues, et sont
D:(A(k)‘B(k)), T="Tk.

On recherche alors un pivot dans les lignes et colonnes de D de rang compris entre k et n
(le rang de colonne ne doit pas étre supérieur a n afin de rester dans la partie de D qui
correspond & A®)); ce sera le coefficient le plus grand en valeur absolue, parmi ceux de ces
lignes et colonnes.

Pour le déterminer, on prend, provisoirement, le coefficient dj ; et on compare sa valeur
absolue avec celle du coefficient suivant di41 . On retient celui dont la valeur absolue est la
plus grande, et on le compare au suivant dj2, et ainsi de suite jusqua ce qu’on atteigne le
coefficient d,, . On passe ensuite au coefficient de la colonne suivante dj 11, et on continue
ainsi, colonne par colonne, jusqu’a ce que 'on atteigne le coefficient d,, ,,.

Une fois le pivot d,. ¢ déterminé, on compare sa valeur absolue au seuil au dessous duquel
un nombre réel est considéré comme non significativement différent de zéro:

— Si cette valeur absolue est inférieure a ce seuil, on examine successivement tous les termes
des lignes de rang > k de la matrice D, dans les colonnes de rang > n + 1, en procédant
comme indiqué ci-dessus pour le choix du pivot. Si ’on en rencontre un dont la valeur
absolue dépasse le seuil choisi, on déclare que le systeme n’a pas de solution, et on arréte
le déroulement du programme. Si tous les termes ont une valeur absolue inférieure au
seuil fixé, on déclare que le systeme, bien que singulier, admet des solutions, que 1’on
peut choisir arbitrairement les coefficients des lignes de X %) de rang > k. On détermine
une base de P’espace des solutions grace aux formules donnant les coefficients de X (%)
situés dans les lignes de rang < k en fonction de ceux qu’on peut choisir arbitrairement.
On passe ensuite a la derniere étape pour déterminer X.

— Si cette valeur absolue est supérieure au seuil fixé, on prend I’élément d,. s pour pivot.
En effectuant les transformations indiquées aux paragraphes 2.1 et 2.2, on peut affecter

a D sa nouvelle valeur
D= (A(k+l) ‘ B(k—|—l) )7
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Quant a la nouvelle valeur qui doit étre affectée a la permutation 7, elle s’obtient en
composant I’ancienne valeur de 7 avec la transposition qui échange les indices k et s.

Si le systéme est régulier, on atteint Pétape n. On connait alors X (*+1) = B(n+1), (formé
par les p dernieres colonnes de la valeur de D a cette étape, ainsi que 7,41, qui est la valeur
de 7 a cette étape. On obtient X en appliquant la permutation 7,11 a 'ordre des colonnes
de X (n+1).

On laisse au lecteur le soin de voir comment terminer ’algorithme lorsque le systeme est
singulier mais admet des solutions. Cela présente d’ailleurs un intérét limité, car il existe
d’autres algorithmes mieux adaptés que celui de Gauss-Jordan a la résolution des systemes
singuliers.

2.8. Exercice. Déterminer le nombre d’opérations (additions ou soustractions, multi-
plications, divisions) nécessaires pour résoudre le systéme (27) par la méthode de Gauss-
Jordan, dans le cas ou A est une matrice n x n réguliere, B et X des matrices n X p.

On trouve:

(n+1p+ w divisions,

(n—1)(n+1)p+ (n = l)g(n +1) multiplications,
(mn—1)n+1)p+ (n 1)Z(n +1) additions ou soustractions.

3. Matrices triangulaires

Avant d’aborder I'étude de la méthode de Gauss, on va donner quelques compléments
sur les matrices triangulaires.

3.1. Définition.  Une matrice carrée A = (a;;) a n colonnes et n lignes est dite
— triangulaire supérieure si a;; = 0 pour @ > j,
— triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour @ < j.
(On rappelle que le premier indice indexe les lignes et le second les colonnes).
3.2. Quelques propriétés.

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp., inférieures) est une
matrice triangulaire supérieure (resp., inférieure). Montrons-le par exemple pour des
matrices triangulaires supérieures A = (a;;), B = (b;;) Soit C = (¢;;) = AB. On a

Cij = E ;b j -
K

Supposons i > j. Si k <4, on a a; = 0; si kK > 4, cela implique k > j donc by ; = 0. Par
suite ¢; ; = 0.
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2. La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure.

3. Une matrice triangulaire A est inversible si et seulement si tous ses termes diagonaux
son non nuls. Son déterminant est en effet

det(A) = Ha“ .

3.3. Systemes linéaires a matrice triangulaire. = Considérons le systeme linéaire

AX =B, (28)
ot A = (a;;) est une matrice n x n triangulaire supérieure, X = *(z1,...,2,) et B =
t(by,...,b,) deux vecteurs-colonnes & m composantes. Sous forme scalaire, ce systéme

s’écrit
1171 + a1222 + -+ a1y = b1,

ag2%2 + -+ a2y = ba,
Ap Ty = by, .

On suppose A inversible donc tous les a;; # 0. La résolution du systeme est tres facile,
car on peut tirer x,, de la derniere équation,

puis x,,_1 de 'avant-derniere, et ainsi de suite jusqu’a 1 qu’on tire de la premiere équation.

La formule exprimant zj (en supposant zj41,...,z, précédemment déterminés) est
n—k
1
T =— | b — E Ak k+i Thti
Ak k i=1

Cette méthode de résolution sera appelée substitution en retour.

Lorsqu’on explicite les expressions de 1, . . ., x,, en effectuant les substitutions, on obtient
des expressions de la forme

c11b1 +ci19bo + -+ c1pbn = 21,
Cco2bs + -+ conby,

x2,

Crnbn = Tn .

Les ¢; j sont les coefficients de la matrice C = A~!, inverse de A. On remarque que

. 1
Cij:O s1 1>7, C”:—
i
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On a donc prouvé le résultat:

Proposition. L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure inversible est triangulaire
supérieure.

Considérons maintenant le cas ou A est triangulaire inférieure. Le systeme (28) s’explicite

maintenant en
aj1x1 = by )

a21%1 + ag2x2 = ba,

Ap1T1 + Ap2Z2 + -+ Gp Ty = bn-

Ce systeme se résoud en tirant x; de la premiere équation

b1
Ty =—
aii
puis x5 de la seconde équation, et ainsi de suite jusqu’a x,, qu’on tire de la derniere équation.
L’expression de xj, (supposant z1,...,T,_1 précédemment déterminés) est
k—1
1
LT — — bk— E QAf ;L5 .
W k i=1

Cette méthode de résolution sera appelée substitution directe.
Comme ci-dessus, on peut énoncer le résultat:

Proposition. L’inverse d’une matrice triangulaire inférieure inversible est triangulaire
inférieure.

4. La méthode de Gauss

4.1. Description de la méthode. La méthode de Gauss, ou méthode de simple
élimination, est une méthode de résolution des systemes linéaires tres voisine, dans son
principe, de celle de Gauss-Jordan. La méthode de Gauss est historiquement antérieure
a celle de Gauss-Jordan. Nous la présentons cependant apres celle-ci car elle est peut-
étre un peu plus subtile, et permet de mieux comprendre les méthodes de décomposition
triangulaire qui seront exposées ensuite.

Soit a résoudre le systeme

AX =B, (29)

ou A est une matrice n x n donnée, X et B des matrices n x p, X étant 'inconnue et B
étant donnée. Comme la méthode de Gauss-Jordan, la méthode de Gauss consiste a former

une suite de systemes
AV x® = p()

A2 x@ — @
’ (30)

A x ™) _ g
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en appliquant aux matrices A, B et X certaines transformations des types décrits au
paragraphe 1.5. Mais au lieu de chercher a transformer la matrice A en la matrice unité,
on se contente ici de la transformer en une matrice triangulaire supérieure. On a vu,
au paragraphe précédent, qu’il sera alors facile de résoudre le systeme par des formules
explicites.

La premiere étape est presque identique a celle de la méthode de Gauss-Jordan, décrite
au paragraphe 2.1; la seule différence est que dans la méthode de Gauss, on laisse la premiere
ligne inchangée, on ne la divise pas par le pivot; les transformations appliquées aux autres
lignes sont les mémes que dans la méthode de Gauss-Jordan.

Décrivons la (k 4 1)-ieme étape. Apres la k-ieme étape, on est arrivé au systeme
AR x &) — pk)

les coefficients de la matrice A%) vérifiant

k) | #0 pouri=j<k-—1,
aij{:() pour 1 <:<k—-1, 1<j5<1. (31)

La matrice A) est donc de la forme

arir a2 ... a1k—1 aik Q1n
0 a2 ... azk—1 as k

0 0 oo Ak 1k—1 QAk—1k --- Qk—1n
0 0 0 ag k Ak n
0 0o ... 0 Ank  --+- Qnn

(pour alléger I’écriture, on a omis les indice (k) en position supérieure).

Si le coefficient a]iklz est non nul, on retranche la k-ieme ligne, multipliée par un facteur

convenable, des lignes suivantes, de rangs k + 1, k + 2,...,n, le facteur étant choisi afin
d’annuler le coefficient situé dans la k-ieme colonne. On laisse les lignes de rang < k
inchangées (c’est ce qui distingue la méthode de Gauss de celle de Gauss-Jordan). On pose
donc

al) sil<i<k, 1<j<n,
0 sik+1<i<n, 1<j<k,

agl;ﬂ) = oa® / (32)
agj)—z—]':)a,gj? sik+1<i<n, k+1<j3<n,

Ay k;
On déduit B+ de B®*) par la méme combinaison de lignes:

b sil<i<k, 1<j<p,

plktl) — al®) 33

& b — kbt sik+1<i<n, 1<j<p, (33)

k
aiy
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Si le coefficient a,gkle) est nul, on effectue un pivotement, comme dans la méthode de
Gauss-Jordan, avant la combinaison de lignes décrite ci-dessus. On pourra rechercher le
pivot soit seulement parmi les éléments de la k-ieme colonne, dont le rang de ligne est > k,
soit parmi tous les éléments dont les rangs de ligne et de colonne sont tous deux > k. Dans
le premier cas, on dit qu’on effectue un pivotement partiel, et dans le second un pivotement

total.

En pratique, comme dans la méthode de Gauss-Jordan, il est recommandé (voire méme
indispensable pour assurer la stabilité de la méthode) d’effectuer un pivotement méme
lorsque le coefficient al(flg est non nul, et de prendre pour pivot un coefficient aussi grand
que possible en valeur absolue.

Lorsque le systeme de départ est régulier on aboutit, apres n — 1 étapes, a un systeme
A x(n) — gn) (34)

dont la matrice A(™ est triangulaire supérieure et & coefficients diagonaux tous non nuls:

al(-?) =0sii>j, # 0sii=j. Le systeme (34) se résoud alors comme indiqué au
paragraphe 3.3.
Lorsque le systeme de départ est singulier et qu’on applique la variante de pivotement

total, on aboutit, a une certaine étape, a un systeme

Al x (@) — Bl

dont la matrice A@ est triangulaire supérieure, a ses coefficients diagonaux al(.(f) non nuls
pour 1 < ¢ < g—1, et a ses lignes de rang > ¢ identiquement nulles. Comme dans la
méthode de Gauss-Jordan, si les lignes de B(@ de rang > ¢ ne sont pas identiquement
nulles, le systeme n’a pas de solution. Si elles sont identiquement nulles, le systeme admet
des solutions; on peut choisir arbitrairement les coefficients de X (9 situés dans les lignes
de rang > g¢; les autres composantes s’obtiennent, en fonction de celles-ci, par la méthode

de substitution en retour décrite au paragraphe 3.3.

Une fois déterminé X, on en déduit X par permutation de lignes, comme dans la
méthode de Gauss-Jordan.

On remarquera qu’en général la méthode de Gauss comporte n— 1 étapes, alors que celle
de Gauss-Jordan en comporte n: dans la méthode de Gauss-Jordan on obtient, apres la
n — 1-ieme étape, une matrice A™ diagonale jusqu’a sa (n — 1)-iéme colonne et dont tous les
termes diagonaux sont égaux a 1, sauf le dernier, a%nT)L. Il faut une derniere étape consistant
& diviser la derniere ligne de A™ par aq(lny)“ et a la retrancher, apres multiplication par un
facteur convenable, des lignes précédentes, afin d’annuler les termes non diagonaux de la
derniere colonne. Cette derniere étape n’existe pas dans la méthode de Gauss puisqu’on
veut obtenir une matrice triangulaire, ce qu’on a déja apres la (n — 1)-ieme étape.

On laisse au lecteur le soin de décrire plus completement 'algorithme de Gauss pour
la résolution d’'un systeme linéaire (il pourra s’inspirer du paragraphe 2.7 qui décrit
I’algorithme de Gauss-Jordan, et devra ajouter les opérations supplémentaires nécessaires
pour la résolution du systéme a matrice triangulaire obtenu).

4.2. Exercice. Déterminer le nombre d’opérations (additions ou soustractions, multipli-
cations, divisions) nécessaires pour résoudre un systeme linéaire par la méthode de Gauss.
Comparer avec 'algorithme de Gauss-Jordan.
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On trouve, pour la mise du systeme sous forme triangulaire:

-1
w + (n — 1)p divisions,
— Dn(2n—1 —1
(n )sz( n—1) + (n )n p multiplications,
— Dn(2n—1 ~1
(n )72( n—1) + (n 5 )n p additions ou soustractions.

Il faut encore ajouter a cela les nombres d’opérations nécessaires pour résoudre les p
systemes linéaires a matrice triangulaire obtenus. On trouve:

np divisions,

(n—1)n
2
(n—1)n

2
Au total, cela fait donc

p multiplications,

p additions ou soustractions.

(n—1)n
2

(n—1)n(2n —1)

6
(n—1n(2n—1)

6
On remarquera que la méthode de Gauss est, en général, plus avantageuse que celle
de Gauss-Jordan: pour n grand, le nombre de multiplications (et aussi d’additions ou
soustractions) & effectuer est de I'ordre de n3/2 pour la méthode de Gauss-Jordan, et de

I'ordre de n3/3 pour la méthode de Gauss.

+ (2n — 1)p divisions,

+ (n — 1)np multiplications,

+ (n — 1)np additions ou soustractions.

5. Décomposition triangulaire

5.1. Intérét de la décomposition triangulaire.  Soit a résoudre le systeme linéaire
AX = B, (35)
ou A est une matrice n x n, X et B des matrices n x p, X étant I'inconnue.

Définition.  On dira que la matrice A admet une décomposition triangulaire si elle peut
s’exprimer sous forme d’un produit

A=GD,

ou G est triangulaire inférieure et D triangulaire supérieure.
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On a utilisé les lettres G et D pour évoquer “gauche” et “droite”, plutdot que I pour
“inférieur” et S pour “supérieur”, la lettre I risquant de causer des confusions avec la
matrice unité.

Si A admet une décomposition triangulaire connue, il est facile de résoudre le systeme
(35) en résolvant successivement deux systemes,

GY =B, puis DX =Y,

le premier a matrice triangulaire supérieure, le second a matrice triangulaire inférieure.
On utilisera pour cela les méthodes de substitution directe et en retour exposées au
paragraphe 3.3.

5.2. Quelques questions. On est naturellement conduit a se poser les questions
suivantes.

1. Toute matrice admet-elle une décomposition triangulaire? Si ce n’est pas le cas, peut-
on donner des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’une telle décomposition?

2. Lorsqu’une matrice A admet une décomposition triangulaire, celle-ci est-elle unique?

3. Comment trouver explicitement cette décomposition lorsqu’elle existe?

La réponse a la premieére question est négative (méme lorsqu’on impose a A d’étre
inversible). Considérons en effet la matrice

0 1
(1)

et essayons de l'identifier au produit des deux matrices
a 0 d e
() -0
ad =0, ae =1,
cf=0, bd =1,

qui sont incompatibles (le second systéme impose & a et & d d’étre non nuls, tandis que le
premier impose a I'un des deux au moins d’étre nul).

On obtient les relations

On donnera plus loin une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice inversible
admette une décomposition triangulaire. On montrera aussi que toute matrice réguliere
peut étre transformée, par une permutation de ses lignes, en une matrice admettant une
décomposition triangulaire. Pour l'application a la résolution de systemes linéaires, ce
résultat est intéressant car le systeme (35) est équivalent au systeéme

A°X = B°,

ol o est la permutation qui, appliquée a l'ordre des lignes de A, la transforme en la matrice
A? admettant une décomposition triangulaire.
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La réponse a la seconde question est négative: si A = GD est une décomposition
triangulaire de A, A = G'D’, avec G’ = GK et D' = K~'D en est une autre, K étant une
matrice diagonale inversible quelconque. Cependant, la proposition suivante montre qu’en
imposant une condition supplémentaire a GG, on peut rendre la décomposition unique.

Proposition. Soit A une matrice inversible admettant une décomposition triangulaire.
1l existe une unique décomposition triangulaire

A=GD

de A telle que la matrice G ait tous ses coefficients diagonauzr égaux a 1.

Démonstration.  S’il existe une décomposition triangulaire
A=TA

de A, les coefficients diagonaux de I" sont non nuls, puisque A (donc aussi I') est inversible.
En multipliant I a gauche par la matrice diagonale K dont les coefficients sont les inverses
des coefficients diagonaux de I', on obtient une matrice triangulaire inférieure G = I' K dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1. Il suffit de poser D = K ~'A pour obtenir
I’autre terme de la décomposition triangulaire cherchée.

Supposons qu’il existe deux décompositions triangulaires
A=GD=G'D'

de la matrice A. On a donc

G''G=D'D",

ou le membre de gauche est une matrice triangulaire inférieure, et le membre de droite
une matrice triangulaire supérieure. Les deux membres sont donc égaux a une matrice
diagonale K, et on a

G =GK'!, D=KD.

Si G et G’ ont toutes deux leurs coefficients diagonaux égaux a 1, K est la matrice unité
etonaG=G',D=D" [

Les paragraphes suivants répondent a la question 3: comment déterminer explicitement
la décomposition triangulaire d’une matrice?
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6. Méthode de Gauss et décomposition triangulaire

6.1. Cas ou la méthode de Gauss s’applique sans pivotement. On reprend les
étapes successives de la méthode de Gauss, appliquée au systeme

AX = B,

ou A est une matrice nxn qu’on supposera inversible. On s’intéressera plus particulierement
aux transformations successives qui donnent A, AG) . AM 3 partir de A = A. On
supposera qu’a chaque étape, le pivot peut étre choisi dans la diagonale, et qu’on n’a donc
pas a effectuer de pivotement.

A la premicre étape, la matrice A se déduit de la matrice donnée A = A en laissant
la premiere ligne inchangée et en retranchant, de chacune des lignes suivantes, d’indice i, le
produit de la premiere ligne par le facteur a;1/a;1. Cette transformation consiste en fait a
poser

A® — p A _ py

ot PM est la matrice dont la premiere colonne a pour transposée (on effectue cette
transposition pour des raisons typographiques):

<1 @21 a1 _an1>
aii aii aii

et dont toutes les autres colonnes ont un seul élément non nul, égal a 1, en position diagonale.

Juste avant la k-ieme étape, on a obtenu une matrice A% = (az(-’;)), partiellement
triangulaire, dont les coefficients situés dans les £ — 1 premieres colonne, au dessous de
la diagonale, sont nuls:

al®) =0 i >jetl<j<k—1
ij = pour 1> je <7< .
Comme ci-dessus, on voit que A¥+1) gse déduit de A* par la transformation

A1) — p(k) 4k

ot P est la matrice dont la k-iéme colonne a pour transposée

k k
O
kk kk

(le 1 occupe la k-iéme position) et dont les autres colonnes comportent chacune un seul
terme non nul, égal a 1, en position diagonale.

On remarque que P*) est inversible et a pour inverse la matrice Q*) dont la k-ieme
colonne a pour transposée

(k) (k)
(0 0 1 Jktik akJrln)

(k) (k)
A i A i
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et dont les autres colonnes comportent chacune un seul terme non nul, égal a 1, en position
diagonale. On peut écrire

A+ — plk) g(k) = pk) p(k=1) g(k=1) — ... = ptk) plk=1) = p1) 4

ou encore

A=R®AFD  avee R = QQ® . QW)

On vérifie aisément que R* est la matrice dont la premiere colonne est identique & la
premiére colonne de Q(1), la seconde identique & la seconde colonne de Q@ ..., la k-iéme
identique a la k-ieme colonne de Q). et dont les autres colonnes comportent chacune un
seul terme non nul, égal a 1, en position diagonale.

A la (n — 1)-itme étape, on obtient
A=GD,

oit G = R(™1) est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux a 1, et D = A une matrice triangulaire supérieure. On remarquera que
I’algorithme de Gauss permet, a chaque étape k, la détermination explicite de la k-ieme
colonne de G.

On voit donc que lorsque l'algorithme de Gauss est applicable sans pivotement a une
matrice A inversible, cette matrice admet une décomposition triangulaire dont I’algorithme
de Gauss permet la détermination explicite. Avant d’établir la réciproque, on introduit la
définition:

Définition.  Soit A = (a;;), (1 < 4,5 < n) une matrice n X n. Pour tout entier k
(1 <k < n), on appelle mineur principal de rang k de Ala matrice My = (a;;) (1 <i,5 < k)
formée par les termes des k premieres lignes et des k premieres colonnes de A.

On peut maintenant énoncer:

Théoreme. Soit A = (a; ;) une matrice n X n inversible. Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes:

1. L’algorithme de Gauss est applicable a A sans pivotement.
2. La matrice A admet une décomposition triangulaire.
3. Les mineurs principaux My de A (1 < k < n) ont tous un déterminant non nul.

Lorsque ces propriétés équivalentes sont satisfaites, les pivots a,(fk,z obtenus par application

de l’algorithme de Gauss ont pour valeurs:
g = 3 a7 (36)

et l’algorithme de Gauss permet la détermination explicite de la décomposition triangulaire
de A.
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Démonstration. On a déja prouvé que 1 implique 2. Supposons 2 vérifié, et soit A = GD
la décomposition triangulaire de A (unique d’apres la proposition du paragraphe 5.2) telle
que G = (g, ;) ait tous ses coefficients diagonaux égaux a 1. On vérifie que G peut s’écrire

G=GGy---Gy,

ol G, est la matrice dont la k-ieme colonne est égale a la k-iéme colonne de G et dont toutes
les autres colonnes contiennent chacune un seul coefficient non nul, égal a 1, en position
diagonale. Pour tout k£ (1 < k < n) et toute matrice A, la matrice G A est la matrice dont
les k premieres lignes sont les mémes que celles de A et dont les autres lignes, de rang k 4+
(1 < i <n—k)sont, chacune, somme de la (k + i)-eme ligne de A et du produit par ggi; «
de la k-ieme ligne de A. Par suite, les déterminants des mineurs principaux de méme rang
de A et de GxA sont égaux.

En appliquant ce résultat au cas ot A = Gy --- G, D, et en donnant successivement
a k les valeurs n, n — 1, ..., 1, on voit que les déterminants des mineurs principaux de
méme rang de D et de A = GD sont égaux. Mais comme D est triangulaire supérieure,
son k-ieme mineur principal a pour déterminant le produit dy1 ---dgx. On a donc

deth:dll-“dkk.

Comme A est inversible, les d;; sont tous non nuls. Par suite, les mineurs principaux de A
ont tous un déterminant non nul, et on a prouvé que 2 implique 3.

Supposons 3 vérifié (les mineurs principaux de A ont tous un déterminant non nul).
Supposons qu’on ait pu appliquer a A D'algorithme de Gauss jusqu’a 'étape k, sans
pivotement. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que les déterminants des mineurs
principaux de méme rang de A et de A*) sont égaux. Or A% est partiellement triangulaire,
son mineur principal d’ordre k est une matrice triangulaire supérieure, dont le déterminant
est _— i

ai'lafy - aif).

Le coefficient afflz est donc non nul, et on peut effectuer la (k + 1)-ieme étape sans

pivotement.

On a donc prouvé I’équivalence des propriétés 1, 2 et 3. De plus, on a vu au cours du
raisonnement que les pivots sont bien donnés par la formule (36). Enfin, les considérations
présentées au début du paragraphe 6.1 montrent que 1’algorithme de Gauss, lorsqu’on peut
I’appliquer sans pivotement, donne explicitement la décomposition triangulaire de A. [

6.2. Cas ou des pivotements sont nécessaires. On considere maintenant le cas
ou l'application de 'algorithme de Gauss a la matrice A (toujours supposée inversible)
nécessite des pivotements. On n’utilisera que des pivotements partiels (modification de
Pordre des lignes de A); on sait que cela suffit pour appliquer 1’algorithme de Gauss a toute
matrice inversible.

A la premiere étape, on appliquera donc une permutation o; a l'ordre des lignes de
AW = A avant d’effectuer la transformation par combinaison de colonnes. On remarquera
que o est en fait une transposition échangeant 1 avec un autre élément s; de {1,...,n},
et laissant les autres éléments inchangés. On note A?' la matrice ainsi déduite de A. On
sait que

A%t =191A,
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ou 171 est la matrice déduite de la matrice unité en appliquant la transposition o1 a l'ordre
des lignes. La matrice A est alors définie par

A2 — p(1) gor — P(l)lglA,

ot P est la matrice définie comme dans le paragraphe précédent, mais en remplacant
A par A%, En remarquant que (1°*)~! = 191, et en notant comme précédemment Q)
I'inverse de P!, on peut écrire

101Q(1)A(2) — A(l) = A.

De méme, le passage de A®) & A+ 3 Pétape k, se traduit par

1UkQ(k)A(k+1) — A(k) ,

oil oy désigne la transposition de lignes qu’on fait subir & A%*~1 (échange de la k-ieme
ligne avec une ligne de rang s > k) avant d’effectuer la combinaison de lignes qui donne
AU+ - On peut donc écrire, pour tout k (1 <k <n —1):

A=171QW172Q® ... 17+ Qk) g(+1) (37)

On veut modifier 'ordre des termes du membre de droite de 1’égalité ci-dessus, afin de
placer tous les 1% & gauche des Q). Ces matrices ne commutent pas. Cependant, on
va voir qu’elles vérifient une propriété remarquablement simple, qui permet d’effectuer ces
commutations & condition de modifier convenablement les Q). On remarque tout d’abord
que Q7 est une matrice dont la j-ieme colonne a pour transposée

(O ... 01 Qi1 - Ozn)

(le 1 occupant la j-éme place), et dont les autres colonnes ont chacune un seul terme non nul,
égal a 1, en position diagonale. Les a4 sont des scalaires qu'’il n’est pas utile d’expliciter.

D’autre part, o; est la transposition qui échange I’élément i de {1,...,n} avec un autre
élément s > 1, les places des autres éléments restant inchangées.

On peut alors énoncer:

Lemme. Pour v > 7, on a, avec les notations précisées ci-dessus,
Q(j)loi _ ]-UiQ/(j) 7
ot Q’(j) est la matrice dont la j-éme colonne a pour transposée

(0 ... 0 1 aggs) - Qoym))

et dont les autres colonnes ont un seul terme non nul, égal a 1, en position diagonale.

En d’autres termes, on peut inverser Pordre de Q) et de 1%¢ dans le produit qui figure
au membre de droite de (37), a condition d’échanger en méme temps les termes de rang ¢
et de rang s dans la j-eme colonne de QW) (si o; est la transposition qui échange i et s).
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Démonstration.  On rappelle que o; est la transposition de (1,...,n) qui échange les
termes 7 et s;, avec s; > i, les autres termes restant inchangés. On remarque que les matrices
17 et 1,,, déduites de la matrice unité par échange, respectivement, des colonnes d’indices
1 et s; et des lignes d’indices 7 et s;, sont égales. Pour toute matrice ) carrée n x n,
les matrices Q17 et 17¢() se déduisent de () par échange, respectivement, des colonnes
d’indices i et s; et des lignes d’indices i et s;. Supposons @ du méme type que QU); sa
j-eme colonne a des coefficients nuls au dessus de la diagonale, un coefficient égal a 1 dans
la diagonale, et au dessous de la diagonale, des coefficients ¢;j41,...,¢,. Toutes ses autres
colonnes ont chacune un seul coefficient non nul, égal a 1, situé dans la diagonale. Puisque
Jj <1< s, lamatrice Q17 differe de () uniquement par le fait que dans ses lignes de rangs @
et s;, le coefficient 1, au lieu d’étre dans la diagonale, se trouve, respectivement, aux places
s; et 1. La matrice 17:(Q) differe elle aussi de ) uniquement par ses lignes de rangs ¢ et s;;
mais en plus de la place des coefficients 1, il y a une autre différence: le j-eéme terme de la
ligne 7 est ¢,, au lieu de g;, et le j-eme terme de la ligne s; est ¢; au lieu de ¢5,. Moyennant
cette simple remarque, la propriété indiquée dans I’énoncé du lemme devient évidente. [

On peut donc écrire:
A=111°_ .19+ g2 gk) g(k+1) ,

ot SW, 8@ SH) gont les matrices qui se déduisent de QV, Q@) ..., Q®) par applica-
tion du lemme.
On en déduit:
1™ A = G*k) g(k+1) ,

ou 7 est la permutation composée
Tp = OpOk_1-..071,

et ou
Gk = gMg® gk

Pour £k =n — 1, on obtient
1A =GD,

ott G = G est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux & 1, D = A™ une matrice triangulaire supérieure et 7, la permutation de
{1,...,n} obtenue en composant les transpositions correspondant aux pivotements effectués
lors de I’application de I’algorithme de Gauss. On peut donc énoncer:

Théoreme. Pour toute matrice n X n inversible A, il existe une permutation T de
{1,...,n} telle que 1" A (matrice déduite de A par application de la permutation T a
Uordre des lignes) admette une décomposition triangulaire. L’algorithme de Gauss permet
la détermination explicite de T et de cette décomposition.

6.3. L’algorithme de Crout. Soit A une matrice n X n inversible. On désire
déterminer une permutation 7 telle que 17 A admette une décomposition triangulaire, et la
décomposition triangulaire de 17 A. Ainsi qu’on I’a vu dans les deux paragraphes précédents,
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I’algorithme de Gauss permet de résoudre ce probleme, pourvu qu’on lui apporte quelques
aménagements. Ces aménagements consistent essentiellement a noter, apres chaque étape,
non seulement la matrice A%) (comme on le faisait lorsque I'on appliquait I'algorithme de
Gauss pour résoudre un systeéme linéaire), mais aussi ce qui est nécessaire pour obtenir
finalement la permutation 7 et la décomposition triangulaire de 17 A. Ainsi aménagé,
I’algorithme de Gauss est appelé algorithme de Crout.

On a vu au paragraphe 6.2 qu’apres la (k— 1)-ieme étape de 'application de I’algorithme
de Gauss (k prenant successivement les valeurs 1,2,...,7n) on avait pu déterminer une
permutation 7,_; de {1,...,n}, une matrice triangulaire inférieure G*~1) et une matrice
A telles que

171 A = G(k—l)A(k) X

La matrice A®) n’est que partiellement triangulaire supérieure: les coefficients de ses
k — 1 premieres colonnes situés au desssous de la diagonale sont nuls (mais ses colonnes de
rang > k sont quelconques). D’autre part, la matrice G*~1) a ses colonnes de rang > k
identiquement nulles; quant a ses colonnes de rang < k — 1, leurs coefficients situés sur la
diagonale sont égaux a 1 et ceux situés au dessus de la diagonale sont nuls. En résumé, les
matrices A®) et G*=1) sont de la forme

arir aiz2 ... a1 k-1 a1k a1n
0 ag2 ... agg-1 ask
AW = O 0 ak—-1k-1 OQk—1k --- GQOk—1n |’
0 0o ... 0 aQkk ...  Qkn
0 0o ... 0 Ank -+ Qun
1 0 0
921 0
: 0
q-1) _ | 9r=11 Gk—12 1 0
gk 1 k2 -+ Grk—1 1 0
0
; ; ; ; 0
In1 In2 - Gnk—1 0 ... 0 1

On a omis les indices (k) et (k — 1) en position haute pour alléger ’écriture.
On remarque que toute 'information contenue dans A et dans G*~1) peut étre
rassemblée en une seule matrice n x n notée H*) = (hy;)) Les k — 1 premieres colonnes

de H®*) auront pour coefficients situés au dessus de la diagonale et sur la diagonale, les
coefficients de A®)| et au dessous de la diagonale, les coefficients de G*~1. Les colonnes

de H®) de rang > k seront les mémes que celles de A®). En d’autres termes:
aglj-) pour ¢ < j,
hz(-];): etpour k<j, 1<i<n,

ggl;._l) pour1<i<n, j<i, j<k-—1.
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En groupant ainsi A®) et G*~1), on peut réaliser un algorithme nécessitant moins d’espace
mémoire. De plus (et c’est la une remarque tres astucieuse, due sans doute a Crout), les
permutations & appliquer & A®) et & G*=1 lorsqu’on effectue un pivotement, & la k-iéme
étape, sont les mémes. Ce groupement permet donc de les faire effectuer par les mémes
instructions.

L’algorithme utilisera donc seulement deux variables, une matrice n x n, notée H, et
une permutation 7 de {1,...,n}. On initialise algorithme en attribuant a ces variables, &
I’étape zéro, les valeurs

H=A, T=1id{1. 0y -

En suivant les indications données au paragraphe 6.2, on établit aisément les formules
servant a transformer les valeurs attribuées a H et a 7 lors des différentes étapes de
lalgorithme. Apreés la (n — 1)-ieme étape, la valeur de 7 est celle cherchée, et celle de
H donne a la fois les deux termes G et D de la décomposition triangulaire de 17 A: G
s’obtient en prenant la partie de H strictement au dessous de la diagonale, et en ajoutant
des 1 dans la diagonale; D s’obtient en prenant la partie de H située au dessus de la
diagonale et sur la diagonale.

6.4. Exercices.

1. Déterminer le nombre d’opérations (divisions, multiplications, additions ou soustrac-
tions) nécessaires pour I'application de I’algorithme de Crout.

2. Retrouver directement les formules donnant la décomposition triangulaire d’une
matrice inversible (ou d’une matrice qui s’en déduit par permutation de lignes) en écrivant
les équations identifiant cette matrice au produit GD d’une matrice triangulaire inférieure
G dont les termes diagonaux sont égaux a 1, et d'une matrice triangulaire supérieure D.

6.5. Remarque. A Tlissue de I’algorithme de Crout, on a pu construire une permutation
7 de {1,...,n} telle que 17 A admette une décomposition triangulaire

1"A=GD.

On en déduit
det1” det A = det G detD

ou, puisque det 17 = €(7) (signature de la permutation 7, égale a 1 si 7 est paire et & —1 si
T est impaire) et que det G = 1 (car G est triangulaire et a ses coefficients diagonaux égaux
A1),

det A=¢(r)det D.

Le calcul de det D est facile: c’est le produit des coefficients diagonaux. L’algorithme
de Crout permet donc le calcul du déterminant de A avec un nombre d’opérations de
I'ordre de n?. Cette méthode est bien préférable en pratique au calcul du déterminant par
développement par rapport a une ligne ou une colonne, qui nécessite un nombre d’opérations
de 'ordre de n!.
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7. Matrices symétriques définies positives

On exposera plus loin une autre méthode de décomposition triangulaire applicable aux
matrices d’un type particulier, les matrices symétriques définies positives. Ce cas particulier
est important car on rencontre fréquemment des systemes linéaires dont la matrice est
symétrique définie positive. Supposons par exemple que 1’on cherche a minimiser une
fonction convexe ® : R™ — R, et que 'on approche cette fonction, au voisinage de 1’origine,
au moyen de la formule de Taylor a ’ordre 2, par une expression quadratique de la forme

O(X)=2(0)+ (Y, X)+ %(X,AX).

Dans cette expression, Y = D®(0) et A = D?®(0) sont les différentielles premicre et
seconde de ® a l'origine. On sait que A est symétrique; de plus elle est souvent définie
positive (lorsque ® est convexe). Cette expression approchée de ® atteint son minimum au
point X solution du systeme linéaire

AX =-Y.

On donne dans le présent paragraphe quelques indications sur les matrices symétriques
définies positives.

7.1. Notations et conventions. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On
I'identifiera souvent a ’espace L(R, E) des applications linéaires de R dans F, grace a
I’isomorphisme qui associe, a chaque élément x de E, 'application linéaire de R dans FE:
t — tx (t € R). L’isomorphisme inverse est ’application qui associe, & chaque application
linéaire de R dans F, la valeur de cette application linéaire au point 1 de R.

On notera E* le dual de E, c’est-a-dire l'espace L(E,R) des formes linéaires sur E
(applications linéaires de E' dans R). On notera (o, x), ou a(z), ou tout simplement ax la
valeur prise par un élément o de £* en un point z de F. L’application de £* x E dans R:
(o, z) — ax est appelée couplage par dualité.

On rappelle que le dual E** de E* s’identifie canoniquement a E.

Dans le cas ou F = R, la convention indiquée ci-dessus, consistant a identifier £ a
L(R, E), nous conduit & identifier R & son dual R*: on associe & chaque x € R Iapplication
linéaire de R dans lui-méme: ¢ — tz. Le couplage par dualité de R avec lui-méme est tout
simplement le produit ordinaire (¢, z) — tx.

7.2. Formes bilinéaires. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
Une forme bilinéaire sur E X F est une application ¢ : E x F' — R linéaire par rapport a
chaque argument.

A toute forme bilinéaire @ sur E x F, on peut associer, de maniere naturelle, une
application linéaire ¢ : F — F* de E dans le dual de F', en posant

(3(z),y) = p(z,y), z€E,yecF.

L’application ¢ — @ est un isomorphisme de I’espace des formes bilinéaires sur F x F', sur
I’espace des applications linéaires de E dans le dual F'* de F'. On identifie souvent ces deux
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espaces au moyen de cette application; on utilisera donc la méme notation ¢ pour désigner
une forme bilinéaire sur E x F' et I’application linéaire de ¥ dans F'* qui lui correspond.

Soit ¢ une forme bilinéaire sur E' x F. Lorsqu’on a choisi des bases (eq,...,e,) de E,
(f1,..., fm) de F, on associe a la forme bilinéaire ¢ la matrice A = (4;;), a m lignes et n
colonnes, définie par

Aij = oley, fi) -

On remarque que A est tout simplement la matrice de ¢, considérée comme application
linéaire de F dans F'*, relativement a la base (e1,...,e,) de F et a la base de F* duale de

la base (f1,..., fm)-

Lorsque EF = F', une forme bilinéaire ¢ sur EF x E est souvent appelée, par abus de
langage, forme bilinéaire sur E. On dit que ¢ est symétrique si

o(z,y) = p(y,x) pour tous x et y € E.
Cette forme bilinéaire, supposée symétrique, est dite positive si
o(x,z) >0 pourtout x € E;
elle est dite définie positive si

o(z,x) >0 pourtout z € B, x #0.

On a, dans le paragraphe précédent, identifié R et son dual. Plus généralement, pour
tout entier n > 1, on peut identifier R™ & son dual (R™)*. En convenant de noter z°
(1 < i < n) les composantes de chaque élément = de R"”, cette identification est obtenue
en associant a chaque élément x de R™ I'application linéaire de R™ dans R:

y > o'y’
i=1
Le couplage par dualité de R™ avec lui-méme ainsi défini, noté
n
(z,y) = (zly) =Y 2'y’,
i=1

est appelé produit scalaire euclidien usuel sur R™. On remarquera que c’est une forme
bilinéaire symétrique, et que pour tout z € R", z # 0, (x|x) > 0.
L’application de R" dans R:

" 1/2
z = || = (l)'? = (Z(W)

est appelée norme euclidienne usuelle sur R™.
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7.3. Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimension finie et
f € L(E, F) une application linéaire de F dans F. On appelle transposée de f et on note
¢ f application linéaire du dual F* de F dans le dual E* de E, définie par

<tfa,$>:<a,f(m>>7 OCEF*, rekl.

7.4. Proposition. Soient E, F et G trois espaces vectoriels réels de dimension finie,
feL(EF), ge LIF,QG).

1. Ona

3. Ona
Hgof)="fo'yg.

Ces propriétés, conséquences directes de la définition, pourront étre démontrées par le
lecteur comme exercice.

7.5. Transposée d’une matrice. Considérons le cas ou £ = R™, ' = R". Une
application linéaire de R™ dans R" est alors une matrice A a n lignes et m colonnes. Sa
transposée ‘A est I'application linéaire de (R™)* dans (R™)*, définie par

("Aa,z) = (a, Az), a € (R")*, x € R™.

Conformément aux conventions indiquées en 7.2, on identifie R™ et R™ a leurs duaux
respectifs. L’égalité ci-dessus s’écrit, en utilisant le produit scalaire euclidien usuel sur ces
espaces:

(*Aa|z) = (a|Az), a€R", z€R™.

L’application *A € L(R™,R™) est alors une matrice & m lignes et n colonnes. Ses
coefficients (*A);; (Uindice i désignant la ligne et j la colonne) sont données par

(“A)ij = ("Afjle) = (fjlAes) = Ay,
ot on a noté (f1,...,fn) et (e1,...,en) les bases canoniques, respectivement, de R™ et de

R™.

On peut donc énoncer le résultat (qu’on pourrait d’ailleurs prendre pour définition):

7.6. Proposition. La transposée d’une matrice A a n lignes et m colonnes est la
matrice A, a m lignes et n colonnes, déduite de A par échange des lignes et des colonnes.
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7.7. Proposition. Soient A une matrice n x m et B une matrice m X p.

1. Ona
75(154) =A.

2. Sin=m et si A est inversible, A est aussi inversible et on a
t(A—l) — (tA)—l )

3. Ona
"(AB) ='B'A.

Cette proposition est un corollaire évident de 7.4.

7.8. Produit scalaire euclidien et transposition. Lorsqu’on utilise les notations
matricielles, un élément x de R™ est considéré comme une matrice a n lignes et 1 colonne

On dit que c’est un vecteur-colonne a n composantes. Comme indiqué en 7.1, on I’assimile
a lapplication linéaire de R dans R": ¢ — tx. L’application transposée, notée 'z, est la
matrice a 1 ligne et n colonnes

r= (2t 2% ... a");

c’est une application linéaire de R™ dans R (identifiés & leurs duaux respectifs). Le produit
scalaire euclidien usuel sur R™ peut donc s’exprimer, au moyen de la transposition, par

1

Y

2 n

Y i)
(zly) =toy = (2t 2% ... ") : :ny.

: i=1

yn

7.9. Définition. Soit A € L(R",R") une matrice n x n. On dit que A est:
— symétrique si A =tA,
— symétrique positive si elle est symétrique et vérifie

(x|Az) ='zAx >0 pour tout x € R",

— symétrique définie positive si elle est symétrique et vérifie

(x|Az) ='zAz >0 pour tout x € R™, x #0.
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7.10. Exemple. Soit B une matrice n X n quelconque. La matrice
A="'BB
est symétrique, puisque d’apres 7.7
‘A='("'BB)="'B'('B) ="'BB.
Elle est aussi positive puisque pour tout x € R":
‘xAz ='z'BBx = "(Bx)(Bz) = (Bx|Bz) > 0.
On voit qu’elle est définie positive si et seulement si B est inversible.

7.11. Proposition. Toute matrice n x n A symétrique définie positive est inversible et
son inverse A~ est symétrique définie positive. De plus, pour tout entier k (1 < k < n),
le mineur principal M, de A est une matrice k X k symétrique définie positive.

Démonstration. Puisque pour tout z € R", x # 0, on a ‘o Ax > 0, A est injective donc
inversible. D’apres 7.7, A~! est symétrique. Soit z € R", 2 #0, et x = A~'z. On a
LA e =t AA A =t A > 0,

ce qui prouve que A~! est définie positive.

Rappelons qu’on appelle mineur principal de A d’ordre k la matrice k x k My, formée
par les coefficients a;; de A dont les indices de ligne et de colonne sont < k. Les mineurs
principaux de A sont évidemment des matrices symétriques. Soit

le vecteur élément de R™ dont les k premieres composantes sont égales a celles de x et dont
les n — k autres composantes sont nulles. On remarque que x étant non nul, y aussi est non
nul. Puisque A est définie positive

txMyx =tyAy >0,

donc My est aussi définie positive. [
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8. La méthode de Cholesky

Etablissons d’abord un lemme.

8.1. Lemme. Soit A une matrice réelle symétrique. Toutes ses valeurs propres sont
réelles. Si de plus A est définie positive, toutes ses valeurs propres et son déterminant sont
strictement positifs.

Démonstration. En prolongeant si nécessaire A en un endomorphisme de C" (ce qui
est toujours possible en posant, pour tous u et v € R", A(u + iv) = A(u) + iA(v)), on est
assuré de l'existence de valeurs propres (éventuellement complexes) de A et, pour chaque
valeur propre, d’'un vecteur propre associé (éventuellement élément de C™). Soit alors A
une valeur propre de A, et w = u + iv (avec u et v € R™) un vecteur propre associé a la
valeur propre A. On a

Hu — iv) A(u + iv) = M(tuu + "ov) = A(||lul|® + ||v||*) -

Prenons les transposés conjugués (changement de i en —i) des deux membres. On obtient,
puisque A est réelle et symétrique,

= i) A+ i0) = X(Jul® + [o]?)
d’ott puisque [Jul|? + ||v||* # 0:
A=A

Par suite, A\ est réel, u et v vérifient tous deux
Au=du, Av=)\v,

et on a

budu = Nul|*, fvAv = M.

Supposons maintenant de plus A définie positive. Comme u et v ne sont pas tous deux
nuls, les égalités ci-dessus montrent que

A>0.

Toutes les valeurs propres de A sont donc strictement positives. Mais ce sont les racines
du polyndome caractéristique de A, c’est-a-dire du déterminant de A — A\I, ou I est la
matrice n X n unité. D’apres les relations bien connues entre coefficients d’un polynome et
fonctions symétriques des racines, le déterminant de A est le produit des valeurs propres
de A (chacune apparaissant un nombre de fois égal & sa multiplicité). Le déterminant de
A est donc positif. [

La méthode de Cholesky, pour la décomposition triangulaire d’une matrice symétrique
définie positive, est basée sur le théoreme suivant.

8.2. Théoreme. Soit A une matrice n X n symétrique. Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes.
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1. La matrice A est définie positive.
2. Les déterminants des mineurs principaux My de A (1 < k <n) sont tous > 0.

3. 1l existe une matrice n X n inversible B telle que

A="'BB.

Lorsque ces trois conditions équivalentes sont satisfaites, on peut imposer de plus a
la matrice B d’étre triangulaire supérieure et d’avoir tous ses éléments diagonaux > 0.
Moyennant quoi, la matrice B est unique.

Démonstration.  Supposons A définie positive. D’apres 7.11, ses mineurs princi-
paux sont tous des matrices symétriques définies positives. D’apres le lemme 8.1, leurs
déterminants sont strictement positifs. On a prouvé que 1 implique 2.

Supposons les déterminants des mineurs principaux de la matrice symétrique A tous
strictement positifs. D’apres le théoreme du paragraphe 6.1, la matrice A admet une
décomposition triangulaire

A=GD,

avec (G triangulaire inférieure, a coefficients diagonaux égaux a 1, et D triangulaire
supérieure, a coefficients diagonaux donnés par les formules

A
dii=A1=a11, dkk:Akk pour 2 <k <n.
—1

On a désigné par A le déterminant du mineur principal de A d’ordre k. Les coefficients
diagonaux de D sont donc tous strictement positifs.

Soit S la matrice diagonale ayant pour coefficients

1
Skk = .
Vg

Posons

G =GS™1, B=SD.

Les matrices G’ et B sont triangulaires, respectivement inférieure et supérieure. Elles
vérifient

A=GB, (%)

et ont pour coefficients diagonaux

G = brk = Vi -

En prenant les transposés des deux membres de (*) on obtient, puisque A est symétrique,
A=G'B='B'¢,

d’ou puisque G’ et B sont inversibles

(tB)—lG/ — tG/(tB)—l )
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Mais la matrice au premier membre de 1’égalité ci-dessus est triangulaire inférieure, celle
au second membre triangulaire supérieure, donc toutes deux sont diagonales. L’égalité des
termes diagonaux de G’ et de B montre que cette matrice diagonale est en fait la matrice
unité. On en déduit

G ='B.

On a ainsi prouvé que 2 implique 3.

D’apres 'exemple 7.10, 3 implique 1. On a donc prouvé I’équivalence des propriétés 1,
2 et 3.

Enfin on a vu, en démontrant que 2 impliquait 3, que la matrice B pouvait étre
choisie triangulaire supérieure, a coefficients diagonaux tous strictement positifs. Le méme
raisonnement que celui fait pour montrer que G’ = *B montre que la matrice B est alors
unique. [

8.3. L’algorithme de Cholesky. Soit A = (a;;) une matrice n x n définie positive.
D’apres le théoreme 8.1, il existe une matrice triangulaire supérieure unique B a coefficients
diagonaux strictement positifs telle que

A="'BB. (%)
L’algorithme de Cholesky permet la détermination explicite de B. Compte tenu de
Qi = Qj4

et de
bijZO Sii>j,

Iégalité (x) s’écrit, en explicitant les composantes,
K3
aij =Y bribe;, 1<i<j<n. (%)
k=1
Dans une premiere étape, on fait i = 1. Les équations (#*) nous donnent d’abord, pour

J=1,
a1 = (511)27

d’ou puisque by1 > 0,
b11 = 4/0Aa11 -

Puis ces équations nous donnent, pour 2 < 5 < n,
ai; =b11b1,

d’ou, puisque b1 a déja été déterminé,
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On procede ainsi étape par étape, chaque étape correspondant a une valeur de l'indice
i. Apres la i — 1-ieme étape, les by, ; ont été déterminés pour 1 <k <i—-1,k<j<n. A
la i-eme étape, les équations (%) nous donnent, pour j = i,

aii =Y (bpi)?,
k=1

d’ou puisque les by ; sont déja connus pour 1 < k <17 —1, et que b;; > 0,

i—1
bii = y|aii — Y (bgi)?.

k=1

Le théoreme 8.2 nous permet d’affirmer que I'expression figurant sous le radical est stricte-
ment positive. Puis les équations (#*) nous donnent, pour i + 1 < j < n,

i
Qi = E bkibkja
k=1

d’ou, puisque dans cette expression le seul terme pas encore connu est b, ;,

i—1
@ij = D1 bhibij
bii

bij:

On remarque que 'algorithme permet en méme temps de voir si la matrice A est définie
positive: si elle ne I’est pas, on obtient, a une certaine étape, une expression pour le calcul de
b;; comportant la racine carrée d’une quantité non strictement positive (nulle ou négative).
On ne peut alors plus appliquer I'algorithme.

8.4. Exercice. Calculer le nombre d’opérations (additions ou soustractions, multiplica-
tions, extractions de racines carrées) nécessaires pour obtenir une décomposition triangu-
laire d’une matrice n X n symétrique définie positive par la méthode de Cholesky.

On trouve:

(n — 1)Z(n +1) additions ou soustractions,
(n — 1)Z(n +1) multiplications,

w divisions,

n extractions de racines carrées.
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9. Fonctions symétriques des racines d’un polynéme

Les méthodes de Leverrier et de Souriau, exposées plus loin, permettent le calcul des
coefficients du polyndome caractéristique d’une matrice a n lignes et n colonnes. On va
rappeler d’abord quelques propriétés des fonctions symétriques des racines d’un polynome,
qui seront utilisées lors de I'exposé de ces méthodes.

9.1. Fonctions symétriques élémentaires. @ On considere un polynoéme f, de degré
n, a coefficients réels ou complexes,

f(x) = apx™ + a1zt 4+ +a,. (%)

On a ag # 0, puisque f est supposé de degré n.

Soient x1, s, ..., x, les racines de ce polynome, chaque racine étant répétée un nombre
de fois égal a sa multiplicité; grace a cette convention, f a effectivement n racines. On a

flx)=ao(z —z1)(x —22) -+ - (T — Tp) . (%)

Pour chaque entier &k (1 < k < n), on note o la somme des produits de toutes les
sous-familles de k termes pris parmi z1, s, ...,z,. On a donc

01 =21 +%2+ "+ Tn,

02 =T1Z2 + 2123+ + Tpn_1Tp,

Op = XL1X2 " Tp .

Les oy, sont appelées fonctions symétriques élémentaires des racines du polynome f.

Il existe des relations simples entre les coefficients ai du polynome f et les fonctions
symétriques élémentaires, qu’on détermine aisément en effectuant le produit qui figure au
second membre de (xx) et en identifiant ’expression ainsi trouvée avec le second membre
de (). Ces relations sont:

k Ok
Ok — ( 1) 0 .

D’autre part, pour tout entier k, on note Si la somme des puissances k-ieémes des racines
de f:
_ k k k
Sk =(z1)" + (22)" 4 - + (xn)".

9.2. Les relations de Newton. Les coefficients a;, du polynome f et les sommes Sy des
puissances k-iemes des racines de ce polynome sont liés par des relations, appelées relations
de Newton. Les n premieres relations de Newton s’écrivent:

1 a1 + a S1 = 0,
2 ax + a1 ST+ ag Sy = 0,
k ar. + a1 S1 + ap—o S + -+ + a9 Sp = 0,

n a, + ap—1 S1 + ap—2 S2 + -+ + a S, = 0.
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Pour k£ > n, les relations de Newton s’écrivent:
anSk—n + an-1Sk—ns1 + -+ +apSkL =0.

On remarque que pour tout entier £ > 1, k pouvant étre < n ou > n, le systeme formé par
les k premieres relations de Newton permet tres facilement la détermination explicite de Sy,
Sa, ..., Sk en fonction des coefficients du polynéme f (le systéeme linéaire correspondant
est & matrice triangulaire). Inversement, ces mémes équations (mais pour 1 < k < n)
permettent tres facilement la détermination explicite de a1, ao, ..., ar en fonction de ay,

S1, S2, ..., Sk.

Rappelons une démonstration des relations de Newton. On a

f(z) = apz" + a12" ' + - +a,

=ap(z —x1)(x —x2) - (x — ) .
Dérivons la premiere expression de f. On obtient
() =napz™ ' 4+ (n— Darx™ 2+ 4 an_1.
En utilisant la seconde expression de f, et en calculant sa dérivée logarithmique, on obtient

"(x 1 1 1
) T
fle) x—x1 x—x9 T — Ty

d’ou
f@) @ @)

r—T1 T — X9 T — Ty

fla) =

Les quotients peuvent étre calculés en effectuant la division euclidienne suivant les

r — X;
puissances décroissantes de la variable. On obtient
f(z) _

— = apx™ '+ (a1 + aow;)z" " + (a2 + (a1 + aowi)z;)a" > + -
— T

En ajoutant les termes pour ¢ allant de 1 a n, on obtient

f(@) = naozs" " + (nay + agS1)z" % + (nag + a1 51 + apS2)x" > + - -
+ (nap—1 + an—251 +an—352 + -+ agS,-1).

En identifiant les termes de méme degré dans les deux expressions de f’(z) obtenues ci-
dessus, on obtient

napg = naop ,
(n — 1)a1 = nai + CLQSl 5
(n — 2)&2 = nas + a1S1 + agSs,

Ap—1 = NAp—1 + afn—QSl + -+ aOSn—l .
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La premiere de ces égalités est une identité. Les autres sont les n — 1 premieres relations
de Newton. Pour obtenir la k-ieme relation de Newton, avec k > n, on écrit

()" (an + an_12i + an—2(7;)* + -+ + ao(z;)") = 0.
En développant et en ajoutant, pour ¢ allant de 1 & n, on obtient
a'nSk:—n + an—ISk—n—i—l + -+ aOSk =0.

Ce sont les relations de Newton de rang k > n.

10. La méthode de Leverrier

Soit A = (a; ;) une matrice n x n. On rappelle que le polynéme caractéristique de A est
le déterminant de la matrice A — I, I désignant la matrice n x n unité, et x la variable
dans ce polynéome. On le notera

Pai(z) = apx™ + a1z + - 4 a,.

C’est un polynome de degré n. En évaluant le coefficient du terme de plus haut degré

en x, on voit aisément que
_ n
ag = (—1) .

On notera x1,...,z, les racines de Pa(x).
La méthode de Leverrier pour la détermination de Pa(z) repose sur le lemme suivant.

10.1. Lemme. Pour tout entier k > 1, la somme
Sk = (21)" + (@2)" + -+ + (zn)"

est égale a la trace de la matrice AF.

Démonstration. La matrice A est un endomorphisme de R", qui se prolonge de maniere
naturelle en un endomorphisme de C™, qu’on notera A pour éviter les confusions. Soit P
une matrice n X n inversible, dont les coefficients peuvent éventuellement étre complexes.
Les colonnes de P forment une nouvelle base de C", dans laquelle 'endomorphisme A a
pour matrice

B=P 'AP.

On sait que quelle que soit la matrice inversible P, on a
Trace(B) = Trace(A),

et que, pour un choix convenable de P, la matrice B est triangulaire inférieure, et a pour
coefficients diagonaux les valeurs propres de A, c’est-a-dire les racines z1,...,x, de son
polynéme caractéristique P4. Pour tout entier £ > 1, on a

BY = P71AkP | Trace(B¥) = Trace(A").
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Mais B étant triangulaire inférieure, B¥ I’est aussi, et ses termes diagonaux sont (x1)", ...
(x,)F. Par suite,

Trace(A¥) = Trace(B*) = S, . 0
10.2. L’algorithme de Leverrier. On connait déja le coefficient ag du polynome Pjy:
ag = (—l)n .
A la premiere étape, on calcule
S = Trace(A) .

La premiere relation de Newton donne alors

a; = —apS1 = —(—1)"Trace(4).

Apres la (k — 1)-ieme étape, on connait Sy,...,Sy_1, A¥~L, ainsi que ag,ay,...,ap_1.
On calcule alors

Ak: _ AAk:—l

puis

Sy = Trace(A").

La k-iéme relation de Newton donne alors

1
ar = _E(ak—151 + ag—252 + -+ aoSk) -

10.3. Exercice. Calculer le nombre d’opérations (additions ou soustractions, multipli-
cations, divisions) nécessaires pour déterminer le polynéme caractéristique d’une matrice
n X n par la méthode de Leverrier.
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11. La méthode de Souriau

Cette méthode permet le calcul, entre autres choses, du polynome caractéristique d’une
matrice n X n et, lorsque cette matrice est inversible, de son inverse. Nous allons d’abord
rappeler quelques propriétés de la matrice des cofacteurs utilisées par cette méthode.

11.1. Rappel sur la matrice des cofacteurs. Soit A = (a;;) une matrice n x n.
Pour tout couple (i,7), on désigne par A,;; le déterminant de la matrice (n — 1) x (n — 1)
obtenue a partir de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne.

Développons le déterminant de A par rapport a la i-eme ligne de cette matrice. On
obtient (i étant fixé):

det A= (=1)"Fa;p Ay (1)
k=1

On en déduit, pour tout couple (7, j) fixé (1 <i,j5 <n):

= det A sii=j
_1)itk,. R R —J>
> (=1 FaipAj g = det Ay ; = {0 Sit] (2)
k=1
En effet, pour i = j, c’est l'expression de det A donnée en (1); pour i # j, clest le

développement, par rapport a la i-eme ligne, du déterminant d’une matrice déduite de
A en remplacant la i-eme ligne de A par sa j-eme ligne; mais une telle matrice, ayant ses
1-eme et j-eme lignes identiques, a un déterminant nul.

De méme, en développant le déterminant de A par rapport a la j-éme colonne de cette
matrice, on montre que pour tout couple (i, j) fixé, (1 <i,7 <n),

= ; detA sii=j
_ 1)tk . J— R J>
kE_l( 1) ag ;A ; = det Ad; {0 i (3)

Afin de donner une forme plus commode aux expressions (2) et (3), on pose
@iy = (=)™ A

On remarquera l'interversion des indices i et j entre les membres de droite et de gauche de
cette égalité.

La matrice A = (@; ), ou i est I'indice de ligne et j 'indice de colonne, est appelée
matrice des cofacteurs de A.

Grace a cette définition, les formules (2) et (3) s’écrivent, au moyen du produit des

matrices A et E, R
AA=AA=detAl,,

ou I,, désigne la matrice n X n unité.

On en déduit immédiatement que si det A # 0, la matrice A est inversible et a pour
inverse 1
A

Al = )
det A
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La matrice des cofacteurs de A intervient aussi dans I’expression de la différentielle de
I’application “déterminant”, qui, a une matrice A, associe son déterminant det A. Pour le
voir, reprenons la formule (1):

det A = Z(—l)i+kaikAik .
k=1

Chaque A;; est un polynome homogeme de degré n — 1 en les coefficients a, ; de A, avec
r # 1 et s # k puisque c’est le déterminant d’une matrice obtenue en supprimant la i-eme
ligne et la k-iéme colonne de A. On a donc

O(det A)

8@1- j

= (-1)"A

R
qu’on peut aussi écrire, en faisant intervenir le cofacteur @; ;,

d(detA) .
o0, =aji.

La différentielle de 'application “déterminant” est donc:

det A
d(det A) = Z % da; j = Zajidaij
(i,5) v (4,7)

— Trace(A dA) = Trace(dA A).

[On rappelle que la trace d’'une matrice A, notée Trace A, est la somme de ses coefficients
diagonaux.]

11.2. Application a la détermination du polynéme caractéristique. Soit s une
variable (qu’on pourra supposer élément de R ou de C). A désigne comme précédemment
une matrice n x n donnée. On sait que la matrice (s, — A), fonction de la variable s, a
pour déterminant (—1)"P4(s), ou P4(s) est le polyndéme caractéristique de la matrice A.
On sait que (—1)"P4(s) est un polynéme en s de degré n, dont le terme de plus haut degré
est s". On I'écrira:

(—=1)"Pa(s) = det(sl, — A) = s" +dis" "+ +dy,

les coefficients di,...,d, étant des scalaires. Avec les notations du paragraphe 10, on a
dk = (—1)”%, 1 S k S n.
Soit d’autre part
Qa(s)=(sl, —A)

la matrice des cofacteurs de la matrice (sI,, — A). On peut considérer @ 4(s) comme un
polynome de degré n — 1 en s dont les coefficients sont des matrices n x n. On 1’écrit:

Qa(s) = Bos" '+ B1s" 2+ -+ B, 1,
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ou By, ..., B,_1 sont des matrices n X n.
D’apres les résultats du paragraphe précédent, appliqués a (s, — A), et non plus & A,
on a

(sl, — A)Qa(s) = Qa(s)(sl, — A) = Pa(s)I,, .

On rappelle que le spectre de A est I'ensemble des racines de son polyndme caractéristique
P4 (s). Donc, si s n’est pas élément du spectre de A, P4(s) est non nul, la matrice (sl,, — A)
est inversible et a pour inverse

1
I, — A~ = :
(51 = A) = 5 Qo)
11.3. Théoréme (formules de Souriau). Les coefficients By, ..., B,_1 du polynéme
a coefficients matriciels Q a(s), et les coefficients dy, . ..,d, du polynéme (—1)"Py(s), ot

P4(s) est le polynéme caractéristique de la matrice A, sont liés par les relations:

Bo = In, Trace(BoA) = —d1 s

Bl = BOA —+ dlln N TI‘&CG(BlA) = —dg s

By = B1A +dsI, Trace(B2A) = —3ds,

By = Br_1A+dil, , Trace(BkA) = —(]{J + 1)dk+1 ,
Bn—l = Bn_zA + dn—lln s Tra,ce(Bn_lA) = —ndn N

0=B,1A+d,I,.

Les 2n premiéres formules permettent de calculer successivement By, di, By, da, ...,
By, dk+1, ...,Bn-1, dn. La derniere formule 0 = B,,_1 A + d, I, n’est pas nécessaire au
calcul des coefficients B;, d;; elle peut étre employée comme vérification.

Démonstration. On sait que
Qa(s)(sl, —A) = (—1)"Pa(s)I,
ou, en tenant compte des expressions de Q4(s) et de (—1)"Pa(s),
(Bos" '+ Bys" 4+ By 1)(sl, — A) = (s" +dys" "+ dy) .

En développant le membre de gauche et en identifiant les termes de méme degré des deux

membres, on obtient:
BO = ITL )

By = BoA+di 1,
By = B1A +dal,

B, 1= Bn—QA +dn1l, )
0=DB,1A+d,I,.
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Ce sont les formules de Souriau indiquées dans ’énoncé dans la colonne de gauche.
Prenons les traces des deux membres de chacune de ces formules. Nous obtenons:

Trace By = n,
Trace By = Trace(ByA) + ndy ,
Trace By = Trace(B1A) + ndsy ,

Trace B,,_1 = Trace(B,,_2A) + nd,,_1 ,
0 = Trace(B,—14) + nd,, .

D’autre part, on a établi au paragraphe 11.1 la formule donnant l’expression de la
différentielle de ’application “déterminant”:

d(det A) = Trace(AdA).

Appliquons cette formule, non pas a la matrice A, mais a la matrice (sI,, — A), considérée
comme fonction de s. Son déterminant étant (—1)"P4(s), et la matrice de ses cofacteurs
étant Q4(s), on obtient

(—1)"% Py(s) = Trace(QA(s)% (s, — A))
= Trace(Qa(s)I,)
= Trace(Qa(s)) -

En remplagant (—1)"Pa(s) et Q4(s) par leurs expressions, on obtient
ns" 4 (n— 1)dys" %+ -+ +d,_; = Trace Bys" ! + Trace Bys" 2 + --- + Trace B,,_1 .
En égalant les termes de méme degré en s des deux membres, on obtient

Trace Bp = n,
Trace By = (n — 1)d; ,

Trace B,,_1 = dp—1 .

En portant ces expressions des Trace B; dans les formules (4), on obtient les formules de
Souriau figurant dans la colonne de droite de ’énoncé. [

11.4. Remarque. La méthode de Souriau permet la détermination, non seulement
du polynéme caractéristique Pa(s) de la matrice A, mais aussi celle de tous les coefficients
matriciels du polynome @ 4(s) (matrice des cofacteurs de (sI,, — A)). On en déduit aisément
I'inverse de (sI, — A) pour tout s n’appartenant pas au spectre de A et, en particulier,
I'inverse de A (lorsque A est inversible).
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11.5. Exercice. Déterminer le nombre d’opérations (additions ou soustractions, multi-
plications, divisions) nécessaires pour I'application de la méthode de Souriau & une matrice
n x n. On supposera que les produits de matrices sont effectués par la méthode de la “force
brutale”, lignes par colonnes, sans que ’on cherche a réduire le nombre de multiplications
par des regroupements de termes (ce qui est possible, au prix d'un plus grand nombre
d’additions et de soustractions, mais c’est un autre exercice).

On trouve

n(n —1)(2+ n(n — 1)) additions ou soustractions,
(n — 1)n® multiplications,
n — 1 divisions.

Si 'on utilise la derniere équation pour faire une vérification des calculs, on doit faire
encore

n additions,

et de plus comparer & 0 les n? termes d’une matrice.

On remarque que dans cette méthode le nombre d’opérations croit comme n?.

12. Le théoréme de Sturm

Le théoreme de Sturm est a la base d’'une méthode de détermination du nombre de racines
réelles d'une équation algébrique contenues dans un intervalle donné de R. Il utilise comme
ingrédient essentiel I'algorithme d’Euclide pour la détermination du PGCD (plus grand
commun diviseur) de deux polynémes, étudié en premier cycle, que nous allons briévement
rappeler.

12.1. L’algorithme d’Euclide. Cet algorithme est I'un des plus anciennement con-
nus, puisqu’on le trouve dans les fameux “Eléments” d’Euclide, datant probablement du
troisieme siecle avant J. C. Initialement créé pour la détermination du PGCD (plus grand
commun diviseur) de deux entiers positifs, il s’applique sans changement a la détermination
du PGCD de deux polynomes. C’est le cas qui nous intéresse ici.

Soient Py et P; deux polynomes en la variable x, dont les degrés, notés deg Py et deg P,
vérifient deg Py > deg P;. On effectue la division de P, par P;, suivant les puissances
décroissantes de la variable. On a

Py=PQ+ R, avec degR < degP;,

ou () désigne le quotient de Py par P; et R le reste. Si R =0, le PGCD de Py et P, est P;.
Si R # 0, on remarque que tout polynome qui divise a la fois Py et P; divise aussi R, et que
tout polynome qui divise a la fois P; et R divise aussi Fy. Le PGCD de Py et P; est donc
le méme que le PGCD de P; et R. On peut répéter, pour P; et R, le méme raisonnement
que celui présenté ci-dessus pour Py et P;. On est ainsi conduit a la construction suivante,
appelée algorithme d’Fuclide. On définit une suite finie de polynomes P;, ¢ entier > 0, dont
les deux premiers termes sont les polynomes donnés Py et P;, dont les degrés, a partir du
troisieme terme, forment une suite strictement décroissante. En supposant que les termes



74 Chapitre II. Méthodes directes

de cette suite ont été définis jusqu’'a P;, on effectue la division de P;_; par P; suivant les
puissances décroissantes de la variable. On désigne le quotient par ();41 et le reste par
R;+1. On écrit donc

P,_1 =PFPQit1+ Riy1, avec degR;11 <degk;.

Si Riy1 = 0, la suite s’arréte a P;. Si R;41 # 0, on pose P11 = R;y1, et on répete
pour P; et Py, le opérations décrites ci-dessus pour P;_; et P;. L’algorithme ainsi défini
s’arréte nécessairement, car les degrés des polynomes successivement définis forment une
suite strictement décroissante. Le dernier terme de la suite, Py, est le PGCD de P, et de
P.

Exercice. On note P le PGCD de P, et P;. Montrer que 'algorithme d’Euclide permet
de déterminer non seulement Py, mais aussi deux polynomes Sy et S tels que

Pk = P()SO + P151 .

En particulier, si Py et P; sont premiers entre eux, P, est un scalaire non nul, et il existe
deux polynomes U et V tels que

1=F~RU+ PAV.

L’algorithme d’Euclide permet la détermination effective de U et V.

12.2. La suite de Sturm d’un polynoéme. Soit P un polynome de degré n en la
variable x, a coefficients réels. On le note:

P(z) = apz™ + a12™ 1 + -+ ay,,
avec, par hypothese, ag # 0. Soit P’ son polynome dérivé:
P'(z) =napz" ' + (n — Darz" % + -+ an_1.

On applique 'algorithme d’Euclide pour la détermination du PGCD de P et de P’. On
va donc définir une suite finie de polynémes (P, P, ..., Px), dont les deux premiers sont
Py = P, P, = P'. Pour des raisons qui apparaitront plus loin, on introduit cependant une
légere modification de cet algorithme, que I'on va décrire. Ala premiere étape, on effectue
la division de Py = P par P; = P’, suivant les puissances décroissantes de la variable. On
a donc

Py=PQ+ R, avec degR < degh;.

Si R =0, la suite s’arréte a P;. Si R # 0, on pose
P,=—-R,

au lieu de poser, comme dans l'algorithme d’Euclide standard, P, = R. De méme, a la
i-eme étape, les termes de la suite ayant été définis jusqu’a P;, on effectue la division de
P;_1 par P; suivant les puissances décroissantes de la variable. On écrit donc

P 1 =PQiy1+ Riy1, avec degR;11 <degh;.
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Si le reste R; 1 de cette division est nul, la suite s’arréte a P;. S’il est non nul, on pose
Piy1 = —Rit1,

et non pas R;;1 comme dans 'algorithme d’Euclide standard. On a donc, pour tout 4,
1<i<k-1,
Py = PiQiy1 — Piy1, avec deg Py <degh;.

La suite de polynomes ainsi construite, (Py = P, P, = P’, ..., Py), sera appelée suite de
Sturm du polynome P. Son dernier terme, Py, est le PGCD de P et de P’: les changements
de signe qu’on a faits dans la variante de ’algorithme d’Euclide utilisée ici n’empéchent pas
qu’on trouve quand méme ainsi le PGCD, qui d’ailleurs n’est défini qu’a un facteur scalaire
multiplicatif non nul pres. Le dernier terme Pj est une constante non nulle si et seulement
si P et son polynome dérivé P’ sont premiers entre eux, c¢’est-a-dire si et seulement si toutes
les racines du polynome P sont simples.

Pour tout point z de R qui n’est pas racine de P, on appelle nombre de changements de
signes de la suite de Sturm de P au point x, le nombre de changements de signes entre deux
termes consécutifs de la suite (Py(z), P1(z),..., Py(z)), lorsqu'on considére les termes de
cette suite en commencant par Py(x), qui est non nul par hypothése. Afin que ce nombre
de changements de signes soit bien défini, méme lorsque certains des P;(z) (pour i > 1)
sont nuls, on convient de considérer que lorsque P;(z) est nul, son signe est le méme que
celui du terme précédent P;_;(z).

12.3. Théoreme de Sturm. Soit P un polynome en la variable x, a coefficients réels.
On suppose que toutes les racines de P sont simples. Pour tout x € R tel que P(x) # 0,
on note v(x) le nombre de changements de signes de la suite de Sturm de P au point x.
Soient a et b deux réels vérifiant a < b, aucun des deux n’étant racine de P. Le nombre de
racines de P contenues dans l'intervalle ouvert |a,b| est égal a v(a) — v(b).

Démonstration. Soit (Py, Py, ..., Py) la suite de Sturm de P. Comme on a supposé que
toutes les racines de P sont simples, Pj est une constante non nulle, et deux polynoémes
consécutifs P;_1 et P; de cette suite, pour 1 <7 < k — 1, sont premiers entre eux. Lorsque
x varie dans un intervalle ne contenant pas de racines des polynomes P; (0 <1i < k—1), les
termes de la suite de Sturm gardent des signes constants, donc v(z) reste constant. Pour
étudier les variations de v(x), il suffit donc d’examiner ce qui se passe lorsque x traverse,
en croissant, un réel r qui est racine d’un ou de plusieurs termes de la suite de Sturm.

Supposons r racine de Py = P. Alors r n’est pas racine de P; = P’, puisque Py et P;
sont premiers entre eux. Considérons successivement deux cas:

(i) Si Pi(r) > 0, P est croissant au voisinage de r. Donc pour € > 0 assez petit,
Py(x —e€) < 0et Po(x +¢€) > 0. En = — ¢, la suite de Sturm de P comporte donc un
changement de signe entre les deux premiers termes Py et P;, tandis qu’en = + ¢, les deux
premiers termes de cette suite sont de méme signe.

(ii) Si Pi(r) < 0, P est décroissant au voisinage de r. Donc pour € > 0 assez petit,
Py(x —¢€) >0 et Po(z+€) < 0. Donc comme dans le cas précédent, entre les deux premiers
termes Py et Pp, il y a un changement de signe en x — € et il n’y en a pas en = + e.
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Supposons maintenant r racine de P;, pour un certain i vérifiant 1 < ¢ < k — 1, (r
pouvant étre éventuellement aussi racine d’autres P;, 0 < j < k —1). On a, d’apres la
définition de P, 1,

P 1 = PiQiy1— Py,

donc puisque P;(r) = 0,
Pi_1(r) = =Pia(r).

Mais d’autre part, deux polynomes consécutifs de la suite de Sturm étant premiers entre
eux, r n’est racine ni de P;_1, ni de P, ;. Par suite, P;_1(r) et P;41(r) sont non nuls, et
opposés I'un de l'autre. Par continuité, pour = assez voisin de r, P;_1(x) et P;y1(z) sont
non nuls et de signes contraires I'un de lautre. Supposons par exemple P;_1(x) > 0 et
P;11(x) < 0, pour z assez voisin de r. Plusieurs cas sont & considérer:

(i) Supposons, pour € > 0 assez petit, P;(r —e) < 0et P;(r+¢€ > 0. Enr —e¢ la
suite de Sturm présente un changement de signe entre P;_; et P;, et n’a pas de changement
de signe entre P; et P;y1; soit au total, 1 changement de signe dans la partie de la suite
(P;—1, P;, Piy1. En r+e, la suite de Sturm n’a pas de changement de signe entre P;_1 et P;,
et un changement de signe entre P; et P;,1; soit, au total, 1 changement de signe dans la
partie de la suite (P;_1, P;, P;11. Dans cette partie de la suite, il y a donc le méme nombre,
1, de changements de signe en r — € et en r + € (et aussi en r, puisque par convention P;(r),
qui est nul, est considéré comme de méme signe que P;_1(r); on n’a donc pas de changement
de signe entre P;_1(r) et P;(r), et un changement de signe entre P;(r) et P;11(r)).

(ii) Supposons, pour € > 0 assez petit, P;(r —¢€) > 0 et P;(r+¢€) < 0. Comme ci-dessus,
on voit que dans la partie de la suite (P;,_1, P;, Pi+1), il y a 1 changement de signe, aussi
bien en r — e qu’en r + € et qu’en 7.

(iii) Supposons, pour € > 0 assez petit, P;(r —¢€) et P;(r+¢€) de méme signe (cela peut se
produire si r est racine de P; de multiplicité paire). Alors encore, on voit comme ci-dessus
que dans la partie de la suite de Sturm (P;,_1, P;, Pi+1, il y a 1 changement de signe, aussi
bien en r — €, qu'en r, ou en r + €.

On a donc prouvé que v(x) augmente exactement d’une unité lorsque x traverse en
croissant une racine de P, et ne varie pas lorsque x traverse une racine d’un autre polynome
P; (1 <i<k—1) de lasuite de Sturm qui n’est pas racine de P. Le résultat indiqué dans
le théoreme en découle immédiatement. [

12.4. Remarque. Le théoréme de Sturm reste valable lorsque l'intervalle |a, b n’est
pas borné. En particulier, v(—o0) — v(400) est le nombre de racines réelles de P.

12.5. Exercice. Appliquer la méthode de Sturm pour déterminer le nombre de racines

réelles du polynome
P(z) = 2390 £ bz 4+ 1

ou b est une constante réelle. On fera une discussion suivant la valeur de b.

On remarque, sur cet exemple, que le nombre de racines réelles d’un polynoéme peut étre
beaucoup plus petit que le nombre total de racines, réelles ou complexes (dans cet exemple,
il y a 3600 racines réelles ou complexes, dont au plus deux racines réelles).



