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1 In tro duction générale

Le lab oratoire de thermique, énergétique et pro cédés (LaTEP) mène des re-

c herc hes sur la création d'une ém ulsion in v ersée grâce à des mélangeurs basés sur

des écoulemen ts c haotiques en tre des cylindres excen trés. Le but de ces ém ulsions

c haotique est de dimin uer la viscosité du mélange à l'aide par exemple d'une ém ul-

sion in v ersée h uile dans eau, a�n de faciliter la pro duction et le transp ort des bruts

lourds. Les mélangeurs c haotiques considérés ici, son t basés principalemen t sur des

écoulemen ts laminaires en tre des cylindres excen trés en deux dimensions et nous

p ermetten t d'e�ectuer un mélange à faible coût énergétique.

Dans le cadre d'un solv eur de mécanique des �uides basé sur la métho de des

v olumes �nis, nous souhaitons réaliser un calcul précis des grandeurs du mélange

c haotique. Ainsi, nous a v ons décidé d'améliorer la pro cédure d'appro ximation du

gradien t sur un maillage non-structuré en 2D. Nous c herc hons ainsi à calculer

le gradien t de concen tration et celui des vitesses (cisaillemen t et élongation) de

manière précise sur le domaine d'étude.

L'estimation de grandeurs telles que le cisaillemen t et l'élongation est capitale

p our la rec herc he de situation où le cassage de gouttes est p ossible (ex : goutte

d'h uile dans eau). En plus, l'estimation précise du gradien t de concen tration d'un

des constituan ts nous p ermet de quan ti�er sa disp ersion et de juger de la qualité

du mélange dans le but de c herc her les conditions de son amélioration.

Utilisan t la discrétisation par les v olumes �nis, l'appro ximation du gradien t se

fait dans c haque élémen t, en supp osan t une v ariation con tin ue de la fonction sur

le v olume de con trôle.

La base de cette micro-thèse est de trouv er les meilleures appro c hes n umériques

a�n d'appro ximer le gradien t d'une fonction test sur un maillage anisotrop e non-

structuré. Cette appro c he générale de calcul du gradien t doit être applicable aussi

aux maillages non-structurés h ybrides con tenan t des élémen ts mixtes (ex : triangles

et quadrangles).
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2 Discrétisation bidimensionnelle

En vue du passage d'un problème exact (con tin u) au problème appro c hé (dis-

cret), on disp ose de plusieurs tec hniques concurren tes : les di�érences �nies, les

élémen ts �nis et les v olumes �nis. Chacune de ces trois métho des corresp ond à

une form ulation di�éren te des équations de la ph ysique :

- équilibre des forces en c haque p oin t p our les di�érences �nies

- minimisation de l'énergie ou princip e des tra v aux virtuels p our les élémen ts �nis

- loi de conserv ation et calcul des �ux p our la métho de des v olumes �nis

2.1 Di�érences �nies

La métho de des di�érences �nies consiste à remplacer les dériv ées apparais-

san t dans le problème con tin u par des di�érences divisées ou com binaisons de

v aleurs p onctuelles de la fonction en un nom bre �ni de p oin ts discrets ou no euds

du maillage.

- A v an tages :

� grande simplicité d'écriture

� faible coût de calcul

- Incon v énien ts :

� limitation de la géométrie des domaines de calculs

� di�cultés de prise en compte des conditions aux limites

� en général, absence de résultats de ma joration d'erreurs

2.2 Élémen ts �nis

La métho de des élémen ts �nis consiste à appro c her, dans un sous-espace de

dimension �nie, un problème écrit sous forme v ariationnelle (comme minimisation

de l'énergie, en général) dans un espace de dimension in�nie. La solution appro c hée

est, dans ce cas, une fonction déterminée par un nom bre �ni de paramètres comme,

par exemple, ses v aleurs en certains p oin ts (les no euds du maillage).

- A v an tages :

� traitemen t p ossible de géométries complexes

� détermination plus naturelle des conditions aux limites

� p ossibilité de démonstrations mathématiques de con v ergence et de ma jora-

tion d'erreurs

- Incon v énien ts :

� complexité de mise en o euvre

� coût en temps de calcul et en mémoire
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2.3 V olumes �nis

La métho de des v olumes �nis in tègre, sur des v olumes élémen taires de forme

simple, les équations écrites sous forme de loi de conserv ation. Elle fournit ainsi

de manière naturelle des appro ximations discrètes conserv ativ es et est donc parti-

culièremen t bien adaptée aux équations de la mécanique des �uides : équation de

conserv ation de la masse, équation de conserv ation de la quan tité de mouv emen t,

équation de conserv ation de l'énergie.

D'après la métho de des v olumes �nis, le maillage se divise aux élémen ts qui

son t de p etits v olumes (3D), des surfaces (2D) ou des segmen ts (1D), don t la

réunion forme le domaine d'étude. Les v olumes de con trôle p euv en t être de forme

p oly édrique a v ec un nom bre quelconque de v oisins p ouv an t former p oten tiellemen t

un maillage arbitrairemen t non-stucturé. Un a v an tage éviden t de la métho de des

v olumes �nis est qu'elle est facilemen t applicable aux maillages non-structurés. En

e�et, la form ulation d'une métho de de v olumes �nis ne tien t aucun compte de la

complexité du maillage.

- A v an tages :

� Sa mise en o euvre est simple si les "v olumes" élémen taires son t des rectangles

(ou des parallélépip èdes rectangles en dimension 3). Cep endan t, la métho de

des v olumes �nis p ermet d'utiliser des v olumes élémen taires de forme quel-

conque, donc de traiter des géométries complexes, ce qui est un a v an tage sur

les di�érences �nies. Il existe une grande v ariété de métho des selon le c hoix

de la géométrie des v olumes élémen taires et des form ules de calcul des �ux.

- Incon v énien ts :

� On disp ose de p eu de résultats théoriques de con v ergence.
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3 T ec hnique de v olume de con trôle

Un v olume de con trôle t ypique à l'in térieur d'un maillage non-structuré aniso-

trop e (section 8) a v ec ses in terfaces est illustré dans la �gure (1). D'après la �gure,

le p oin t P signi�e le cen tre de la cellule (P oin t situé à distance égale de toutes les

in terfaces de la cellule en 2D), et les n÷uds Nk , k = 1; 2; :::; p ( p = le nom bre des

in terfaces) son t les cen tres des cellules v oisines. La longueur de c haque in terface

est sym b olisée par Ak . Les v ecteurs joignan ts le cen tre de la cellule aux n÷uds

en vironnan ts son t indiqués par ~vk . Les v ecteurs normaux unitaires orien tés v ers

l'extérieur de l'in terface, son t dénotés par

bnk , et les v ecteurs unitaires tangen tiels

par rapp ort aux in terfaces du v olume de con trôle son t dénotés par

buk (

buk est consi-

déré en sens in v erse des aiguilles d'une mon tre p our que la direction des v ecteurs

bnk soit v ers l'extérieur du v olumes de con trôle).

Fig. 1 � Un v olume de con trôle de maillage non-structuré

Soit ' une fonction en 2D ou 3D des co ordonnés spatiales ( x1, x2,...) aux v aleurs

réelles dé�nies, la mo y enne in tégrale de r ' sur le v olume de con trôle (�Vp) s'écrit,

r ' =
1

�Vp

Z

�V p

r 'dV (1)

D'après le théorème de Gauss (Flux-Div ergence) l'in tégrale de v olume p eut être

transformée en une in tégrale de surface de telle manière que,

Z

V
r :adV =

I

�V
dS:a

Z

V
r 'dV =

I

�V
dS'
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Z

V
r adV =

I

�V
dSa (2)

Où, ( r ' ) signi�e le gradien t de ' (Annexe E.4) et ( r :a) signi�e la div ergence

de a (Annexe E.4). L'équation (1) p eut aussi être transformée selon le théorème

de gauss v ers une in tégrale de surface,

r ' =
1

�Vp

I

�V p

'dS �
1

�Vp

I

� p

' n̂kd� (3)

Où, dS = n̂kd� signife le v ecteur surface de k de la cellule.

Di�éren tes métho des estiman t l'in tégrale de surface son t bien exprimées en An-

nexe (D). Ici, on utilise une appro ximation du deuxième ordre au p oin t médian

( F ). Cette appro ximation réduit l'in tégrale de surface à la somme des fonctions

aux p oin ts médians ( ' Fk ) m ultipliées par les élémen ts v ectoriels de surface corres-

p ondan te.

I

� p

' n̂kd� �
pX

k=1

(' Fk :n̂kAk) (4)

D'après l'équation (4), on obtien t la v aleur mo y enne de gradien t au cen tre de

la cellule (p oin t P ),

r ' P �
1

�Vp

pX

k=1

' Fk
bnkAk (5)

Dans ce cas, ' Fk doit être conn ue sur les faces de c haque v olume alors que

les v aleurs son t calculées au cen tre du v olume. Le plus simple est bien sûr de

mo y enner les v aleurs situées de c haque côté de la face. Ce sc héma est un sc héma

d'appro ximation de ' Fk , Il a une précision du deuxième ordre. Di�éren ts sc hémas

son t exprimés en Annexe (A).

L'utilisation de la v aleur in terp olée de ' F aux milieux des faces, présen te un

large essen tial de métho des p our le calcul du gradien t a v ec di�éren ts ordres de

précision. La stratégie du p oin t médian est généralemen t du deuxième ordre mais

sa précision c hange a v ec le t yp e du maillage.

A�n de dimin uer l'erreur générée dans cette stratégie d'estimation, plusieurs

appro c hes son t considérées p our corriger l'in terp olation de ' au p oin t médian.

Ces corrections s'e�ectuen t parfois grâce au dév elopp emen t de T a ylor ou grâce à

une analyse matricielle de t yp e moindres carrés. Dans la section (6) di�éren tes

appro c hes son t examinées.
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4 Calcul du gradien t en 2D

D'après la discrétisation en v olumes �nis (Annexe F), nous v oulons améliorer le

calcul du gradien t en deux dimensions. L'idée générale est de mo y enner le gradien t

bidimensionnel sur le v olume de con trôle. De là, l'équation (1) s'établi,

r ' P =
1

�VP

Z

�V P

r 'dV =
1

�VP

I

� P

':dS (6)

Cette in tégrale apparaît par exemple dans l'équations (62) p endan t la pro cé-

dure de la discrétisation en v olumes �nis (Annexe F).

4.1 Calcul du gradien t par le p oin t représen tatif

Fig. 2 � Une in terface du v olume de con trôle

D'après la �gure (2), le p oin t Rk étan t le p oin t d'in tersection des segmen ts P Nk

(le segmen t joignan t le cen tre de la cellule de calcul au cen tre de la cellule v oisine) et

AB (l'in terface k ). Les co ordonnés du p oin t d'in tersection Rk son t calculées grâce

à l'analyse v ectorielle exprimée en Annexe (E.2). Dans les maillages où ces cellules

son t des p olygones réguliers (triangles équilatéraux, carrés, p en tagones réguliers,

...), le segmen t P Nk et le segmen t SM son t confondus (l'angle 
 est n ul). En

rev anc he, en cas de maillage irrégulier, 
 n'est pas n ul et il v arie en fonction de

t yp e de maillage.

Une première h yp othèse p our in terp oler la fonction au p oin t Fk est de négliger

le décollage du segmen t P Nk par rapp ort au segmen t SM . Cette h yp othèse supp ose

que l'angle 
 est presque zéro et elle nous p ermet d'utiliser les v aleurs de ' aux
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p oin ts M et S comme étan t celles des p oin ts P et Nk . Dans ce cas, le segmen t

P Nk est considéré p erp endiculaire par rapp ort à l'in terface.

En remplaçan t ' Fk par ' Rk et après a v oir fait une in terp olation linéaire grâce

au sc héma cen tré ( CD ) (Annexe A), l'équation (5) s'exprime,

r ' P �
1

�Vp

pX

k=1

' R kz }| {
[� k ' P + (1 � � k)' N k ] bnkAk (7)

a v ec,

� k =






 RkNk













 P Nk








(8)

Cette appro ximation est considérée du deuxième ordre. En outre, l'h yp othèse de

l'orthogonalité devien t très faible p our les maillages irréguliers étirés. Cep endan t,

cette métho de reste un c hoix simple dans le cas où l'in terp olation précise n'est pas

facile à obtenir.

P ourtan t, à l'aide du dév elopp emen t de T a ylor et surtout en utilisan t une mé-

tho de itérativ e, l'appro ximation p eut être mise en ÷uvre de manière plus précise.

Cette appro c he est utilisée dans le cadre de la reconstruction de solution. La re-

construction de solution grâce au dév elopp emen t de T a ylor est bien do cumen tée

en Annexe (C.1).

De cette façon, la première itération estime le gradien t. Cette estimation nous

p ermet d'appro ximer la fonction au p oin t F grâce à la mo y enne arithmétique en tre

les deux côtés (Annexe C, Eq. 37),

' F =
1
2

[' P + ' Nk ] +
1
2

[( ~P F):r ' P + ( ~NkF ):r ' Nk ] +
1
2

[eP (o3) + eNk (o3)]

La métho de itérativ e ci-dessus nous p ermet d'a v oir une précision du troisième

ordre. A�n d'obtenir une appro ximation du quatrième ordre, les dériv ées secondes

spatiales de ' seron t év aluées en utilisan t une in terp olation du gradien t au p oin t

F ,

r ' F =
1
2

(r ' P + r ' Nk ) (9)

De là, les dériv ées secondes spatiales aux p oin t P et Nk se pro duisen t,

@2' i

@x2
=

( @'i
@x) � ( @'F

@x )
x i � xF

;
@2' i

@y2
=

( @'i
@y) � ( @'F

@y )

yi � yF

@2' i

@x@y
=

( @'i
@x) � ( @'F

@x )
yi � yF

;
@2' i

@y@x
=

( @'i
@y) � ( @'F

@y )

x i � xF
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Ainsi grâce à une métho de itérativ e et en utilisan t le dév elopp emen t de T a ylor

d'ordre 4, la v aleur de ' F est corrigée a v ec une précision du quatrième ordre

(Annexe C, Eq. 38),

' F =
1
2

[' P + ' Nk ] +
1
2

[( ~P F):r ' P + ( ~NkF ):r ' Nk ]

+
1
4

�

( ~P F): f HP g:( ~P F)
T

+ ( ~NkF ): f HN k g:( ~NkF )
T

�

+
1
2

[eP (o4) + eNk (o4)]

La dé�nition des termes f HP g et f HN k g, est exprimée en annexe (C).
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4.2 Calcul du gradien t par la correction v ectorielle

L'appro ximation du gradien t par le p oin t représen tatif est basée sur la négli-

gence de la v ariance du segmen t P Nk par rapp ort au segmen t SM . Mais en réalité

dans les maillages irréguliers anisotrop es, il existe toujours une di�érence en tre ces

deux segmen ts. P our estimer le gradien t grâce au p oin t au milieu du segmen t SM
( Fk ) et de manière plus précise, une correction supplémen taire par des v ecteur ~s
et ~m est réalisée. (Figure 2)

Les v ecteur ~s et ~m son t p erp endiculaires par rapp ort à la médiatrice orthogonale

SM . En e�et, les p oin ts S et M son t les pro jections des p oin ts P et N sur le

segmen t SM . Les co ordonnés des p oin t S et M son t calculées grâce à l'analyse

v ectorielle en 2D (Annexe E.3).

' M et ' S son t év alués grâce aux v ecteurs correctionnels ~s et ~m par le dév elop-

p emen t de T a ylor (Annexe B),

' M = ' N +( xM � xN )
@'N
@x

+( yM � yN )
@'N
@y

+ O(h2) = ' N + r ' N :~m+ O(h2) (10)

' S = ' P + ( xS � xP )
@'P
@x

+ ( yS � yP )
@'P
@y

+ O(h2) = ' P + r ' P :~s+ O(h2) (11)

A l'aide du dév elopp emen t de T a ylor, il sem ble que la précision de cette mé-

tho de soit du deuxième ordre. L'in terp olation de ' Fk est e�ectuée par le sc héma

de di�érence CD mais elle est corrigée a�n d'a v oir une précision d'ordre deux [3],

' Fk � � k ' P + (1 � � k)' N k + � kr ' P :~sk + (1 � � k)r ' N k
:~mk (12)

Ensuite l'équation (7) se transforme en,

r ' P �
1

�Vp

pX

k=1

(� k ' P + (1 � � k)' N k + � kr ' P :~sk + (1 � � k)r ' N k
:~mk)bnkAk (13)

Le terme r ' P est utilisé et calculé au même temps. Ceci mon tre le con texte

itératif de cette métho de. C'est-à-dire p our c haque étap e de calcul, les dernières

v aleurs estimées de r ' P et de r ' N k
seron t utilisées.

En mettan t en facteur le terme r ' P , l'équation (13) s'écrit,

r ' P �
� � 1

Pa

�Vp

pX

k=1

(� k ' P + (1 � � k)' N k + (1 � � k)r ' N k
:~mk)bnkAk (14)

où,

� Pa = I �
1

�Vp

pX

k=1

� kAk bnk(sk)T
(15)

P our calcul itératif, il existe deux options. La première option qui ressem ble au

sc héma itératif de Gauss-Seidel, utilise les derniers gradien ts estimés des cellules

v oisines lors qu'ils son t disp onibles. La deuxième option qui ressem ble à la métho de

de Jacobi, utilise seulemen t des gradien ts estimés de l'étap e temp orelle précéden te.
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4.3 Estimation du gradien t par des moindres carrés

D'après le dév elopp emen t de T a ylor au p oin t P , ' p eut être estimée a v ec une

erreur de l'ordre deux,

' N k = ' P + r ' P :~vk + O(h2) (16)

Où,

~vk =
�

� xk � yk

�

r ' P =

 @'P
@x

@'P
@y

!

Grâce à l'équation (16), p our une cellule de k côtés, on obtien t k équations

estiman t ' P . On les écrit comme le système linéaire ci-dessous sous la forme ma-

tricielle, 0

B
B
B
B
B
B
@

� x1 � y1

� x2 � y2

� � � � � �
� � � � � �

� xk � yk

1

C
C
C
C
C
C
A

:

 @'P
@x

@'P
@y

!

=

0

B
B
B
B
B
B
@

' N1 � ' P

' N2 � ' P

� � �
� � �

' N k � ' P

1

C
C
C
C
C
C
A

La résolution du système linéaire surdé�ni ci-dessus ( Bp� 2' 0
2� 1 = dp� 1 ), p eut

aussi se transformer en une minimisation du terme kB' 0 � dk2
( kB' 0 � dk2 = 0 ).

P our arriv er à un ensem ble normal des équations du système linéaire, les deux côtés

de l'équation son t m ultipliés par la matrice transp osée B T
. En plus un co e�cien t

wk est in tro duit p our attribuer un p oids à tous les termes de di�érence géométrique,

de telle façon que les plus pro c hes v oisins du p oin t P , aien t un p oids plus imp ortan t.

(B T W B)2� 2:' 0
2� 1 = ( B T W d)2� 1 (17)

 P p
k=1 wk � xk

2 P p
k=1 wk � xk � ykP p

k=1 wk � xk � yk
P p

k=1 wk � yk
2

!

:

 @'P
@x

@'P
@y

!

=

 P p
k=1 wk � xk (' N k � ' P )

P p
k=1 wk � yk(' N k � ' P )

!

Plusieurs options son t p ossibles p our wk = k~vkk� c
, selon la v aleur de c : c = 0

(LS) ; c = 1 (WLSID) ; et c = 2 (WLSID2) [2].

A�n de calculer le gradien t a v ec une précision du troisième ordre, le système

linéaire indiqué dans l'équation (40) est élab oré (Annexe C.2),

(B T W B)5� 5:' 0
5� 1 = ( B T W d)5� 1

De même, a�n d'e�ectuer une précision du quatrième ordre, le système linéaire

indiqué dans l'équation (41) est utilisé,

(B T W B)9� 9:' 0
9� 1 = ( B T W d)9� 1
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4.4 Calcul du gradien t par fonction d'in terp olation lo cale

Une in terp olation v ariationnelle de ' (x; y) selon la géométrie du v olume de

con trôle, p eut être utilisée a�n d'év aluer le gradien t dans le maillage. Dans ce

cas, la fonction ' se forme di�éremmen t grâce aux p oin ts disp onibles de c haque

cellule. Le t yp e de la fonction d'in terp olation v arie d'après la forme des élémen ts

du maillage. Dans un élémen t triangulaire, considéran t une v ariation linéaire de '
au sein de l'élémen t ( ' (x; y) = Ax + By + C ), les co e�cien ts A , B et C doiv en t

être déterminés.

Fig. 3 � sc héma d'une cellule triangulaire et d'une cellule quadrilatérale

L'in terp olation est appliquée à partir des trois sommets de l'élémen t triangu-

laire. En conséquence, cette métho de est v alable à condition que les v aleurs aux

sommets de tous les élémen ts soien t conn us ou estimables. Une autre appro c he

prop ose d'in terp oler la fonction ' grâce aux p oin ts médians ( Fk ) sur les faces. Ils

p euv en t être estimés de la manière présen tée dans les sections précéden tes a�n de

déterminer les co e�cien ts de la fonction linéaire ' .

En �gure (3), le sc héma d'un v olume de con trôle triangulaire est illustré. 1, 2
et 3 son t les sommets du triangle et le p oin t P indique toujours le cen tre de cellule.

Le système des équations ci-dessous se dé�nit p our ce sc héma en 2D,

0

B
@

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

1

C
A :

0

B
@

A
B
C

1

C
A =

0

B
@

' 1

' 2

' 3

1

C
A

La solution de ce système donne,

' (x; y) =
1



X

r =1 ;2;3

M r ' r (18)

15



A v ec,

M1 = ( y3 � y2)x + ( x2 � x3)y + ( x3y2 � x2y3)

M2 = ( y1 � y3)x + ( x3 � x1)y + ( x1y3 � x3y1)

M3 = ( y2 � y1)x + ( x1 � x2)y + ( x2y1 � x1y2)

Où,


 = x2(y3 � y1) + x3(y1 � y2) + x1(y2 � y3) (19)

Le terme j
 j est constan t et égale à deux fois de la surface du triangle. En

appliquan t l'op érateur de gradien t, on a,

r ' (x; y) =
1



X

r =1 ;2;3

r M r ' r (20)

Où,

r M1 =

 
y3 � y2

x2 � x3

!

; r M2 =

 
y1 � y3

x3 � x1

!

; r M3 =

 
y2 � y1

x1 � x2

!

P our un maillage constitué des élémen ts quadrangulaires, on supp ose ' comme

une fonction non-linéaire de t yp e ( ' (x; y) = Ax + By + Cxy + D ). Les co e�cien ts

A , B , C et D doiv en t être déterminés p our c haque élémen t. En �gure (3), le sc héma

d'un v olume de con trôle quadrangulaire est illustré. 1, 2, 3 et 4 son t les sommets

de l'élémen t. Le système des équations a la forme suiv an te,

0

B
B
B
@

x1 y1 x1y1 1
x2 y2 x2y2 1
x3 y3 x3y3 1
x4 y4 x4y4 1

1

C
C
C
A

:

0

B
B
B
@

A
B
C
D

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

' 1

' 2

' 3

' 4

1

C
C
C
A

P our faciliter la résolution de système, on dé�nit les termes suiv an ts,

M12 = x1y2 � y1x2 N12 = y1' 2 � y2' 1

M13 = x1y3 � y1x3 N13 = y1' 3 � y3' 1

M14 = x1y4 � y1x4 N14 = y1' 4 � y4' 1

M23 = x2y3 � y2x3 N23 = y2' 3 � y3' 2

M24 = x2y4 � y2x4 N24 = y2' 4 � y4' 2

M34 = x3y4 � y3x4 N34 = y3' 4 � y4' 3

� = x4y4(M12 + M23 � M13) + x3y3(� M12 + M14 � M24)
+ x2y2(M13 � M14 + M34) + x1y1(� M23 + M24 � M34)

16



Les co e�cien ts A , B , C et D p ouv an t être déterminés de manière analytique,

A = � 1
� (x4y4(y1(' 2 � ' 3) + y2(' 3 � ' 1) + y3(' 1 � ' 2))
+ x3y3(y1(' 4 � ' 2) + y2(' 1 � ' 4) + y3(' 2 � ' 1))
+ x2y2(y1(' 3 � ' 4) + y3(' 4 � ' 1) + y3(' 1 � ' 3))

+ x1y1(y2(' 4 � ' 3) + y3(' 2 � ' 4) + y3(' 3 � ' 2)))

B = 1
� (x3y3(x1(' 2 � ' 3) + x2(' 3 � ' 1) + x3(' 1 � ' 2))
+ x3y3(x1(' 4 � ' 2) + x2(' 1 � ' 4) + x3(' 2 � ' 1))
+ x2y2(x1(' 3 � ' 4) + x3(' 4 � ' 1) + x3(' 1 � ' 3))

+ x1y1(x2(' 4 � ' 3) + x3(' 2 � ' 4) + x3(' 3 � ' 2)))

C = � 1
� (y3(x1(' 2 � ' 3) + x2(' 3 � ' 1) + x3(' 1 � ' 2))
+ y3(x1(' 4 � ' 2) + x2(' 1 � ' 4) + x3(' 2 � ' 1))
+ y2(x1(' 3 � ' 4) + x3(' 4 � ' 1) + x3(' 1 � ' 3))

+ y1(x2(' 4 � ' 3) + x3(' 2 � ' 4) + x3(' 3 � ' 2)))

D = � 2
� (x3y3(x1(� N23) + x2(N13) + x3(� N12))

+ x3y3(x1(N24) + x2(� N14) + x3(N12))
+ x2y2(x1(� N34) + x3(N14) + x3(� N13))
+ x1y1(x2(N34) + x3(� N24) + x3(N23)))

Le gradien t dans la cellule est �nalemen t,

r ' (x; y) = ( A + Cy)~i + ( B + Cx)~j (21)

17



5 Estimation d'erreur

L'év aluation de l'erreur générée duran t le calcul appro ximatif de gradien t est

une partie n umérique imp ortan te, parce qu'elle mon tre l'e�cacité de métho de c hoi-

sie ainsi que les défaillances de la pro cédure d'estimation. Connaissan t la solution

analytique de la dériv ée, l'estimation de l'erreur générée sem ble facile. P ar con tre,

en l'absence de solution analytique, di�éren tes métho des basées sur l'expansion de

T a ylor seron t mises en application.

5.1 Calcul d'erreur par la reconstruction de solution

5.1.1 Reconstruction par le p oin t médian

En l'absence des solutions analytiques de dériv ée, la di�érence en tre la solution

év aluée d'ordre i et la solution reconstruite de l'ordre sup érieur i+1 est considérée

comme l'erreur générée de calcul du gradien t. D'après l'annexe (C.1), la recons-

truction de solution est e�ectuée grâce au dév elopp emen t de T a ylor.

Dans ce cas, l'erreur générée p eut être év aluée en fonction de précision essen-

tielle. P ar exemple, en considéran t une appro c he du premier ordre, la norme L2 de

l'erreur sur le v olume de con trôle se dé�nie comme l'équation suiv an te :

� 1 =

s Z

�V P

(r ' 1 � r ' 2)2dV =

vu
u
t

pX

k=1

(' F1 � ' F2 )2:bnkAk (22)

Où, les indices (1) et (2) signi�e l'ordre de la précision corresp ondan te. Le

deuxième terme con tenan t la somme est réalisé après a v oir appliqué le théorème

de Gauss. L'indice F indique encore le p oin t au milieu de l'in terface fron tière.

D'après l'équation (37), la di�érence in tégrée est remplacée dans l'équation

(22),

� 1 =
1
2

vu
u
t

pX

k=1

[( ~P F):r ' P + ( ~NkF ):r ' Nk ]2:bnkAk (23)

Il faut bien men tionner que le terme remplacé en équation (23), est la mo y enne

arithmétique des v aleurs obten ues de deux côtés de l'in terface (T w o-side appro xi-

mation).

De la même façon, selon l'équation (38) on e�ectue une appro c he de l'erreur

du deuxième ordre,

� 2 =
1
4

vu
u
t

pX

k=1

[( ~P F): f HP g:( ~P F)T + ( ~NkF ): f HN k g( ~NkF )T ]2:bnkAk (24)

Où, f HP g et f HN k g son t les matrices Hessians (Dériv ées secondes en deux dimen-

sions spatiales) et on t été exprimées en Annexe (B).
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5.1.2 Reconstruction par des moindres carrés

Lorsque la solution analytique du gradien t n'est pas disp onible, les pro cédures

de minimisation des moindres carrés p euv en t être utilisée a�n d'obtenir l'erreur

mo y enne de calcul. Dans ce cas la di�érence en tre le gradien t év alué d'ordre (i) et

celui d'ordre (i+1), donne l'erreur de calcul du gradien t d'ordre (i).

� i ;VP
= kr ' i � r ' i +1 k (25)

Où, les indices (i) et (i+1) signi�e l'ordre de la précision corresp ondan te. Les

systèmes linéaires à partir desquels on estime le gradien t de di�éren ts ordres son t

réalisés en Annexe (C.2).
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6 Maillage

L'étap e du maillage est une étap e clé dans le pro cessus de sim ulation. C'est

l'étap e de découpage du v olume étudié en p etits v olumes élémen taires. Le maillage

n'est pas régulier en général car les mailles doiv en t être plus p etites (maillage �n)

dans les zones où les gradien ts de vitesse, de temp érature ou de concen tration v on t

être les plus imp ortan ts [12].

En dimension deux et, plus encore, en dimension trois, la discrétisation du

domaine 
 est un problème tec hnique di�cile. La qualité du maillage est cruciale

p our la qualité de l'appro ximation. On p eut distinguer trois t yp es de maillages :

� les maillages structurés (Figure 4), qui fournissen t une discrétisation "régu-

lière" obten ue par exemple grâce à une transformation d'une grille régulière

sur un domaine à top ographie rectangulaire

Fig. 4 � Sc héma d'un maillage structuré

� les maillages non-structurés (Figure 5), principalemen t construits par des

élémen ts de di�éren tes formes et de di�éren tes tailles (T riangle, quadrangle,

etc.) ou d'élémen ts mixtes (mélange de triangle et de quadrangle). Les maillages

non-structurés p euv en t être anisotrop e (Figure 6) : Les formes des cellules

son t très étirées ou très alongées.

En dimension deux, les élémen ts son t le plus souv en t des triangles à trois n÷uds

ou des quadrangles à quatre n÷uds. En dimension trois, ce son t des tétraèdres,

hexaèdres, prismes ou p yramides.

Après la création du maillage, l'appro c he usuelle est de dé�nir des v olumes de

con trôle grâce à un grillage con v enable et d'assigner des n÷uds au cen tre des cel-

lules. Cep endan t, il existe une autre stratégie qui prop ose de dé�nir tout d'ab ord

les n÷uds et de construire ensuite des cellules autour des n÷uds. La deuxième

appro c he est normalemen t mise en ÷uvre p our les maillages structurés. Cette ap-

pro c he optimise l'appro ximation des dériv ées aux in terfaces du v olume de con trôle.

L'a v an tage de la première appro c he est que l'év aluation des v aleurs no dales pré-

sen tan t la mo y enne sur le v olume de con trôle étan t plus précises.
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Fig. 5 � Sc héma d'un maillage non-structuré

En mécanique des �uides, les maillages structurés présen ten t certains a v an-

tages : a)lorsque le maillage est aligné a v ec la direction principale de l'écoulemen t,

on obtien t un b on niv eau de précision car les v ecteurs vitesse son t normaux aux

faces des v olumes ; c'est p our cette raison que ce t yp e de maillage est adapté à la ré-

solution des problèmes ph ysiques dans les zones pro c hes des parois (couc he limite,

...) ; b)dans un système allongé (canalisation par exemple), le maillage p eut être

étiré dans la direction de l'écoulemen t, en p ermettan t une réduction du nom bre

de mailles.

P our un maillage non structuré, les surfaces son t souv en t maillées a v ec des tri-

angles. Des systèmes de con trôle du maillage son t utilisés p our a v oir un maillage

plus �n sur les p etites surfaces, sur les surfaces courb es ou dans les zones d'in té-

rêt particulier. P our ce t yp e de maillage égalemen t, il faut éviter les mailles qui

présen ten t des angles trop aigus. Automatiquemen t à partir des triangles dé�nis

sur les surfaces, près des parois, le maillage est parfois construit a v ec des prismes

p our être bien aligné a v ec l'écoulemen t. Le maillage non structuré tétraédriques

n'est donc pas un b on c hoix p our une conduite cylindrique par exemple, car il

engendrerait soit un très grand nom bre de mailles, soit des mailles trop longues et

trop étroites [4,5].

21



Fig. 6 � Sc héma d'un maillage anisotrop e
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7 Présen tation des cas "test" étudiés

7.1 Maillages "test"

Nous a v ons utilisé plusieurs maillages :

� Maillage test(1) , maillage pseudo-structuré quadrangulaire ; 3654 cellules,


 2 [(� 72:5; +72:5); (� 72:5; +72:5)] (Figure 7-a)

� Maillage test(2) , maillage non-structuré triangulaire ; 1016 cellules, 
 2
[(� 10; +10); (� 10; +10)] , (Figure 7-b)

� Maillage test(3) , maillage anisotrop e triangulaire ; 1382 cellules, anisotr o-

pie autour des c onditions de fr ontièr e , 
 2 [(� 10; +10); (� 10; +10)] , (Figure

7-c)

� Maillage test(4) , maillage anisotrop e triangulaire ; 544 cellules, anisotr opie

au sein du domaine de distribution , 
 2 [(� 10; +10); (� 10; +10)] , (Figure 7-

d)

Ces maillages on t été réalisés à l'aide du logiciel op en-source GMSH

1

.

7.2 F onctions "test"

A�n de p ouv oir comparer les résultats obten us a v ec une solution exacte, nous

partons de la connaissance de la distribution analytique de la fonction ' sur le

domaine e calcul. Plusieurs fonctions on t été étudiées :

� F onction test(1) , ' (x; y) = 2 x + 5y � 1
� F onction test(2) , ' (x; y) = 2 x � 3y + xy + 3
� F onction test(3) , ' (x; y) = x2 � xy + 3y2 � 2x + y + 4
� F onction test(4) , ' (x; y) = 2 x3� y3+3x2y� 2xy2+2x2� xy+ y2� 3x+2y� 1
� F onction test(5) , ' (x; y) = y3 + 40y + x2 � 25x

1

h ttp ://www.geuz.org/gmsh
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(a) Maillage test(1) (b) Maillage test(2)

(c) Maillage test(3) (d) Maillage test(4)

Fig. 7 � Maillages test
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8 Résultats

Les métho des de calcul précéden tes on t été implémen tées en Langage C++ sur

la base d'ob jet issus du co de T amaris

2

.

8.1 Estimation du gradien t par des moindres carrés

Notions :

� Les �gures mon tren t la distribution de gradien t et celle d'erreur sur les

maillages bidimensionnels "test". Les maillages "test" son t dé�nis sur la sur-

face d'in tersection de l'espace en tre deux cylindres excen trées.

� "C", concerne à la puissance de la distribution des p oids

� "3-v oisins" (Figure 8), concerne à l'élab oration de ' des 3 cellules v oisines

p our le cas d'un maillage triangulaire

� "4-v oisins", concerne à l'élab oration de ' des 4 cellules v oisines p our le cas

d'un maillage quadrangulaire

� "V oisins no daux" (Figure 9), concerne à l'élab oration de ' de toutes les

cellules v oisines des n÷uds d'un v olume de con trôle

� "L2" concerne à la norme L2 d'erreur exprimée en section (5.1.1)

Fig. 8 � Elab oration de trois cellules v oisines

Fig. 9 � Elab oration des v oisins no daux

2

Co de de mécanique des �uides dév elopp é au LaTEP par K. Elomari
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8.1.1 T ableaux des résultats

Fig. 10 � V ariation d'erreur ; Maillage test (2) ; 3-V oisins ; C=1

Fig. 11 � V ariation d'erreur ; Maillage test (2) ; V oisins no daux ; C=1

Fig. 12 � V ariation d'erreur ; Maillage test (2) ; V oisins no daux ; C=2
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8.1.2 Application des fonctions non-linéaires test(3) et test(4)

Dans cette section la fonction cubique (fonction test-4) et la fonction quadra-

tique (fonction test-3) on t été appliquées p our comparer l'e�cacité du calcul de

gradien t sur les quatre maillages "test".

Figures :

� (Figure 13) : F onc. cubique (4) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 14) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 15) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 16) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;

� (Figure 17) : F onc. cubique (3) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 18) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 19) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 20) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;

La précision du calcul est du troisième ordre et donc l'erreur du calcul p our le cas de

la fonction quadratique est presque n ulle. L'erreur globale présen te la norme L2 globale

d'erreur sur le maillage et elle dép ende aussi de la v ariation de grandeur du gradien t

sur le domaine d'étude. Donc, cette erreur ne p eut pas être utilisée p our comparer deux

maillages di�éren ts.
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Fig. 13 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; [F onction test (4) ; Maillage test (1) ; V oisins no daux ; ordre-3 ; C=1 ;

Erreur(x)=12.81 (L2) ; Erreur(y)=7.07 (L2)]
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Fig. 14 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (2) ; V oisins no daux ; ordre-3 ; C=1 ; Er-

reur(x)=0.96 (L2) ; Erreur(y)=0.53 (L2)
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Fig. 15 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; V oisins no daux ; ordre-3 ; C=1 ; Er-

reur(x)=0.89 (L2) ; Erreur(y)=0.50 (L2)
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Fig. 16 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ; V oisins no daux ; ordre-3 ; C=1 ; Er-

reur(x)=1.29 (L2) ; Erreur(y)=0.69 (L2)
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Fig. 17 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (1) ; V oisins no daux ; ordre-3 ;

C=1 ; Erreur(x)=6.0e-13 (L2) ; Erreur(y)=8.0e-13 (L2)
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Fig. 18 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (2) ; V oisins no daux ; ordre-3 ;

C=1 ; Erreur(x)=2.8e-14 (L2) ; Erreur(y)=3.9e-14 (L2)
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Fig. 19 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (3) ; V oisins no daux ; ordre-3 ;

C=1 ; Erreur(x)=1.9e-13 (L2) ; Erreur(y)=2.1e-13 (L2)
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Fig. 20 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (4) ; V oisins no daux ; ordre-3 ;

C=1 ; Erreur(x)=2.0e-14 (L2) ; Erreur(y)=2.8e-14 (L2)
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8.1.3 E�et du nom bre des v oisins

D'après les �gures (10-11), considéran t une fonction cubique (F onction test-4), l'erreur

de calcul de gradien t dimin ue a v ec le croissemen t du nom bre des v oisins in terv enan t dans

l'in terp olation.

Choisir un grand nom bre des v oisins in terv enan t dans l'in terp olation cause une v a-

riation homogène et lisse de gradien t sur le maillage (Figure 21) ; Cela assure la stabilité

de calcul.

Fig. 21 � E�et du nom bre des v oisins sur la distribution de

@'
@x (Con tour des

phases) ; F onction test (5) ; Maillage test (3) ; ordre-2 ; C=1
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Fig. 22 � E�et du nom bre des v oisins sur la distribution de

@'
@x ; F onction test (4) ;

Maillage test (2) ; ordre-2 ; C=1
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Fig. 23 � E�et du nom bre des v oisins sur la distribution de

@'
@x ; F onction test (5) ;

Maillage test (3) ; ordre-2 ; C=1
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8.1.4 E�et de la distribution des p oids

Considéran t un maillage structuré (Figure 25), l'utilisation du c hoix "C=2" (les dis-

tances carrées) réduit l'erreur ; en rev anc he p our un maillage anisotrop e (Figure 26 et

24), ce c hoix p ose problème et il redouble parfois l'erreur.

Fig. 24 � E�et de la distribution des p oids ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ;

ordre-3 ; V oisins no daux
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Fig. 25 � E�et de la distribution des p oids sur

@'
@x et

@'
@y ; F onction test (4) ; Maillage

test (1) ; ordre-3 ; V oisins no daux
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Fig. 26 � E�et de la distribution des p oids sur

@'
@x et

@'
@x ; F onction test (4) ; Maillage

test (3) ; ordre-3 ; V oisins no daux
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8.2 Calcul du gradien t par le p oin t représen tatif

Notion :

� Les �gures mon tren t la distribution de gradien t et celle d'erreur sur les maillages

bidimensionnels "test". Les maillages tests son t déni�s sur la surface d'in tersection

de l'espace en tre deux cylindres excen trées.

� "Itération", concerne au nom bre des itérations

� "L2" concerne à la norme L2 d'erreur exprimée en section (5.1.1) con trôle

8.2.1 T ableau des résultats

Fig. 27 � V ariation d'erreur ; Maillage test (2)

8.2.2 Application des fonctions non-linéaires test(3) et test(4)

Dans cette section la fonction cubique (fonction test-4) et la fonction quadratique

(fonction test-3) on t été appliquées p our comparer l'e�cacité du calcul de gradien t sur

les quatre maillages "test".

Figures :

� (Figure 28) : F onc. cubique (4) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 29) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 30) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 31) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;

� (Figure 32) : F onc. cubique (3) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 33) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 34) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 35) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;
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Fig. 28 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (1) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Er-

reur(x)=22.98 (L2) ; Erreur(y)=20.04 (L2)
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Fig. 29 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (2) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

11.88 (L2) ; Erreur(y)= 11.17 (L2)
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Fig. 30 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

16.01 (L2) ; Erreur(y)= 17.40 (L2)
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Fig. 31 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

14.35 (L2) ; Erreur(y)= 16.35 (L2)
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Fig. 32 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (1) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

0.14 (L2) ; Erreur(y)= 0.14 (L2)
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Fig. 33 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (2) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

0.47 (L2) ; Erreur(y)= 0.42 (L2)
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Fig. 34 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (3) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

1.03 (L2) ; Erreur(y)= 0.78 (L2)
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Fig. 35 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (4) ; ordre-3 ; Itération=5 ; Erreur(x)=

0.44 (L2) ; Erreur(y)= 0.52 (L2)
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8.2.3 V ariations d'erreur a v ec l'ordre de précision

Fig. 36 � Erreur de calcul de

@'
@x par les 4 fonctions test a v ec di�éren ts ordres de

précision ; Maillage test (2) ; Itération=5
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Fig. 37 � Erreur du calcul de

@'
@y par les 4 fonctions test a v ec di�éren ts ordres de

précision ; Maillage test (2) ; Itération=5
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8.2.4 E�et du nom bre des itérations

Fig. 38 � V ariation d'erreur de calcul du gradien t en fonction du nom bre des

iterations corréctiv es ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; ordre-3
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8.3 Calcul du gradien t par la correction v ectorielle

Notion :

� Les �gures mon tren t la distribution de gradien t et celle d'erreur sur les maillages

bidimensionnels "test". Les maillages tests son t déni�s sur la surface d'in tersection

de l'espace en tre deux cylindres excen trées.

� "Ordre" de précision p eut être considéré comme une précision du troisième ordre

� "L2" concerne à la norme L2 d'erreur exprimée en section (5.1.1) con trôle

8.3.1 T ableau des résultats

Fig. 39 � V ariation d'erreur ; Maillage test (2)

8.3.2 Application des fonctions non-linéaires test(3) et test(4)

Dans cette section la fonction cubique (fonction test-4) et la fonction quadratique

(fonction test-3) on t été appliquées p our comparer l'e�cacité du calcul de gradien t sur

les quatre maillages "test".

Figures :

� (Figure 40) : F onc. cubique (4) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 41) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 42) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 43) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;

� (Figure 44) : F onc. cubique (3) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 45) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 46) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 47) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;
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Fig. 40 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (1) ; ordre-3 ; Erreur(x)=22.20 (L2) ; Er-

reur(y)=19.67 (L2)
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Fig. 41 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (2) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 11.37 (L2) ;

Erreur(y)= 11.38 (L2)
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Fig. 42 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 25.86 (L2) ;

Erreur(y)= 23.82 (L2)
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Fig. 43 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 15.87 (L2) ;

Erreur(y)= 14.40 (L2)
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Fig. 44 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (1) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 0.13 (L2) ; Er-

reur(y)= 0.14 (L2)

59



Fig. 45 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (2) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 0.44 (L2) ; Er-

reur(y)= 0.44 (L2)
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Fig. 46 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (3) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 1.31 (L2) ; Er-

reur(y)= 1.25 (L2)
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Fig. 47 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (4) ; ordre-3 ; Erreur(x)= 0.45 (L2) ; Er-

reur(y)= 0.52 (L2)
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8.4 Calcul du gradien t par fonction d'in terp olation lo cale

Notion :

� Les �gures mon tren t la distribution de gradien t et celle d'erreur sur les maillages

bidimensionnels "test". Les maillages tests son t déni�s sur la surface d'in tersection

de l'espace en tre deux cylindres excen trées.

� "L2" concerne à la norme L2 d'erreur exprimée en section (5.1.1) con trôle

8.4.1 T ableau des résultats

Fig. 48 � V ariation d'erreur en utilisan t di�éren tes fonctions test ; Maillage test

(2)

8.4.2 Application des fonctions non-linéaires test(3) et test(4)

Dans cette section la fonction cubique (fonction test-4) et la fonction quadratique

(fonction test-3) on t été appliquées p our comparer l'e�cacité du calcul de gradien t sur

les quatre maillages "test".

Figures :

� (Figure 49) : F onc. cubique (4) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 50) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 51) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 52) : F onc. cubique (4) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;

� (Figure 53) : F onc. cubique (3) ; Maillage quadrangulaire pseudo-structuré (1) ;

� (Figure 54) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire non-structuré (2) ;

� (Figure 55) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [aux conditions

de fron tière] (3) ;

� (Figure 56) : F onc. cubique (3) ; Maillage triangulaire anisotrop e [au sein de la

surface d'étude] (4) ;
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Fig. 49 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (1) ; Erreur(x)=97.12 (L2) ; Er-

reur(y)=88.98 (L2)
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Fig. 50 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (2) ; Erreur(x)=14.49 (L2) ; Er-

reur(y)=13.15 (L2)
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Fig. 51 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; Erreur(x)=21.85 (L2) ; Er-

reur(y)=20.91 (L2)
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Fig. 52 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ; Erreur(x)=19.34 (L2) ; Er-

reur(y)=17.07 (L2)
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Fig. 53 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le do-

maine d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (1) ; Erreur(x)= 0.59 (L2) ; Er-

reur(y)=0.58 (L2)
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Fig. 54 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (2) ; Erreur(x)= 0.90 (L2) ; Erreur(y)=

1.17 (L2)
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Fig. 55 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (3) ; Erreur(x)= 1.02 (L2) ; Erreur(y)=

1.19 (L2)
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Fig. 56 � Distribution du gradien t et l'erreur de calcul du gradien t sur le domaine

d'étude ; F onction test (3) ; Maillage test (4) ; Erreur(x)= 1.11 (L2) ; Erreur(y)=

1.17 (L2)
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8.4.3 Apparition des extrem ums lo caux

D'après les �gure (49 et 53), les minim ums lo caux on t été apparus le longue des

lignes Y = X et Y = � X . Concernan t la forme générale de la fonction d'in terp olation

des élémen ts quadratiques ( Y = Ax + By + Cxy + D ), les p oin ts extrem ums signi�an t

aux gradien ts n uls son t dé�nis comme l'expression suiv an te,

@'
@x

et
@'
@y

= 0 ) (x =
� B
C

) et (y =
� A
C

) (26)

Dans notre maillage quadrangulaire (Maillage test-1), ces p oin ts son t apparus aux

en virons des lignes diagonales ( Y = X ) et ( Y = � X ). Les �gures (57 et 58), mon tren t

l'apparition de ces minim ums lo caux. Les extrem ums lo caux causen t une erreur imp or-

tan te par exemple en utilisan t la fonction test (4) (Figure 48). P our éviter l'in�uence des

p oin ts extrem ums pro duits, il est conseillé de limiter la v ariation de la v aleur de fonction

grâce aux v aleurs disp onibles des n÷uds de cellule.

Fig. 57 � Apparition des extrem ums lo cals sur la ligne Y=X
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Fig. 58 � Sc héma agrandi de la Figure (57) ; Minim um lo cal sur la ligne Y=X
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8.5 E�cacité de la reconstruction d'erreur

Fig. 59 � Comparaison en tre l'erreur exacte et l'erreur reconstruite de calcul de

@'
@x p our les quatre fonctions "test" a v ec di�éren ts ordres de précision ; Maillage

test (2) ; Itération=5
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Fig. 60 � Comparaison en tre l'erreur exacte et l'erreur reconstruite du calcul de

@'
@y p our les quatre fonctions "test" a v ec di�éren ts ordres de précision ; Maillage

test (2) ; Itération=5
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8.6 Anisotropie

8.6.1 Anisotropie aux conditions de fron tière

Fig. 61 � Distribution de

@'
@x ; F onction test (4) ; Maillage test (3) ; Métho de de

calcul : Reconstruction par des moindres carrés

Fig. 62 � Agrandissemen t de la Figure (61), V ariation homogène de gradien t
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8.6.2 Anisotropie au sein de surface

Fig. 63 � Distribution de

@'
@x ; F onction test (4) ; Maillage test (4) ; Métho de de

calcul : Reconstruction par des moindres carrés

Fig. 64 � Agrandissemen t de la Figure (63), V ariation homogène de gradien t
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8.7 Comparaison

La �gure (65-a) mon tre le résultat de l'estimation de gradien t par le p oin t représen-

tatif. Cette v ariation n'est pas parfaitemen t homogène par rapp ort à celle des moindres

carrés. De même, en comparan t les �gures (65-b et 65-c), on v ois clairemen t que le nom bre

des v oisins in terv enan t dans l'appro ximation du gradien t, in�uence de plus en plus à l'ho-

mogénéité et la stabilité de la v ariation du gradien t sur le maillage. Cet e�et est bien

exprimé en section (8.1.3) et en particulière il est illustré dans la �gure (21).

Fig. 65 � Distribution de

@'
@x sur le Maillage test (2) ; F onction test (4) ; ordre-2 ;

[(a) : Calcul du gradien t par le p oin t représen tatif ; (b) : Estimation du gradien t

par des moindres carrés (Utilisation des trois v oisins) ; (c) : Estimation du gradien t

par des moindres carrés (Utilisation des v oisins no daux)]

Dans la �gure (66) on présen te le meilleur résultat p ossible du calcul de gradien t

du troisième ordre, grâce aux moindres carrés p our un maillage non-structuré a v ec une

anisotropie aux conditions de fron tière (Maillage le plus compliqué). La fonction test

cubique (4) qui s'in terprète comme la fonction la plus compliquée de notre cas, a été

c hoisie p our bien mon trer l'e�cacité du calcul de gradien t à l'aide des moindres carrés.

L'erreur relativ e pro duite dans ce cas là est de 1:96% selon le calcul de

@'
@x et de 3:59%

selon le calcul de

@'
@y.
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Fig. 66 � Estimation du gradien t par des moindres carrés ; F onction cubique test

(4) ; Maillage non-structuré anisotrop e test (3) ; V oisins no daux ; ordre-3 ; C=1 ;

Erreurs : norme L2 ;
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9 Conclusion

Le calcul du gradien t basé sur la tec hnique de v olume de con trôle, a été appliqué aux

quatre di�éren tes appro c hes de l'appro ximation de gradien t. D'après les résultats obten us

(section 8), on v oit clairemen t les a v an tages et les incon v énien ts de c haque métho de

concernan t les deux caractéristiques essen tielles : la précision et le temps de calcul.

L'h yp othèse générale dans le cadre de l'appro ximation du gradien t par la form ulation

de Gauss est l'orthogonalité des v ecteurs joignan t des cen tres des cellules, par rapp ort

aux in terfaces des v olumes de con trôle (Figure 2). Cette h yp othèse est v alable dans le

cas d'un maillage structuré con tenan t des élémen ts réguliers (T riangle équilatérale, carré,

...). En utilisan t des maillages irréguliers ou anisotrop es, l'h yp othèse de l'orthogonalité

cause une grande erreur de l'appro ximation. La plupart des métho des de l'amélioration

de calcul du gradien t ten te du corriger cette h yp othèse. Selon la métho de de "calcul

du gradien t par le p oin t représen tatif" (Section 4.1), l'h yp othèse de l'orthogonalité est

corrigée à l'aide du dév elopp emen t bidimensionnel de T a ylor. En rev anc he, d'après la

métho de de "calcul du gradien t par la correction v ectorielle" (Section 4.2) on essaie de

corriger cette h yp othèse par une appro c he v ectorielle. Ces deux métho des, son t basées sur

l'utilisation de trois ou quatre cellules v oisines du v olume de con trôle. La limitation du

nom bre des cellules in terv enan t dans l'appro ximation, réduit l'e�cacité du calcul ainsi

qu'elle cause la propagation des erreurs pro duites d'un élémen t v ers tous les élémen ts

du v oisinage. Du p oin t de vue de la précision et en comparan t les résultats obten us, la

correction v ectorielle augmen te l'ordre de précision du calcul du gradien t, de 1 à 3. Le

calcul du gradien t a v ec une précision du deuxième ou du troisième ordre s'e�ectue de

manière itérativ e. La �gure (38) mon tre que le nom bre maxim um des itérations p our

arriv er à un résultat stable v arie en tre 3 et 4.

A l'aide des moindres carrés, l'estimation du gradien t s'est a v érée b eaucoup plus

e�cace (Section 4.3). De cette façon, les gradien ts estimés satisfon t aussi le critère de la

minimisation de l'erreur générée duran t le pro cessus de calcul. Cette métho de a recours

de la résolution d'un système linéaire, optimisan t la réduction des erreurs. Cela augmen te

le temps de calcul mais d'un autre côté, améliore con v enablemen t les résultats obten us.

L'estimation du gradien t par les moindres carrés est capable aussi d'augmen ter le nom bre

des v oisins in terv enan t dans l'appro ximation du gradien t de c haque cellule du maillage.

De là, il emp êc he l'erreur d'être transmise aux élémen ts du v oisinage ainsi qu'il cause

une v ariation lisse du gradien t sur le maillage (Figure 65).

La métho de de "calcul du gradien t par fonction d'in terp olation lo cale" est une ap-

pro c he simple et générale. P ar con tre, a v ec cette métho de on risque toujours de générer

des extrem ums lo caux qui faussen t gra v emen t le résultat du calcul. P ar exemple en pre-

nan t le maillage test (1) et en supp osan t la fonction test (4), l'e�et des extrem ums lo caux

a été observ é (Section 8.4.3). Cep endan t, l'utilisation de fonction d'in terp olation lo cale

reste toujours une manière simple et con v enable p our le calcul de gradien t.

P armi les quatre appro c hes essa y ées, nous a v ons décidé de présen ter la métho de de

l'"estimation du gradien t par des moindres carrés" comme la meilleure appro c he p our

calcul de gradien t. Cette métho de donne une b onne précision ainsi qu'elle minimise l'er-
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reur du calcul qui cause une homogénéité de la précision sur le maillage. La complexité

du maillage n'a qu'une in�uence faible et négligeable sur l'appro ximation du gradien t par

des moindres carrés.

P our l'utilisation des moindres carrés nous conseillons l'utilisation de ( c = 1 ) (puis-

sance de l'in v erse des distances) p our les maillages anisotrop es dans lesquels les élémen ts

son t parfois énormémen t étirés ou allongés. En rev anc he, p our les maillages isotrop es,

nous conseillons l'utilisation de ( c = 2 ).
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A Annexe : sc hémas d'in terp olation

A.1 Sc héma cen tré (CD)

Le rôle d'un sc héma cen tré est d'in terp oler la fonction sur l'in terface grâce aux v a-

leurs conn ues des cen tres en vironnan ts. D'ordinaire, nous nous limitons à l'utilisation des

v oisins plus pro c hes du v olume de con trôle.

Fig. 67 � In terp olation linéaire de ' F

D'après le sc héma CD (Cen tral di�erencing), l'in terp olation s'e�ectue de la forme

suiv an te,

' Fk = � k ' P + (1 � � k )' N k (27)

Où, � k est le facteur d'in terp olation qui se dé�nit selon la �gure (67) comme :

� k =






 RkNk













 PNk








(28)

F erziger et P eri¢ [4] on t démon tré que ce sc héma se comp orte comme une métho de

d'appro ximation du deuxième ordre, même dans les maillages non-structurés. Il est es-

sen tiel d'indiquer que le sc héma CD pro v o que les oscillations non-ph ysiques de la solution

des problèmes quand il est utilisé dans les termes con v ectifs [5,6].

A.2 Sc héma amon t (UD)

P ar le sc héma UD , ' F est déterminée selon la direction du �ux dans le cadre du

calcul des équation de la mécanique des �uides,

' Fk = ' P pour (~v sortant)

' Fk = ' N k pour (~v entrant ) (29)

Grâce à ce sc héma, la délimitation de solution est bien garan tie mais d'un autre

côté, il dégrade l'ordre de précision et fausser gra v emen t la solution [6]. Ce sc héma est

particulièremen t stable car il in tro duit b eaucoup de viscosité n umérique.
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A.3 Sc héma Mixte (BD)

Ce sc héma c herc he à stabiliser le sc héma CD en lui in tro duisan t une p etite quan tité

de sc héma UD. Il est une com binaison linéaire de UD et de CD .

' Fk = (1 � 
 )( ' Fk )UD + 
 (' Fk )CD (30)

Le facteur de com binaison 
 ( 0 � 
 � 1), détermine la quan tité de di�usion n umérique

in tro duite. P ar exemple p our ( 
 = 0 ) le sc héma réduit v ers le UD . P eri¢ [7] prop ose un

facteur constan t de 
 p our toutes les in terfaces de maillage ( 
 = 0 :95).
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B Annexe : Dév elopp emen t bidimen tionnel de T a y-

lor

En considéran t les p oin ts A[xA ; yA ] et B [xB ; yB ] dans le rep ère cartésien bidimen-

sionnel, le dév elopp emen t de T a ylor au deuxième ordre s'exprime comme suiv an t,

' B = ' A +
@'A
@x

� x +
@'A
@y

� y + e(o2) (31)

Où, ' étan t une fonction quelconque de deux v ariables ( x , y ). Cette équation p eut être

établie sous la forme v ectorielle,

' B = ' A + ~v:r ' A + e(o2) (32)

Où,

~v =
h

� x � y
i

= ~AB

r ' A =

2

6
4

@'A
@x

@'A
@y

3

7
5

D'après la précision essen tielle, l'expansion p eut être exprimée a v ec di�éren ts ordres

de précision. P ar exemple dans le cas d'appro ximation d'ordre trois, le dév elopp emen t

s'étend v ers la forme suiv an te,

' B = ' A +
@'A
@x

� x +
@'A
@y

� y +
@2' A

@x2
� x2

2
+

@2' A

@x@y
� x� y +

@2' A

@y2
� y2

2
+ e(o3) (33)

De même, sous la forme matricielle il s'exprime,

' B = ' A + ~v:r ' A +
1
2

~v:f H g:~vT + e(o3) (34)

Où, f H g est la matrice Hessienne qui s'écrit,

f H g =

2

6
6
4

@2 ' A
@x2

@2 ' A
@x@y

@2 ' A
@x@y

@2 ' A
@y2

3

7
7
5

L'équation (34) estime la v aleur de ' au p oin t B grâce à celle au p oin t A et ses

dériv ées.

P our e�ectuer le calcul a v ec une précision d'ordre quatre, la quatrième partie de

l'expansion de T a ylor sera élab orée,

' B = ' A +
@'A
@x

� x +
@'A
@y

� y +
@2' A

@x2
� x2

2
+

@2' A

@x@y
� x� y +

@2' A

@y2
� y2

2

84



+
@3' A

@x3
� x3

6
+

@3' A

@x2@y
� x2� y

2
+

@3' A

@y2@x
� y2� x

2
+

@3' A

@y3
� y3

6
+ e(o4) (35)

et sous forme matricielle,

' B = ' A + ~v:r ' P +
1
2

~v:f H g:~vT +
1
6

~v:f Tg:~vT :~vT + e(o4) (36)

Où,

f Tg =

2

6
6
4

h
@3 ' A
@x3

@3 ' A
@x2@y

i h
@3 ' A
@x2@y

@3 ' A
@y2@x

i

h
@3 ' A
@x2@y

@3 ' A
@y2@x

i h
@3 ' A
@y2@x

@3 ' A
@y3

i

3

7
7
5

D'ordinaire, l'expansion de T a ylor a v ec une erreur du troisième ordre, est su�sam-

men t précise. Cep endan t on étend encore le dév elopp emen t p our réaliser un sc héma

d'ordre quatre. Cette estimation p eut être aussi utilisée dans l'obtique d'év aluer l'erreur

du calcul d'ordre trois.
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C Annexe : Reconstruction de solution

C.1 Reconstruction par le p oin t médian

Dans le cadre du calcul de gradien t grâce aux métho des utilisan t le p oin t médian

( F ) (Figure 68), le dév elopp emen t de T a ylor p eut être élab oré a�n d'e�ectuer un sc héma

précis du troisième ordre ou plus, d'après le conditionnemen t du problème [8]. Selon la

�gure (68), la v aleur de fonction à l'in terface est in terp olée de manière simple par une

in terp olation du deuxième ordre en tre les p oin t ( 1) et ( 2) (Annexe A).

Eq(27) : ' Fk = � k ' P + (1 � � k )' N k

A partir de ' F , le gradien t p eut être estimé aux p oin ts de v oisinage de l'in terface.

Cela v eut dire que de l'in terp olation linéaire au p oin t ( F ) résulte une appro ximation

d'ordre deux de gradien t aux p oin ts ( 1) et ( 2). La pro cédure itérativ e de reconstruction

des solutions est désormais mise en route p our recalculer la fonction au p oin t médian par

les gradien ts précédemmen t estimés.

Fig. 68 � Reconstruction de solution par le p oin t médian

Il y a deux étap es p our ce calcul (reconstruction par le p oin t ( 1) et le p oin t ( 2)), de

là on utilise la mo y enne arithmétique en tre les deux côtés.

' F =
1
2

(' 1 + ' 2) +
1
2

( ~v1:r ' 1 + ~v2:r ' 2) +
1
2

[e1(o3) + e2(o3)] (37)

A�n d'e�ectuer un calcul d'ordre trois on utilise aussi les dériv ées secondes,

' F =
1
2

(' 1 + ' 2) +
1
2

( ~v1:r ' 1 + ~v2:r ' 2)

+
1
4

h
~v1: f H g:~v1

T + ~v2: f H g ~v2
T

i
+

1
2

[e1(o4) + e2(o4)] (38)
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Où, ~v, r ' et f H g son t exprimés en Annexe (B).

Ainsi, la nouv elle v aleur de ' F est estimée. Celle-ci nous o�re une nouv elle appro xima-

tion plus précise de gradien t aux p oin ts du v oisinage. Comme précédemmen t, la pro cédure

itérativ e se p oursuit jusqu'à ce que une b onne estimation du gradien t soit réalisée.

C.2 Reconstruction par des moindres carrés

Le but de la métho de des moindres carrés est de ressem bler toutes les équations d'ap-

pro ximation dans un seul système linéaire.

Ordre 2

En écriv an t le dév elopp emen t de T a ylor d'ordre deux exprimé dans l'équation (31)

on a,

' B = ' A +
@'A
@x

� x +
@'A
@y

� y + e(o2)

Après a v oir constitué le dév elopp emen t p our tout les v oisins en vironnan ts sous la forme

matricielle, le système linéaire suiv an t sera déduit :

0

B
B
B
B
B
@

� x1 � y1

� x2 � y2

� � � � � �
� � � � � �

� xk � yk

1

C
C
C
C
C
A

:

0

B
@

@'A
@x

@'A
@y

1

C
A =

0

B
B
B
B
B
@

' B 1 � ' A

' B 2 � ' A

� � �
� � �

' B k � ' A

1

C
C
C
C
C
A

La résolution de ce système linéaire ( Bp� 2' 0
2� 1 = dp� 1 ), p eut aussi se transformer à

une minimisation du terme kB' 0 � dk2
dans ( kB' 0� dk2 = 0 ). P our arriv er à un nouv eau

système linéaire, les deux côtés de l'équation son t m ultipliés par la matrice transp osée

B T
. En plus le co e�cien t de p oids wk est in tro duit p our attribuer un p oids à tous les

termes liés à la distance géométrique, de telle façon que les plus pro c hes v oisins du p oin t

P , auron t un p oids plus imp ortan t.

(B T W B )2� 2:' 0
2� 1 = ( B T W d)2� 1 (39)

0

B
@

P
wk � xk

2 P
wk � xk � yk

P
wk � xk � yk

P
wk � yk

2

1

C
A :

0

B
@

@'A
@x

@'A
@y

1

C
A =

0

B
@

P
wk � xk (' B k � ' A )

P
wk � yk(' B k � ' A )

1

C
A

Les options suiv an tes p our c dans wk = kdkk� c
, p euv en t être examinées : c = 0 (LS) ;

c = 1 (WLSID) ; et c = 2 (WLSID2) [2].

La même stratégie sera élab orée dans le cas d'appro ximation d'ordre trois ou quatre.

Ordre 3

(B T W B )5� 5:' 0
5� 1 = ( B T W d)5� 1 (40)
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Où,

' 0
5� 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

@'A
@x

@'A
@y

@2 ' A
@x2

@2 ' A
@x@y
@2 ' A
@y2

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; (B T W d)5� 1 =

0

B
B
B
B
B
@

P
� ' � x

P
� ' � yP

� ' � x2
P

� ' � x� y
P

� ' � y2

1

C
C
C
C
C
A

(B T W B )5� 5 =

0

B
B
B
B
B
@

P
� x2 P

� x� y 1
2

P
� x3 P

� x2� y 1
2

P
� x� y2

P
� x� y

P
� y2 1

2
P

� x2� y
P

� x� y2 1
2

P
� y3

P
� x3 P

� x2� y 1
2

P
� x4 P

� x3� y 1
2

P
� x2� y2

P
� x2� y

P
� x� y2 1

2
P

� x3� y
P

� x2� y2 1
2

P
� x� y3

P
� x� y2 P

� y3 1
2

P
� x2� y2 P

� x� y3 1
2

P
� y4

1

C
C
C
C
C
A

Ordre 4

(B T W B )9� 9:' 0
9� 1 = ( B T W d)9� 1 (41)

Où,

' 0
9� 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

@'A
@x

@'A
@y

@2 ' A
@x2

@2 ' A
@x@y
@2 ' A
@y2

@2 ' A
@y2

@3 ' A
@x3

@3 ' A
@x2@y
@3 ' A
@x@y2
@3 ' A
@y3

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (B T W d)9� 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

P
� ' � x

P
� ' � y

1
2

P
� ' � x2

P
� ' � x� y

1
2

P
� ' � y2

1
6

P
� ' � x3

1
2

P
� ' � x2� y

1
2

P
� ' � y2� x

1
6

P
� ' � y3

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(B T W B )9� 9 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

P
� x2 P

� x� y 1
2

P
� x3 P

� x2� y 1
2

P
� x� y2 1

6

P
� x4 1

2

P
� x3� y 1

2

P
� x2� y2 1

6

P
� x� y3

P
� x� y

P
� y2 1

2

P
� x2� y

P
� x� y2 1

2

P
� y3 1

6

P
� x3� y 1

2

P
� x2� y2 1

2

P
� x� y3 1

6

P
� y4

1
2

P
� x3 1

2

P
� x2� y 1

4

P
� x4 1

2

P
� x3� y 1

2

P
� x2� y2 1

12

P
� x5 1

4

P
� x4� y 1

4

P
� x3� y2 1

12

P
� x2� y3

P
� x2� y

P
� x� y2 1

2
P

� x3� y
P

� x2� y2 1
2

P
� x� y3 1

6
P

� x4� y 1
2

P
� x3� y2 1

2
P

� x2� y3 1
6

P
� x� y4

1
2

P
� x� y2 1

2
P

� y3 1
4

P
� x� y2 1

2
P

� x� y3 1
4

P
� y4 1

12
P

� x3� y2 1
4

P
� x2� y3 1

4
P

� x� y4 1
12

P
� y5

1
6

P
� x4� y 1

6
P

� x3� y 1
12

P
� x5 1

6
P

� x4� y 1
12

P
� x3� y2 1

36
P

� x6 1
12

P
� x5� y 1

12
P

� x4� y2 1
36

P
� x3� y3

1
2

P
� x3� y 1

2
P

� x2� y2 1
4

P
� x4� y 1

2
P

� x3� y2 1
4

P
� x2� y3 1

12
P

� x5� y 1
4

P
� x4� y2 1

4
P

� x3� y3 1
12

P
� x2� y4

1
2

P
� x2� y2 1

2
P

� x� y3 1
4

P
� x3� y2 1

2
P

� x2� y3 1
4

P
� x� y4 1

12
P

� x4� y2 1
4

P
� x3� y3 1

4
P

� x2� y4 1
12

P
� x� y5

1
6

P
� x� y3 1

6

P
� y4 1

12

P
� x3� y2 1

6

P
� x� y4 1

12

P
� y5 1

36

P
� x3� y3 1

12

P
� x2� y4 1

12

P
� x� y5 1

36

P
� y6

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
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D Annexe : Appro ximation de l'in tégrale de sur-

face

En princip e l'appro ximation de l'in tégrale de surface est exécutée connaissan t la v a-

leur de la fonction au p oin t du milieu de l'in terface (ordre 2) et aussi les v aleurs de la

fonction aux sommets du v olume de con trôle (ordre 3 ou plus). En conséquence, Si ces

v aleurs ne son t pas disp onibles, une in terp olation préliminaire a�n d'év aluer le �ux sur

l'in terface fron tière s'imp ose.

Le �ux net à tra v ers des b ords d'un élémen t de v olume est la somme des in tégrales

sur les in terfaces de la cellule,

Z

S
'dS =

X

k

Z

Sk

'dS (42)

Di�éren tes métho des concernan t l'estimation de l'in tégrale de surface son t présen tées

dans les sections ci-après [4].

D.1 Appro ximation par le p oin t médian (ordre 2)

L'in tégrale est estimée en 2D par le p oin t médian ( F ). La v aleur de � F doit être

déterminée au minim um a v ec une précision du deuxième ordre.

� F =
Z

SF

'dS = 'S F � ' F SF (43)

Où, � est la fonction primitiv e de ' et SF signi�e la surface d'in tégration.

D.2 Appro ximation par la loi du trap èze (ordre 2)

Si son t donné les v aleurs de ' aux sommets du v olume de con trôle, l'appro ximation

par la loi du trap èze s'e�ectue a v ec une même précision que la première métho de,

� F =
Z

SF

'dS �
SF

2
(' 1 + ' 2) (44)

Où, ' 1 et ' 2 concernen t aux v aleurs de la fonction ' aux sommets de l'in terface.

D.3 Appro ximation par la règle de Simpson (ordre 4)

Utilisan t les trois p oin ts : F (milieu), S1 (sommet un) et S2 (sommet deux), une ap-

pro ximation du quatrième ordre s'e�ectue.

� F =
Z

SF

'dS �
SF

6
(' 1 + 4 ' F + ' 2) (45)

Dans le cas où la fonction est uniquemen t conn ue au cen tre des cellules du maillage,

l'erreur d'in terp olation des médians sur l'in terface in tervien t dans l'appro ximation d'in-

tégrale et donc cette métho de n'est pas sa précision.
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E Annexe : Rapp el de la géométrie et l'analyse

v ectorielle

E.1 Orthogonalité

Soit < 2
m uni d'un rep ère rectangulaire, soit un p oin t M de co ordonnées ( x1 , y1 ).

D'après le théorème de Pythagore, la longueur du v ecteur

~OM est donnée par

p
x1

2 + x2
2

.

En désignan t le v ecteur ~v1 = [ x1 y1]T = ~OM nous notons k~v1k la longueur du v ecteur

~v1 , nous a v ons donc :

k~v1k =
p

x1
2 + x2

2
(46)

Soien t main tenan t M et N deux p oin ts de co ordonnées resp ectiv es ( x1 , y1 ) et ( x2 , y2 ),

nous p ourrions dire que

~OM et

~ON son t orthogonaux s'ils dé�nissen t un triangle rec-

tangle.

Les relations équiv alen tes son t les suiv an tes,

~v1 = [ x1 y1]T ; ~v2 = [ x2 y2]T ; ~v1 � ~v2 = [ x2 � x1 y2 � y1]T (47)

a v ec,

k~v1k2 + k~v2k2 = k~v1 � ~v2k2
(48)

D'après le théorème de Pythagore, L'équation (48) s'écrit sous la forme suiv an te,

x1
2 + y1

2 + x2
2 + y2

2 = ( x1 � x2)2 + ( y1 � y2)2

) x1x2 + y1y2 = 0 (49)

Cette dernière expression corresp ond au pro duit scalaire des v ecteurs ~v1 et ~v2 que

nous p ouv ons égalemen t mettre sous la forme matricielle suiv an te,

x1x2 + y1y2 = ~v1
T : ~v2

par conséquen t nous aurons donc,

~v1? ~v2 , ~v1
T : ~v2 = 0 (50)

E.2 In tersection

Soit E1 et E2 les sommets de l'in terface, c1 et c2 les cen tres de deux cellules v oisines, M
le p oin t médian, n̂ le v ecteur normal de l'in terface et t̂ le v ecteur tangen tiel de l'in terface,

la loi de Thalès s'exprime concernan t la �gure (69),

C1B1

C1A
=

B1B2

AC2
) B1B2 =

C1B1:AC2

C1A
(51)

Où,

C1A = ~C1C2:n̂
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Fig. 69 � In tersection sur l'in terface d'une cellule exemplaire

C1B1 = ~C1M: n̂

AC2 = ~C1C2:t̂

En remplaçan t les v ecteurs ci-dessus dans la loi de Thalès, on obtien t,

B1B2 =
( ~C1M: n̂):( ~C1C2:t̂ )

~C1C2:n̂
(52)

Ainsi, Le v ecteur

~B1B2 est le pro duit,

~B1B2 =
( ~C1M: n̂):( ~C1C2:t̂ )

~C1C2:n̂
:t̂ (53)

A dmettan t que

~MB 2 = ~B1B2 + ~MB 1 et que

~MB 1 = � ( ~C1M: t̂):t̂ ,

~MB 2 =

(
( ~C1M: n̂):( ~C1C2:t̂ )

~C1C2:n̂
� ( ~C1M: t̂)

)

:t̂ (54)

Les co ordonnés du p oin t d'in tersection B2 son t main tenan t établies,

X B 2 = X M + ( ~MB 2)X

YB 2 = YM + ( ~MB 2)Y (55)
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E.3 Pro jection d'un p oin t sur une ligne

D'après la �gure (70), soit M le p oin t médian et

~SH le v ecteur p erp endiculaire par

rapp ort à l'in terface,

MS = � ~C1M: n̂ ) ~MS = � ( ~C1M: n̂):n̂

De même,

MH = � ~C2M: n̂ ) ~MH = � ( ~C2M: n̂):n̂

Les co ordonnés des p oin t S et H son t main tenan t disp onibles,

S = M: ~MS = M: [� ( ~C1M: n̂):n̂] (56)

H = M: ~MH = M: [� ( ~C2M: n̂):n̂] (57)

Fig. 70 � Pro jection d'un p oin t sur une ligne

E.4 Op érateurs di�éren tiels en dimension deux

Soit ' une fonction de 2 v ariables ( x , y ) à v aleurs réelles dé�nie sur un domaine 
 de

R

2
. On app elle gradien t (en dimension 2) de ' et on note r ' , le v ecteur :

r ' =

 
@'
@x
@'
@y

!
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Soit � une fonction v ectorielle de 2 v ariables ( x , y ) dé�nie sur un domaine 
 de et à

v aleurs � 1 , � 2 dans R

2
. On app elle div ergence du v ecteur � et on note r :� , le scalaire :

r :� =
@� 1

@x
+

@� 2

@y

Soit ' une fonction de 2 v ariables ( x , y ) à v aleurs réelles dé�nie sur un domaine 
 de

. On app elle laplacien de ' et on note r :r (' ) , le scalaire :

r :r (' ) =
@2'
@x2

+
@2'
@y2

T out cela se déduit simplemen t en dimension trois. Nous nous plaçons p our la suite en

dimension deux. Mais le passage à la dimension trois ne p ose pas de problème conceptuel

ma jeur. Il est évidemmen t tec hniquemen t plus di�cile et pratiquemen t plus coûteux.
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F Annexe : Discrétisation de l'équation de T rans-

p ort en v olumes �nis

L'équation suiv an te présen te la forme standard de l'équation de transp ort,

��'
�t

+ r :(�U ' ) � r :(� � ' r ' ) = S' (' ) (58)

Où, les quatre termes représen ten t ph ysiquemen t dans l'ordre :

- l'e�et instationnaire

- le transp ort con v ectif

- le transp ort di�usif

- les "sources"

Si la fonction ' est 1, l'équation (58) représen te la conserv ation de la masse. P our '
égal à h ou c, l'équation (58) représen te la conserv ation de l'en thalpie ou de la concen tra-

tion. La mo délisation des termes de l'équation (58) est très imp ortan te p our la stabilité et

la précision des résultats. Malheureusemen t, plus la précision d'un sc héma est imp ortan te,

moins la pro cédure de résolution est stable.

En admettan t que les propriétés ph ysiques dans la cellule son t conn ues, la métho de

des v olumes �nis exprime que l'équation (58) est satisfaite sur le v olume de con trôle

autour du p oin t P a v ec une forme in tégrale,

Z t+� t

t
[

�
�t

Z

�V P

�'dV +
Z

�V P

r :(�U ' )dV

+
Z

�V P

r :(� � ' r ' )dV]dt =
Z t+� t

t
[
Z

�V P

S' (' )dV]dt (59)

La précision des di�éren tes métho des de discrétisation dép ende à la v ariation de la

fonction ( ' = ' (x; y; z; t ) ) en espace et en temps autour du p oin t P . A�n d'obtenir une

métho de précise du deuxième ordre, cette v ariation doit être linéaire en temps et en

espace. Dans le cadre du calcul dans une seule dimenstion espatiale ( x ), le sc héma de la

v ariation linéaire de ' en espace s'écrit comme l'équation suiv an te,

' (x) = ' P + ( x � xP ):(r ' )P (60)

F.1 T erme instationnaire

Le terme instationnaire dans l'équation (59) n'est vraimen t imp ortan t que dans les si-

m ulations qui traiten t de cas instationnaires. Mais ce terme est souv en t main ten u p our ré-

soudre des problèmes stationnaires, utilisé en quelque sorte comme un moteur de con v er-

gence. Dans ce cas, la façon don t ce terme est traité n'est pas très imp ortan te, car il �nit

par être n ul lorsque la con v ergence est obten ue.
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Considéran t la v ariation linéaire de la fonction ' en espace, l'in tégrale liée au terme

instationnaire est remplacée par une appro ximation linéaire de la fonction ' ,

Z

�V P

'dV = ' P

Z

�V P

dV +
� Z

�V P

(x � xP )dV
�

:(r ' )P = ' P �VP (61)

Si le p oin t P est exactemen t le cen tre de cellule, le deuxième terme de l'in tégrale sera

n ul.

F.2 T erme con v ectif

Il est égalemen t p ossible d'appro ximer le gradien t au cen tre de c haque cellule par

l'in tégrer sur le v olume de con trôle. Ensuite cette in tégrale p eut être réduit à une in tégrale

de surface grâce au théorème de Gauss,

Z

�V p

r ' dV �
I

� p

' bnd� (62)

Autremen t dit,

Z

�V P

r 'dV =
I

� P

':dS =
pX

� k =1

(
Z

� f

':dS ) (63)

Où, dS = n̂d� et corresp onde à l'in terface de cellule.

L'in tégrale de ' à l'in terface p eut être appro ximée par plusieurs métho des d'après sa

précision essen tielle. Ces métho des son t bien exprimées en Annexe (D). Ici, on pro�te de

l'appro ximation d'ordre 2 par le p oin t de médian. En �n le terme comp ortan t du gradien t

de �ux s'exprime comme suiv an t,

Z

�V P

r 'dV =
pX

� k =1

(' Fk :S) =
pX

� k =1

(' Fk :n̂A k ) (64)

La discrétisation du terme con v ectif est obten ue par l'équation (64),

Z

�V P

r :(�U ' )dV =
pX

� k =1

(�U )Fk ' Fk :n̂A k (65)

D'après l'équation (64), en transforman t l'in tégrale à la somme des �ux év alués aux

p oin ts Fk m ultipliés par la longueur de l'in terface corresp ondan te, on obtien t la v aleur

mo y enne de gradien t au cen tre de la cellule (p oin t P ),

r ' P �
1

�Vp

pX

k=1

' Fk
bnkAk (66)

Le �ux au p oin t Fk est in terp olé grâce aux ses n÷uds en vironnan ts ( P et Nk ). Dif-

féren ts sc hémas d'in terp olation son t exprimés en Annexe (A).

95



F.3 T erme di�usif

En utilisan t l'h yp othèse de la v ariation linéaire de �ux, le terme di�usif p eut être

discrétisé sur une cellule,

Z

�V P

r :(� � ' r ' )dV =
pX

k=1

(� � ' )Fk (r ' )Fk :bnkAk (67)

Fig. 71 � V ecteurs d et S sur un maillage non-orthogonal

D'après la �gure (71), si le maillage est orthogonal, le terme di�usif p eut être facile-

men t év alué,

S:(r ' )Fk = jSj
' N � ' P

jdj
(68)

Une métho de alternativ e est de tout d'ab ord év aluer le gradien t au cen tre de cellule,

(r ' )P =
1

�VP

pX

k=1

' Fk :Ak (69)

Où, Ak est p ositif p our les �ux sortan ts et il est négatif p our les �ux en tran ts. Dans

la seconde étap e, on in terp ole le gradien t à l'in terface par le sc héma de di�érence CD
(Annexe A),

(r ' )Fk = � k (r ' )P + (1 � � k )( r ' )N (70)

Bien que la métho de alternativ e prop ose une précision du deuxième ordre, elle re-

double l'erreur dans la deuxième étap e. C'est la raison p our laquelle, l'utilisation pure

de cette métho de dans les maillages non-structurés anisotrop e n'est pas conseillée.

A�n d'obtenir une métho de assez précise p our l'év aluation de terme di�usif, on dé-

comp ose le v ecteur

~S aux v ecteurs

~� et

~k .

~S:(r ' )Fk = ~� :(r ' )Fk| {z }
contribution orthogonale

+ ~k:(r ' )Fk| {z }
correction non � orthogonale

(71)
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Où,

~� et

~k son t in tro duits de telle façon que (

~S = ~� + ~k ) soit satisfait. Les di�é-

ren ts réglages des v ecteurs

~� et

~k , prop osan t di�éren tes év aluations de terme di�usif se

trouv en t dans les sections ci-après.

F.3.1 Appro c he de la correction minim um

Le v ecteur

~k orthogonal (�gure 72), réduit l'in�uence du terme de correction en

équation (71) autan t p ossible. Dans ce cas, le v ecteur

~� se dé�ni,

~� =
~d:~S
~d:~d

~d (72)

En utilisan t cette équation, plus le phénomène de l'orthogonalité dimin ue, plus la

con tribution de ' P et de ' N k augmen te.

Fig. 72 � Appro c he de la correction minim um

F.3.2 Appro c he de la correction orthogonale

Cette appro c he dé�ni la con tribution des ' P et ' N k en négligean t l'e�et de l'ortho-

gonalité.

~� =
~d

�
�
� ~d

�
�
�

�
�
� ~S

�
�
� (73)

F.3.3 Appro c he de l'orthogonalité relaxée

L'imp ortance du terme est pro v o quée à augmen ter a v ec le décroissemen t de l'ortho-

gonalité,

~� =
~d

~d:~S

�
�
� ~S

�
�
�
2

(74)
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Fig. 73 � Appro c he de la correction orthogonale

Fig. 74 � Appro c he de la orthogonalité relaxée

98



F.4 T erme source

Ce terme est utilisé si des mo dèles supplémen taires ou de la ph ysique doiv en t être

a joutés à un mo dèle existan t. Il faut v éri�er que ce nouv eau terme n'in�uence pas à

la stabilité du sc héma. Cela p eut arriv er si, par exemple, on a joute une source très

imp ortan te de matière ou si un terme de p erte est a jouté de façon explicite au lieu

d'implicite.

F.5 Conditions de fron tière

Les conditions de fron tière son t divisées en deux catégories : n umériques, ph ysiques.

Il existe deux t yp es basiques des conditions aux limites n umériques ; Les conditions

aux limites de Diric hlet qui prescrit la v aleur de v ariable sur l'in terface fron tière et les

conditions aux limites de Neumann qui prescrit le gradien t de v ariable normale sur l'in-

terface fron tière.

Les conditions limites ph ysiques son t des conditions des planes, de l'en trée et de la

sortie en problèmes d'écoulemen t de �uide ; ou son t la temp érature �xée ou adiabatique

de fron tière en problèmes du transfert de c haleur.

Un v olume de con trôle a v ec une in terface limite b est considérée selon la �gure (75).

Le v ecteur sup er�ciel de l'in terface se décomp ose v ers son comp osan t orthogonal

~� et

Fig. 75 � Un v olume de con trôle a v ec une in terface fron tière

son comp osan t non-orthogonal. Le v ecteur

~� est égal au v ecteur S , mais il n'est pas

lo calisé au p oin t médian. A dmettan t que le v ecteur dn se dirige v ers le p oin t médian Fk ,
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on p eut dé�nir,

~dn =
~S

�
�
� ~S

�
�
�

~d:~S
�
�
� ~S

�
�
�

(75)

A v ec cette h yp othèse, le calcul s'e�ectue a v ec une précision du premier ordre. P our

améliorer la précision, le terme de correction par le v ecteur

~k p eut être a jouté.

F.5.1 Conditions aux limites de Diric hlet

La v aleur �xée de la fonction ' à l'in terface exemplaire b est considérée ' b. Le terme

de con v ection à l'in terface b est,

Fb' b (76)

Ce terme p eut être remplacer dans l'équation (65). De même, le gradien t à l'in terface

b p eut être calculé grâce à la v aleur conn ue de la fonction ' , sur cette in terface,

~S:(r ' )b =
�
�
� ~S

�
�
�

' b � ' P�
�
� ~dn

�
�
�

(77)

Ce terme p eut être remplacé dans la forme discrétisé du terme di�usif (Eq. 67).

F.5.2 Conditions aux limites de Neumann

Le gradien t �xé est prescrit sur l'in terface fron tière.

0

@
~S

�
�
� ~S

�
�
�
:(r ' )

1

A

b

= gb (78)

Où,

~S est le v ecteur normal orien té v ers l'extéreiur de l'in terface fron tière (Figure

75). Le terme con v ectif p eut être év alué par l'expression suiv an te,

' b = ' P + ~dn :(r ' )b = ' P +
�
�
� ~dn

�
�
� gb (79)

Le pro duit scalaire du v ecteur normal unitaire de surface et de r ' b est,

�
�
� ~S

�
�
� gb (80)

De là, le terme di�usif se dé�nit comme l'expression suiv an te,

(� � ' )b

�
�
� ~S

�
�
� gb (81)
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