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R�sum� : Ce rapport pr�sente quelques r�sultats relatifs à l’adaptation de maillages aniso-
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Geometric error estimate and anisotropic
metrics for mesh adaptation.
Part 2: application examples

Abstract: This report presents several results related to the anisotropic unstructured mesh
adaptation, in two and three dimensions. In the �rst part of this study, we have described an
a posteriori geometric error estimate based on a majoration of the interpolation error. Then,
using this error estimate, a metric map based on a discrete approximation of the hessian of
the solution is constructed that will be used to construct a unit mesh with respect to this
metric map. Several analytical examples are presented here to validate the proposed error
estimate. Then, a CFD example is shown.

Key-words: Mesh adaptation, anisotropic mesh, a posteriori error estimate, interpolation
error, metric, unit mesh.
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4 F. Alauzet, P.J. Frey

1 Introduction

On a pr�sent� dans [1] un estimateur d’erreur g�om�trique a posteriori, bas� sur une ma-
joration de l’erreur d’interpolation. Celui-ci est destin� à d��nir une carte de m�triques ani-
sotrope pouvant servir à gouverner la g�n�ration de maillages dans le souci d’�qui-r�partir
dans chaque direction l’erreur �valu�e sur le maillage. Cet estimateur d’erreur est bas� sur le
hessien des variables du problŁme, ce qui lui confŁre son caractŁre anisotrope. La m�trique
r�sultante permet de modi�er le produit scalaire usuel qui sous-tend la notion de distance
utilis�e par le g�n�rateur de maillage. Le maillage d�sir� est ainsi un maillage unit� dans
cette m�trique, sur lequel l’erreur d’interpolation est born�e par le seuil prescrit. L’appel-
lation "g�om�trique" vient du fait que la solution sur un maillage peut Œtre vue comme
une surface cart�sienne, on cherche alors à de�nir une m�trique g�om�trique permettant de
contrôler l’�cart à cette surface. De la sorte, il apparaît clairement que l’estimateur d’erreur
est ind�pendant du type de problŁme à r�soudre.

Cette approche a �t� impl�ment�e dans le contexte de simulations num�riques, les
exemples consid�r�s ici �tant de nature analytiques ou correspondant à des calculs en m�ca-
nique des �uides.

On considŁre deux s�ries d’exemples. Dans la premiŁre, on �tudie plusieurs champs
analytiques en dimensions deux et trois, destin�s à valider l’estimateur d’erreur (le contrôle
de l’�cart à la surface analytique). En particulier, on va s’attacher à illustrer le calcul du
hessien d’un champ de solutions discret, ainsi que l’intersection de plusieurs m�triques ani-
sotropes. Dans la seconde s�rie, un exemple d’adaptation de maillage est tir� d’un problŁme
classique de m�canique des �uides.

INRIA
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2 Exemples analytiques

Dans cette section, on va pr�senter quelques exemples d’adaptation de maillages bas�s
sur des champs analytiques en dimensions deux et trois. Pour cela, le champ consid�r� est
d��ni par une fonction analytique de R

d à valeur dans R, repr�sentant un surface cart�sienne
de R

d+1. La g�n�ration des maillages adapt�s aux champs prescrits fait appel à une boucle
d’adaptation de maillage. Un tel sch�ma it�ratif se compose de plusieurs �tapes. D’abord,
un maillage initial du domaine est cr��, aux n�uds duquel le champ discret est calcul� (la
valeur de la fonction est calcul�e en chaque sommet). Puis, l’estimateur d’erreur propos�
�value l’erreur d’interpolation commise sur ce maillage. Si celle-ci est inf�rieure au seuil
prescrit, le couple maillage-solution est jug� satisfaisant et le calcul peut s’arrŒter. Sinon,
on construit une carte de m�triques anisotrope aux sommets de ce maillage et on cherche à
l’adapter. On cherche alors à g�n�rer un maillage unit� vis-à-vis de cette m�trique. En�n, le
processus est it�r�. G�n�ralement, en quelques it�rations, une solution stable pour le couple
maillage-solution est obtenue.

Le couple maillage-m�trique forme l’espace de contrôle qui va servir à gouverner la
g�n�ration du nouveau maillage adapt�. Le maillage de l’espace de contrôle est appel� le
maillage de fond. Plus pr�cis�ment, la m�trique en tout nouveau sommet est obtenue par
un sch�ma d’interpolation (à partir des m�triques aux sommets de l’�l�ment du maillage de
fond contenant ce point) et non en faisant appel à la fonction analytique.

En pratique, les algorithmes de maillage utilis�s sont bas�s soit sur des m�thodes d’op-
timisation locales (ajout/suppression de sommet, bascule d’arŒte, boug� de sommet, etc.)
en dimension deux et pour la surface en dimension trois [3], soit sur une m�thode de type
Delaunay (remaillage global du domaine) pour le volume en dimension trois [5].

Pour chaque exemple, on va pr�ciser en particulier :

� le nombre d’adaptations de maillages,

� la taille des maillages : np le nombre de points et ne le nombre d’�l�ments (triangles
ou t�traŁdres),

� le seuil d’erreur prescrit " (on cherche à construire un maillage tel que, pour chaque
�l�ment, "K = ku � �huk1;K � "), l’erreur moyenne ~" = 1

ne

P

K

"K et l’erreur

maximale "max = max
K

"K commises sur un �l�ment (correspondant respectivement

à l’�cart moyen et à l’�cart maximal à la surface),

� le temps cpu t de la g�n�ration de maillage (en sec. sur une station de travail HP
PA-RISC à 500 Mhz, incluant les entr�es/sorties).

En outre, pour chaque exemple, on montre plusieurs maillages adapt�s et les cartes des
�carts à la surface (analytique) aux �l�ments. En dimension deux, on donne de plus les
surfaces cart�siennes correspondant au champ prescrit.

Avant de d�tailler les r�sultats sur des exemples analytiques, on va pr�ciser de quelle
façon l’�cart à la surface est calcul�.

RR n° 4789



6 F. Alauzet, P.J. Frey

2.1 Calcul de l’�cart à la surface

L’objectif de cette �tude est d’illustrer le comportement de l’estimateur d’erreur g�om�-
trique. On cherche donc à d�montrer que cet estimateur bas� sur le hessien de la solution
contrôle effectivement un �cart à la surface. Pour cela, on va comparer cet �cart calcul� sur
chaque �l�ment au seuil " prescrit.

En dimension deux, l’�cart à la surface de chaque �l�ment est calcul� en consid�rant la
valeur maximale entre les �carts aux milieux des arŒtes et l’�cart au barycentre du triangle.
Si on note (xi; yi)i=1;3 les coordonn�es des sommets du triangle K , xg; yg les coordonn�es
du barycentre de K et (xej

; yej
)j=1;3 les coordonn�es des milieux des arŒtes de K . Alors,

l’�cart de l’�l�ment "K est donn� par la formule :

"K = max (max
j=1;3

("K;ej
) ; "K;g) ;

oø "K;g (resp. "K;ej
) est l’�cart du barycentre (resp. du milieu de l’arŒte ej) de K avec la

surface, qui sont donn�s par :

"K;g = jf(xg; yg) � 1

3

3
X

i=1

f(xi; yi)j ;

"K;ej
= jf(xej

; yej
) � 1

2

X

i6=j

f(xi; yi)j :

De maniŁre similaire, en dimension trois, on va comparer cet �cart calcul� sur chaque
t�traŁdre au seuil " prescrit. L’�cart à l’hypersurface de chaque �l�ment est calcul� en consi-
d�rant la valeur maximale entre les �carts aux milieux des arŒtes, les �carts aux milieux des
faces et l’�cart au barycentre du t�traŁdre. On note (xi; yi; zi)i=1;4 les coordonn�es des som-
mets de l’�l�ment K , xg; yg; zg les coordonn�es du barycentre de K , (xfk

; yfk
; zfk

)k=1;4 les
coordonn�es des milieux des faces de K et (xej

; yej
; zej

)j=1;6 les coordonn�es des milieux
des arŒtes de K . Alors, l’�cart de l’�l�ment "K est donn� par la formule :

"K = max

�

max
j=1;6

("K;ej
) ; "K;g ; max

k=1;4
("K;fk

)

�

;

oø "K;g (resp. "K;ej
, "K;fk

) est l’ecart du barycentre (resp. du milieu de l’arŒte ej , du milieu
de la face fk) de K avec l’hypersurface, qui sont donn�s par :

"K;g = jf(xg; yg; zg) � 1

4

4
X

i=1

f(xi; yi; zi)j ;

"K;ej
= jf(xej

; yej
; zej

) � 1

2
(f(xi1 ; yi1 ; zi1) + f(xi2 ; yi2 ; zi2))j avec i1; i2 2 f1::4g ;

"K;fk
= jf(xfk

; yfk
; zfk

) � 1

3

X

i6=k

f(xi; yi; zi)j :

INRIA
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Pour r�sumer, on s’attend à trouver une valeur moyenne (resp. maximale) de l’�cart
calcul� sur un maillage adapt� (converg�) inf�rieure ou �gale au seuil " donn�. Un tel r�-
sultat permet de valider l’estimateur d’erreur propos�, c’est-à-dire le fait que cet estimateur
contrôle effectivement l’�cart à la surface.

2.2 Une fonction simple 2D : un sinus

On considŁre la surface cart�sienne suivante, d��nie sur [�1; 1] � [�1; 1] :

f1(x; y) = sin (5 (x � 0:2)3(y2 � y + 1)) ;

qui pr�sente une s�rie d’oscillations anisotropes (Figure 1, en bas à droite). Cet exemple va
servir, d’une part, à d�montrer que l’estimateur d’erreur bas� sur le hessien de la solution
contrôle l’�cart à la surface cart�sienne (ceci est possible car le hessien analytique est connu)
et, d’autre part, à valider l’�valuation discrŁte du hessien par une m�thode de moindres
carr�s. On a donc effectu� deux s�ries d’adaptations de maillages correspondant à ces deux
situations.

Pour chaque s�rie d’adaptations, on a arbitrairement �x� le nombre maximal d’adapta-
tions de maillages à 7, le seuil d’erreur tol�r� est " = 0:0033 et la taille minimale (resp.
maximale) des �l�ments du maillage est �x�e à hmin = 0:001 (resp. hmax = 1:). Le
maillage initial est un maillage du domaine de calcul trŁs grossier (52 sommets, Figure 1,
en haut à gauche).

Dans la premiŁre s�rie d’adaptations de maillage, on calcule le hessien de la solution de
maniŁre exacte (en utilisant les d�riv�es analytiques). Le Tableau 1 reporte les statistiques
sur le maillage initial et les maillages adapt�s. On peut remarquer qu’à la �n des 7 it�rations
d’adaptation, l’erreur moyenne ~" = 0:0021 est inf�rieure au seuil " = 0:0033 �x�, sur le
maillage �nal (3 323 sommets) et que 94 % des �l�ments ont un �cart calcul� inf�rieur ou
�gal à ". Ce r�sultat, qui indique qu’environ 6 % des triangles sont mal contrôl�s, appelle
une remarque.

Remarque 2.1 Rappelons que la mØtrique M, fournie par l’estimateur d’erreur, prescrit
des informations relatives à la taille et à l’Øtirement des triangles pour les algorithmes de
maillage. Ceux-ci, qui visent à crØer des maillages unitØs, utilisent une formule de longueur
moyenne pour calculer la longueur des arŒtes dans la mØtrique [1]. En pratique, toute
arŒte AB du maillage unitØ est de longueur proche de un, plus prØcisØment elle satisfait la
relation suivante [4] :

1p
2

� lM(AB) �
p

2 :

Dans le cas limite lM(AB) =
p

2, l’erreur commise correspond à deux fois l’erreur tolØrØe
(cf. Relation (17) dans [1]). Ainsi, pour qu’un ØlØment soit unitØ (c’est-à-dire que ses arŒtes
sont toutes de longueur proche de un), il faut que l’Øcart relatif soit infØrieur à 2 ".

RR n° 4789



8 F. Alauzet, P.J. Frey

Compte tenu de cette remarque, l’erreur maximale mesur�e sur un triangle �tant de
0:0044, donc inf�rieure à 2 " = 0:0066, le maillage adapt� à l’it�ration 7 est donc un
maillage unit�. Ce r�sultat con�rme que l’estimateur d’erreur contrôle effectivement l’�cart
à la surface. Il est à noter que dans cet exemple, 3 adaptations de maillage ont suf� pour
obtenir un maillage unit�, ce qui indique que la convergence du couple maillage-solution
est atteinte. La Figure 3 (en haut) montre le maillage �nal adapt� (it�ration 7) et la carte
d’erreurs aux triangles associ�e.

It�ration np ne t ~" "max % � " % � 2 "

0 52 81 - 0:5073 1:8094 0: 0:

2 3 367 6 218 2:83 0:0021 0:0175 92:2 99:9

3 3 341 6 153 1:91 0:0021 0:0045 93:6 100:

5 3 325 6 119 1:73 0:0021 0:0044 94:2 100:

7 3 323 6 115 1:51 0:0021 0:0044 94: 100:

TAB. 1 � Statistiques sur le maillage initial et les maillages adaptØs pour la surface dØ�nie
par f1(x; y), dans le cas oø le hessien est donnØ par la formule analytique.

Dans la seconde s�rie d’adaptations, l’�valuation du hessien de la solution est effectu�e
par une m�thode de moindres carr�s. Le Tableau 2 reporte les statistiques sur le maillage
initial et les maillages adapt�s. La Figure 2 illustre les maillages adapt�s aux it�rations 2,
3 et 5, ainsi que les cartes d’erreurs aux triangles correspondantes. La Figure 3 (au milieu)
illustre le maillage �nal et la carte d’erreur associ�e. On peut remarquer qu’à la �n des 7
it�rations d’adaptation, l’erreur moyenne ~" = 0:0025 est inf�rieure au seuil " = 0:0033
�x�, sur le maillage �nal (2 817 sommets). De plus, le maillage 7 est un maillage unit�
("max < 2 ") et 84:3 % des triangles satisfont l’erreur ". Il est à noter que dans cette s�-
rie, contrairement au cas pr�c�dent, les 7 adaptations de maillage ont �t� n�cessaires pour
obtenir un maillage unit�.

It�ration np ne t ~" "max % � " % � 2 "

0 52 81 - 0:5073 1:8094 0: 0:

2 5 100 9 786 3:4 0:0055 0:1150 50:3 79:1

3 4 289 8 070 3:75 0:0023 0:0188 84:1 99:3

5 2 825 5 156 2:22 0:0025 0:0074 80:3 99:9

7 2 817 5 129 1:72 0:0025 0:0063 84:3 100

TAB. 2 � Statistiques sur le maillage initial et les maillages adaptØs pour la surface dØ�nie
par f1(x; y), dans le cas oø le hessien est calculØ par moindres carrØs.

INRIA



Estimateur d’erreur et mØtriques anisotropes pour l’adaptation de maillage 9

FIG. 1 � Capture d’une surface analytique simple. À gauche, maillage initial, iso-valeurs de
la solution et surface correspondante. À droite, maillage �nal (itØration 7), iso-valeurs de la
solution et surface correspondante dans le cas du schØma d’adaptation avec une Øvaluation
du hessien par moindres carrØs.

RR n° 4789



10 F. Alauzet, P.J. Frey

FIG. 2 � Maillages adaptØs (à gauche) et cartes des Øcarts aux triangles à la surface
analytique (à droite) aux itØrations 2, 3 et 5 (de haut en bas).

INRIA



Estimateur d’erreur et mØtriques anisotropes pour l’adaptation de maillage 11

FIG. 3 � Comparaison des maillages adaptØs à l’itØration 7 et des cartes d’erreur aux
triangles correspondantes dans le cas du hessien analytique (en haut) et celui calculØ aux
moindres carrØs (au milieu). En bas, deux zooms partiels sur le maillage �nal (mØthode des
moindres carrØs).

RR n° 4789



12 F. Alauzet, P.J. Frey

Comparaison des r�sultats. La comparaison des r�sultats obtenus sur les deux s�ries
d’adaptations indique que :

1. l’approximation de la solution est l�gŁrement moins bonne dans la s�rie 2 que dans
la s�rie 1 à convergence,

2. la convergence du couple maillage-solution est moins rapide dans la s�rie 2.

Le premier constat s’explique par le fait que l’�valuation du hessien par la m�thode des
moindres carr�s prescrit des tailles d’�l�ments plus grandes que celles fournies par le cal-
cul analytique; la m�thode des moindres carr�s lissant le champ de solution. En revanche,
les directions principales sont correctement �valu�es. Ce qui revient à dire que dans cette
approche, le seuil d’erreur " a �t� implicitement augment�. Par cons�quent, en majorant l�-
gŁrement l’erreur tol�r�e dans la s�rie 1, on s’attend à retrouver un r�sultat proche de celui
obtenu dans la s�rie 2. En effet, en consid�rant " = 0:004, on obtient sur le maillage �nal
(np = 2788), une erreur moyenne ~" = 0:0025 et une erreur maximale "max = 0:0057. Le
maillage �nal est unit� et 80:4 % des triangles ont une erreur inf�rieure à ".

Le deuxiŁme constat repose sur le fait que l’�valuation du hessien aux moindres carr�s
est intimement li�e à la discr�tisation. Le maillage initial �tant grossier, la solution discrŁte
(resp. le hessien calcul�) sur ce maillage n’est pas suf�sament repr�sentative du champ
(resp. du hessien) analytique prescrit. Par cons�quent, le maillage à l’it�ration 1 est un
maillage unit� pour un champ de m�trique qui ne correspond pas à celui attendu. Au �l
des adaptations successives, la convergence s’acc�lŁre et on obtient �nalement le maillage
optimal (unit�) d�sir�.

Compte tenu de ces r�sultats, l’approche de calcul du hessien par moindres carr�s
semble satisfaisante; il reste encore à la valider dans le cas de solutions num�riques (cf.
Section 3).

2.3 Intersection de deux champs 2D anisotropes

Dans cet exemple, on veut illustrer l’intersection de m�triques relatives à plusieurs
champs. On reprend le champ donn� dans l’exemple pr�c�dent et on lui adjoint un deuxiŁme
champ qui repr�sente une marche oscillant dans le domaine de calcul (Figure 4, en bas à
droite). Plus pr�cis�ment, on considŁre les deux surfaces cart�siennes d��nies sur [�1; 1] �
[�1; 1], par les fonctions :

f1(x; y) = sin (5 (x � 0:2)3(y2 � y + 1)) ;

f2(x; y) = tanh (50 y + 20 sin(�2x)) :

Le but est de montrer qu’on contrôle, avec le champ de m�trique r�sultant de l’intersection,
simultan�ment l’�cart aux deux surfaces. Pour cela, on va, comme dans l’exemple pr�c�-
dent, comparer l’�cart à chaque surface sur chaque triangle au seuil " �x�. Pour cet exemple,
on reprend les mŒmes paramŁtres d’adaptation que dans l’exemple pr�c�dent (" = 0:0033,
hmin = 0:001, hmax = 1 et 7 it�rations d’adaptation), ainsi que le mŒme maillage initial.
Toutefois, à la diff�rence de l’exemple 1, seule l’approche par moindres carr�s est utilis�e.

INRIA



Estimateur d’erreur et mØtriques anisotropes pour l’adaptation de maillage 13

Les statistiques relatives aux maillages adapt�s sont donn�es dans les deux Tableaux
3 et 4, correspondant aux surfaces d��nies par les fonctions f1 et f2. On constate que la
convergence du couple maillage-solution pour les deux champs est atteinte au bout de 7
it�rations, i.e., le maillage est unit� pour les deux champs prescrits. À convergence, pour
le champ donn� par f1(x; y) (resp. f2(x; y)) on peut remarquer que l’erreur moyenne ~" =
0:0018 (resp. ~" = 0:0012) est inf�rieure au seuil " sur le maillage �nal (6 794 sommets).
Comme on a une erreur maximale "max = 0:0063 (resp. "max = 0:0061), le maillage est
bien unit� et 92:2 % (resp. 94:8 %) des triangles satisfont l’erreur ".

La Figure 5 illustre les maillages adapt�s aux it�rations 2 et 5 ainsi que les cartes des
�carts (à la surface) aux triangles correspondantes pour les deux champs. La Figure 6 montre
le maillage �nal adapt� ainsi que les cartes d’erreurs aux triangles pour chaque champ.

Sur les Tableaux 3 et 4, on peut remarquer que l’intersection de m�triques a permis la
construction de maillages unit�s vis-à-vis de chacun des champs analytiques. En comparant
les Tableaux 2 et 3, on note �galement que le maillage adapt� �nal pour le champ f1 (de
l’exemple 2) donne une meilleure approximation de la surface que dans l’exemple 1. Ce
r�sultat est coh�rent avec la d��nition de l’intersection de m�trique donn�e [1]. Toutefois,
dans cet exemple, le maillage �nal obtenu n’est pas optimal, l’erreur est moins bien �qui-
r�partie que dans le cas 1 (il comporte notamment trop de sommets). Par contre, ce maillage
est optimal pour la capture des deux champs. Un zoom partiel du maillage (Figure 6, en haut
à droite) illustre l’intersection des deux m�triques, (les deux champs anisotropes avec des
directions antagonistes s’intersectent).

It�ration np ne t ~" "max % � " % � 2 "

0 52 81 - 0:5073 1:8094 0: 0:

2 10 217 19 992 6:20 0:0036 0:1010 69:0 88:0

3 10 232 19 923 7:56 0:0016 0:0162 91:7 99:7

5 6 969 13 392 4:32 0:0018 0:0118 91:6 99:9

7 6 794 13 034 2:95 0:0018 0:0063 92:2 100:

TAB. 3 � Statistiques sur le maillage initial et les maillages adaptØs pour la premiŁre
surface dØ�nie par f1(x; y).

It�ration np ne t ~" "max % � " % � 2 "

0 52 81 - 0:1981 1:0723 74:1 75:3

2 10 217 19 992 6:20 0:0025 0:2444 81:2 89:8

3 10 232 19 923 7:56 0:0016 0:0277 92:3 98:9

5 6 969 13 392 4:32 0:0012 0:0074 94:3 99:9

7 6 794 13 034 2:95 0:0012 0:0061 94:8 100:

TAB. 4 � Statistiques sur le maillage initial et les maillages adaptØs pour la deuxiŁme
surface dØ�nie par f2(x; y).
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FIG. 4 – Capture simultanéede deuxsurfacesanalytiques.À gauche, le maillage initial
ainsi quela première et la deuxièmesurfacelui correspondant.À droite, lesmêmesinfor-
mationsobtenuesavecle schémad'adaptationà l'itér ation 7 (�nale).
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