Université Pierre et Marie Curie — Paris 6 Partiel d’Analyse Fonctionnelle
M1 Mathématiques 4 novembre 2009, de 10h45 a 12h45

Exercice 1 Soit (X,d) un espace metrique compact et (Y,|| - ||) un espace vectoriel normé. Soit A
un sous-ensemble de BC(X,Y’). Montrer queles propriétés suivantes sont équivalentes :

a. Quel que soit £ > 0, il existe § > 0 tel que pour tous f € A et x1, 29 € X, si d(z1,x2) < § alors
[f(z1) = f(z2)] <e.

b. Quels que soient € > 0 et € X, il existe 7 > 0 tel que pour tous g € Aet 2’ € X, sid(z,2') <7
alors [|g(z) — g(2')[| < e.

Exercice 2 Soit X = [0, ] muni de la distance euclidienne et ¥ = C muni de la norme euclidienne.

a. Montrer que quelle que soit la suite (o, )nen € £1(N, C) la série enticre

g anx”

n=0

converge dans BC(X,Y).
b. Le sous-ensemble A de BC(X,Y') défini par

400 oo
A= {Z anz™, avec (o )nen € £1(N,C) et Z lag,| < 1}

est-il compact 7 Justifier.

Exercice 3

a. Rappeler la définition de la convergence faible d’une suite de mesures de Radon finies sur
Q=R2

b. La suite (1,)>1 de mesures de Radon finies sur R? définies par

2 :
vnl(f) = nk/ f (3 + 001(9),2 + S“fi”) sin(0)d9 Vf € Co(RR)
0
converge-t-elle faiblement, fortement, ou pas du tout ? Discuter en fonction de k = —1, 0, ou 1

et préciser la limite (forte et/ou faible) le cas écheant.

Exercice 4 Soit H un espace de Hilbert réel et B : H x H — R une forme bilinéaire, au sens ou
quels que soient f,g € H, les applications

h— B(f,h) et h~ B(hg)

sont linéaires de H dans R. On suppose également que B est continue, au sens ou il existe une
constante C' > 0 telle que

IB(f,9l <Clfl gl Vfg€H.

On suppose finalement que B est coercitive, au sens ou il existe une constante o > 0 telle que

IB(f, )| = allf|>? VfeH.

a. Pour f € H fixé, démontrer que la forme linéaire T¢ : H — R, g — B(f,g) appartient a
I’espace dual H'.



. En mentionnant le théoréeme adéquat, en déduire, toujours pour f fixé, qu’il existe un unique
élément (nous le noterons A(f)) de H tel que

Ty(9) = (A(f).9)  VgeH.

. Faisant maintenant varier f, montrer que l'application f — A(f) est linéaire, et que de plus
elle vérifie

AN <CIfIl - VfeH, (1)
et
(A(), 1) = all f11*. (2)
. Montrer que A est une injection.

. Nous allons vérifier que A est une surjection. Pour cela, remarquons d’abord que pour 8 > 0
et h € H fixés, 'équation A(f) = h est équivalente a

Bh—BA(f)+ [ =T (3)

En se servant des équations (1) et (2), démontrer que si [ est suffissamment proche de zéro,
Papplication f +— Sh — BA(f) + f est strictement contractante. En déduire que, pour un tel
choix de f3, (3) posséde une (unique) solution et par conséquent que A est surjective.

. Démontrer le Théoréeme de Lax-Milgram : Sous les hypothéses précédentes sur B, quel que soit
¢ € H', il existe un unique f € H tel que

B(f,9) ={p,9) Vg€ H.

(Il s’agit d’une généralisation du Théoréme de Fréchet-Riesz ne nécessitant pas le caractere
symétrique)



