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1) Soit u une mesure positive sur I'espace mesurable (X, M) et u := (uy)n>1 une suite bornée dans £(X, ),
I’espace de Lebesgue des fonctions intégrables. Le but de cet exercice est de montrer le “biting lemma”: il
existe une sous-suite (um,)g>1 de (un)n>1 et une suite décroissante (Ag)g>1 dans M avec p(Ay) — 0 telles
que la suite (x Ag Umyg )g>1 501t équi-intégrable. Ici, x Ag désigne la fonction caractéristique du complémentaire
de A, dans X.

a) On définit n(u) le module d’uniforme intégrabilité de la suite (uy)n>1 par

n(u) := lim sup {/ lupldp :n €N, p(A) < 5}.
A

e—0t

Montrer que

n(u) = lim sup / |up|dp :n e N .
t—+00 [t | >t

Indication. On posera

n(u) := lim sup |up|dp :n € N
t=+oo Jun|>t

et pour montrer I'inégalité 7(u) < n(u), on utilisera 1'inégalité de Markov : pour ¢t > 0,

u({Jun] > 1) <171 / fun

[un|>t

Démonstration. On introduit les quantités suivantes :

n(u,€) := sup {/ |un|dp :n € Ny A€ M avec u(A) < 6} ,
A

7(u,t) := sup / |un|dp :n e N,
[un|>t

n(u) == lim 7(u,t).

t——+00

et

On remarque que 7(u, t) décroit lorsque t tend vers 'infini et n(u,€) décroit lorsque € tend vers 0, donc les
limites dans les définitions de n(u) et 7(u) sont des inf. En particulier, pour chaque § > 0, il existe t > 0
tel que (u,t) < 7(u) + 0. Alors, pour tout n et tout A € M avec u(A) < d/t, on a

[ sl = | wnld+ | fnldpt < (1, ) + tu( A) < (1) + 2.
A AN{Jun| >t} AN{Jun| <t}
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On en déduit que n(u) < n(u,d/t) < n(u) + 26 et donc n(u) < f(u), en faisant § tendre vers zéro.

Pour établir 'autre 'inégalité, on observe qu’il existe € > 0 tel que n(u,e) < n(u)+4. En utilisant 'inégalité
de Markov, on obtient

pllJunl >t <6 [ funld < 70
|un|>t
ot M := sup{ [y |unp|dp : n € N} < +o0. Alors 7(u) < 7j(u, M/e) < n(u,e) < n(u)+ 9§, ce qui implique
N(u) < n(u) en faisant § — 0.

b) On définit pour ¢ € N,

gi(t) := sup / |un|dp.
[un | >t

n=i

Montrer qu'’il existe une suite croissante (t4)s>1 qui tend vers l'infini et telle que pour tout ¢ > 1, on a
go(tg) < n(u)+1/q.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer un argument de récurrence, en tenant compte du fait que n(u) est un
l'inf des n(u,t) = go(t) lorsque ¢ > 0.

¢) Montrer que pour tout i € N, g;(¢) converge vers n(u) lorsque t tend vers +oo.
Indication. On pourra utiliser le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que la famille finie de fonctions de L', {uq,...,u;_1}, est équi-
integrable.

d) Montrer qu'il existe une suite croissante (mgq)q>1 telle que
[ = 0w~ 1/
|u'mq|>tq

Démonstration. Pour tout ¢ € N, g;(t) décroit en ¢, donc pour tout ¢ > 1, gi(ty) > n(u). D’apres la
définition de g;(ty), il existe mq tel que

[ Tl nw) - 1/a
g >tq

Par récurrence en ¢, on peut choisir une suite croissante (1mgq)g>1.

e) Soit Ag := {|um,| > t4}. Montrer que p(A4,) — 0.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser & nouveau l'inégalité de Markov et remarquer que (t4)q>1 diverge.

f) Soit

g(t) := sup/ |, |dps-
a€N S AL [umg >t}

Montrer que g(t;) tend vers 0 lorsque j tend vers +oo.



Démonstration. Par définition, on a

g(tj) = sup U, |dp
e>J It <lum,|<tq}
= sup

‘/ i~ [ )
Q>] ‘u'rnq|>t } {|umq|>tq}

(
sup (g /{ o) [t !du)
(e

q>j
n(w) +1/j = (n(w) = 1/q))

N

N

sup
>j

2/j

N

qui converge vers zéro.

g) Conclure la preuve du “biting lemma”.

Démonstration. Comme g décroit en ¢ et (¢j);>1 tend vers U'infini, la question précédente montre que
g(t) — 0 lorsque t — oo.

La conclusion suit car on a dit qu'une suite v := (vq)4 est équi-intégrable si et seulement si n(v) = 0, ce qui
est satisfait par la suite définie par v, := XAg Umg-

2) Soit E un espace de Banach. On désigne par ¢o(E) 'espace des suites © = (zp,)n>0 d’éléments de E telles
que lim, oo , = 0. On munit ¢o(E) de la norme

[#]loo := sup ||zn | -
n>0
Montrer que co(E) est complet.
Démonstration. Soit (z(™),>¢ de Cauchy dans co(E). Pour tout j > 0, on a
(n) (M)|
j

|25 = 27 g < ™ — 2|,

donc (x§n))n>0 est de Cauchy dans F. Par conséquent, (xg.")),@o converge vers un certain z; € E.
Montrons que z := (x;);>0 appartient & co(E). Soit € > 0. Comme (2(™),>0 est de Cauchy; il existe

N e N tel que ||z — 20| < &/3, Vn,m > N. En particulier, ||93§") — $§N)”E < €/3 ce qui implique,

apres passage a la limite quand n — oo, que ||z; — :1: ||E /3. Comme zN) € ¢o(E), il existe J € N tel

que Hx HE < ¢/3,Vj = J. Par I'inégalité de Minkowski, on a ||z;||r < 2¢/3 < e, Vj > J, ce qui implique
que = € co(E).

Montrons enfin que ||z — (™| — 0 lorsque m — oo. On choisit N € N tel que [|z™ — 2| <
g, Vn,m > N. Alors, pour tout J € Non a

sup H:z:gn) - aj§m)||E <g,

J<d

ce qui entraine, en faisant n — oo, que

sup [la; — 2™ |5 < e
is<d

Puisque J est quelconque, on obtient |z — 2o < e.



3) Soit X un espace vectoriel normé, F' un espace de Banach et f : X — F une application linéaire, continue
et injective. On désigne par Bx la boule unité fermée de X. Montrer que si f(Bx) est fermé dans F', alors
X est complet.

Indication: On pourra utiliser les ensembles fermés f(aBx) pour divers o > 0.

Démonstration. On remarque que pour tout C' > 0, f(CBx) = Cf(Bx) est fermé dans F. Soit (25 )n>0
une suite de Cauchy dans X, donc elle est bornée : ||z, ||x < M, Vn > 0. Puisque f est continu, (f(zn))n>0
est de Cauchy dans F' (complet), donc f(z,) — y € F. Mais la suite (f(zy))n>0 est contenue dans f(M Bx)
donc y € f(MBy). 1l existe donc x € MBx C X tel que y = f(x). Il faut ensuite montrer que =, — =
dans X. Pour € > 0, il existe N € N tel que

|z — Tm|lx <& Vn,m > N.

Ceci implique que (zp, — m)n>N appartient & eBx et f(xn) — f(zm) — f(z) — f(zm) lorsque n — oo
dans f(eBx). On en déduit que f(x — z,) = f(2,) pour un certain z,, € eBx. Comme f est injective,
Zm = & — Ty, et on a montré que || — Ty ||x = [|z2m||x < € lorsque m > N.



