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Examen, 16 mai 2007
Durée 4 heures

Les notes de cours ne sont pas autorisées. Les exercices et le probleme sont
indépendants. Pensez a éteindre vos portables et autres gadgets électroniques.

Exercice 1

Soit T un triangle de sommets S’, i = 1,2,3, du plan rapporté a un repére ortho-

normé Oxjx>. On note H' la projection orthogonale de S' sur le coté opposé du
—_—

triangle, h; = ||H'S'|| la hauteur correspondante. Soient A;, i = 1,2,3, les coor-

données barycentriques associées au triangle 7.

a. Montrer que la famille {112, 122, 132, A2, AxA3,A1 A3} forme une base de 1’es-

pace P> des fonctions polynomiales de degré total inférieur a 2.
—_—

b. Montrer que VA; = (i’) = hizH iS'. En déduire les gradients des fonctions de

l
la base exhibée au a.

c. On introduit les formes linéaires ¢;(P) = P(S') et y;(P) = 5—5(5"), i=1,2,3.
Montrer que 1’élément fini (T, Py, {9, ufi}izl,,,_73) est unisolvant si et seulement si
aucun des cOtés de T n’est parallele a ’axe Ox;.

Exercice 2

Soit Q un ouvert borné régulier de R?. On considere la forme bilinéaire

Ju dv. du dv  du dv Ju Jdv
a(u,v) = /Q(za—x1 5ot o n T an 2o o)

+/qudx+/a§27’0(”>7’0(")d6

12

a. Montrer que pour tout & € R?, ona A& - & > |E|% ol € - { désigne le produit
scalaire canonique sur R% et |E]2 = £ - €.

et on se donne f € L?(Q) et g € L>(9Q). On note A = (2 1).

b. Montrer que le probléme variationnel : trouver u € H'(Q) tel que
weHY(Q), alu,v)= / fva’x+/a gn(v)do
Q Q
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admet une solution et une seule.

c. En supposant que cette solution appartient 3 H>(Q), identifier le probléme
aux limites ainsi résolu.

Probléme

On se place maintenant en dimension 1 avec Q = |0, 1]. On considere le probleme
d’évolution

AN AL
ot ox2  Jx
u(0,) = u(l,t) =0,
u(x,0) = uo(x),

=0 dans Qx]0,T],

avec up donnée. On ne s’intéressera pas a la théorie d’existence pour ce probleme
et on admettra que ug est tel que la solution existe, est unique, et de classe C2 en
temps et C* en espace.

On va approcher ce probleme par différences ﬁnies Soit N,M deux entiers > 1
destinés a tendre vers 'infini, & = At = =ih,i=0,....N+1et

N+l’ +1
tj=jAt, j=0,.... M+1.
On considere pour cela le schéma suivant :
Jj+1 J —2u! joo_
wp  —u ulyy = 2ul +ul_, Ui T U :
—— —(1+x; =0,1<i<N
At (1+ ) h? 2h T

et pour les conditions aux limites,
u(J) uN+1 0, pour j=0,....M+1
et la condition initiale
0 0 .
u; =u(x;), i=1,...,N.
On note U/ € RV le vecteur de composantes ulj ,i=1,...,N.

a. Ecrire le schéma sous forme d’une récurrence vectorielle U/t = oy ;U J.On
fera intervenir dans la matrice 7, 5;, outre la matrice identité I, de taille N X N,
les matrices N X N suivantes

_21—21_‘)1;;8 14k 0 - 0
0 142h--- 0
Ah: '.. '.' '.. s Dh:
0 .o —1 2 —1 : . oo
0 - 0 —1 2 0 o 02-h
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et
0-10 --- 0
10 —-1---0
By = Lo
0--- 1 0 —1
0--- 0 1 O

b. Ce schéma est-il implicite ou explicite ?

c¢. Montrer que le schéma est consistant et donner son ordre en temps et en

espace pour la norme || - ||, (on rappelle que cette norme sur RV est donnée par
— . . _ _1

|U |0 = maxi<;<n |Ui| avec h = 577).

d. Montrer que si (2 — h)% < 1 alors || a¢]|eon = 1. Que peut-on en déduire

en termes de stabilité et de convergence ? (On rappelle que la norme matricielle

subordonnée est donnée par ||.¢7 || , = max<j<y Z]jy:l | j).
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