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MMO026 — Approximation des EDP

Examen 1ére session, 6 mai 2008
Durée 4 heures

Les notes de cours ne sont pas autorisées. Pensez a éteindre vos portables et autres
gadgets €lectroniques. L’exercice et le probleme sont indépendants.

Exercice

Soit T un triangle de sommets Si,i=1,2,3, M' le milieu du c6té opposé a S’
et G son centre de gravité. Soient A;, i = 1,2,3, les coordonnées barycentriques
associées au triangle 7.

a. Soit P = vect{A1,A2,A3,A1A2,A2A3, A1 A3, L1253 }. Montrer que P est un es-
pace vectoriel de dimension 7 tel que P, C P C Ps.

b. On introduit les formes linéaires ¢;(P) = P(S'), i = 1,2,3, ¢;(P) = P(M?),
i =4,5,6, et $7(P) = P(G). Construire une base de P duale de cette famille de
formes linéaires et en déduire que I’élément fini (T, P {0;}i=1 7) est unisolvant.

c. Soit 7, une triangulation d’un ouvert polygonal Q de R? possédant N; tri-
angles, Ny sommets internes et N, milieux de cotés internes. On pose

Vi = {v € CY(Q);VT € Ty, vy € Pyv =0 sur 0Q},

Montrer que tout élément de Vj, est uniquement déterminé par la donnée de ses
valeurs aux sommets internes, aux milieux des cOtés internes et aux centres de
gravité des triangles.

d. Réciproquement, montrer que pour tout jeu de valeurs en ces points, il existe
un élément v, de V;, qui prend ces valeurs en ces points (on montrera soigneu-
sement la continuité de vj). En déduire une base de V;, construite a I’aide de
I’élément fini précédent, et la dimension de cet espace.

e. En supposant que 1’on cherche a approcher la solution # d’un probléme varia-
tionnel posé sur V = H}(Q) faisant intervenir une forme bilinéaire a continue et
V-elliptique, et une forme linéaire continue /, indiquer brievement comment uti-
liser ’espace V}, et la base construite précédemment pour se ramener a un systeme
linéaire (il s’agit d’une question de cours, il est donc tout a fait inutile d’en mettre
plusieurs pages).
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Probléme
Partie 1

On considere 1’équation de Black et Scholes suivante

v 1 5, ,0% ov B
ay —(x, 1)+ 50X ﬁ(x r) +,wca(x,t) —rv(x,t) =0dans Ry x [0,T], (1)

avec la condition finale

V(x7 T) = (X—K)+, (2)
ou o, u, r, K et T sont de constantes positives données (la notation a, = max(a,0)
désigne la partie positive de a).

a. On pose u(y,s) = e"v(e%, T —s). Montrer que u est solution du probleme :

w1
dos 20y? Cay

avec la condition initiale

=0dans R x [0,7T], (3)

u(y,0) = uo(y), 4)
ol up(y) = (¢ —K) etc=5 — L.

b. Montrer que pour u € H'(R), JruS u v dy = 0 (Indication : dans le cas de R, on
admettra que H'(R) = H} (R) = Q)(R)).

c. Montrer que toute solution u de (3)-(4) qui est de classe C!([0,T];H!(R))
(pour une donnée initiale qui n’est pas nécessairement celle indiquée plus haut)
est telle que la quantité E(s) = 1 [ u?(y,s) dy décroit avec s.

d. En déduire I'unicité de la solution dans cette classe. La condition initiale par-
ticuliere ugp(y) = (¢®” — K)+ est-elle compatible avec ce résultat ?

Partie 2

On se place a partir de maintenant sur un ouvert borné y € Q = ]0,1[. On
complete le probleme de Black et Scholes (3)-(4) par une condition aux limites de
Dirichlet

u(07s):(l_K)+7 u(l,s):(eG—K)+. (5)
Pour faire plus court, on notera ot = (1 —K) et B = (¢° — K) 4.

On ne s’intéressera pas a la théorie d’existence pour ce probleme et on admet-
tra que la solution existe, est unique, et de classe C> en temps s et C* en espace
y.

On va approcher ce probleme par differences ﬁnies. Soit N,M deux entiers
> 1 destinés a tendre vers 'infini, h = As = yi=ih,i=0,...,N+1et
si=JAs, j=0,.... M+ 1.

N+l’ +l
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On considere pour cela le schéma suivant :
JHL YA, T | oo
wp w20 4 i i
As 2 h? 2h

et pour les conditions aux limites,

=0,1<i<N,

ugzoc, “'1{/+1:B: pour j=0,....M+1

et la condition initiale
0 0 .
u; =u(yi), i=1,...,N.

On note U/ € RN le vecteur de composantes ulj i=1,...,N.
a. Ecrire le schéma sous forme d’une récurrence vectorielle
Uit = 2,u7 + G/

en explicitant la matrice 4, et le vecteur G’. On fera intervenir, outre la matrice
identité I, de taille N x N, les matrices N x N suivantes

2 =10 - 0 0-10 - 0
12 =1 0 10 -1 0
A= et B, =
0 - —1 2 —1 0. 1 0 —1
0 - 0 —12 0.~ 0 1 0

b. Exprimer I’erreur de consistance de ce schéma

e(u)] = u(yi,sj+1) —u(yi,sj)  Lulyir,s;) —2ulyis;) +ulyi-1,s;)

i As 2 h2

u(Yir1,8;) —u(yi-1,5;)
2h ’

+c

oul u désigne une solution exacte du probleme de classe C* en espace et C2 en

Pu
> 0527 oy*
temps et en espace pour la norme || - ||« ;, (on rappelle que la norme sur RV dont il
est question est ||U ||, = max;—1,... n |Ui]).

) 3 L ,
temps, en fonction de A, As et %. En déduire I’ordre de ce schéma en

¢. A partir de maintenant, on suppose sans perte de généralité que ¢ > 0. Montrer
que si % <1, alors le schéma est stable en norme || - ||o. , pour 4 suffisamment petit.
(Indication : on rappelle aussi que la norme matricielle subordonnée associée a

cette norme est donnée par || 4o, = max; ¥ ;| 4i;)).
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J

d. On pose e; = u(yi,s;j) — u{ et on note E/ € RY le vecteur de composantes

el,i=1,...,N. Déduire de ce qui préceéde une majoration de I’erreur du schéma
|E7 || » en fonction de & et As. Qu’en conclut-on ?

e. Exprimer le résultat du d. en termes de la solution v du probleme initial (1)—(2)
auquel on aura ajouté des conditions de Dirichlet adéquates.
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