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Avant-propos

Les notes de cours : mode d’emploi

Les notes qui suivent sont a bien des égards trop fournies. Le cours en amphi
n’en traitera qu’une partie, parfois sans entrer dans les détails. Les lecteurs et
lectrices curieux et curieuses pourront souvent trouver les détails en question dans
ces notes et pourront également, du moins on I’espere, conserver celles-ci pour s’y
référer plus tard, dans une étape ultérieure de leur carriere mathématique.

Certains points particulierement épineux, ou qui peuvent étre passés en pre-
miere voire deuxieme lecture, sont indiqués par un signe de danger radioactif
dans la marge. Certaines sections sont méme totalement radioactives. On ne s’en
approchera que muni des protections appropriées.
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Chapitre 1

Topologie

1.1 Espaces topologiques

La notion d’espace topologique a mis un certain temps a prendre sa forme
axiomatique actuelle. Le but est de formaliser les concepts intuitifs de proximité
et de continuité de la fagon la plus générale et la plus simple possible. Il n’est pas
nécessairement évident que ce but soit atteint quand on lit la définition qui suit
pour la premiere fois de sa vie. L’expérience montre pourtant que c’est bien le cas.

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X la donnée d’un
sous-ensemble O de 'ensemble &7 (X ) des parties de X, O devant vérifier les trois
conditions suivantes :

— Les ensembles O et X appartiennent a O,

— Soit (Uy,) pen une famille quelconque d’éléments de O, alors

U U, € 0,
AEA

— Soit (Uj)1< j<n une famille finie d’éléments de O, alors

N
ﬂUjEﬁ.
j=1

Les éléments de ’ensemble O sont appelés ouverts (pour la topologie O). Le
complémentaire d’un ouvert est appelé un fermé.

Un couple (X, 0) tel que O vérifie les trois propriétés ci-dessus est appelé
espace topologique.

Commentaires. Dans la deuxieme propriété portant sur la réunion, il faut bien no-
ter que 1’ensemble des indices A qui sert a indexer la famille (U)) est un ensemble
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absolument guelconque. A ce propos, on rappelle qu’une famille (Up)pen Nest
rien d’autre qu’une application de A a valeurs dans Z(X ), mais que I’on a décidé
de noter U), I'image de A par cette application, et que | Jyco Uy = {x € X;3A €
A,x € Uy }. Par contre, dans la troisieme propriété qui porte sur I’intersection, on
ne considere que des familles finies, c’est-a-dire A = {1,...,N} pour un certain
N € N1, On paraphrase souvent la définition 1.1.1 en disant que I’on a affaire 2 une
topologie sur X si I’ensemble vide et I’ensemble X tout entier sont des ouverts, si
une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert et si une intersection finie d’ouverts
est un ouvert. On dit encore parfois que & contient I’ensemble vide et X et est
stable par réunion quelconque et intersection finie.

Remarquons tout de suite en passant aux complémentaires que 1’ensemble vide
et X sont aussi des fermés, qu’une intersection quelconque de fermés est un fermé
et qu’une réunion finie de fermés est un fermé.

Exemples d’espaces topologiques. Prenons X = R et désignons par & I’en-
semble des parties U de R telles que, pour tout point x de U, il existe un intervalle
ouvert (au sens usuel, ¢’est-a-dire de la forme |a, b[) contenant x et inclus dans U.
On a ainsi défini une topologie sur R (exercice : vérifiez-le !) qui est la topologie
usuellement utilisée sur R.

Deux curiosités : soit X un ensemble quelconque, on définit &' = {0,X} et
0= Z(X). Dans les deux cas, nous avons défini une topologie sur X. La premiére
topologie s’appelle la topologie grossiere sur X et la seconde la topologie discréete
sur X. Ces deux topologies n’ont guere d’intérét pratique en général, si ce n’est
celui de nous convaincre que la définition 1.1.1 n’est pas absurde, puisqu’il existe
toujours au moins une topologie sur tout ensemble X ! La vraie question pour les
applications est de savoir s’il existe une topologie intéressante sur X, une topologie
qui soit bien adaptée a tel ou tel probleme que I’on a a résoudre, ce qui est une
autre histoire.

Exercice 1.1.1 Prenons a nouveau X = R.

1) On définit Oy comme ’ensemble U des parties de R telles que, pour tout
point x de U, il existe un intervalle [a,b] inclus dans U et contenant x. Démontrez
que ’on a bien défini une topologie sur R.

2) On définit Oy comme I’ensemble U des parties de R telles que, pour tout
point x de U, il existe un intervalle |a,b] inclus dans U et contenant x. Démontrez
que ’on a bien défini une topologie sur R.

1. Notons que A = ( définit également une famille finie, a zéro éléments, et que N;cpU; = X,
donc ce cas apparemment particulier, et qui n’apparait pas dans la définition telle qu’elle est écrite
plus haut parce qu’il ne présente pas grand intérét, n’en est pas un. Dans le méme ordre d’idées,
Uz epU, = 0, et la premiere propriété de topologie peut étre considérée comme redondante, a une
petite réécriture pres. Mais on 1’écrit traditionnellement a part et nous suivons la tradition.
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3) Les trois ensembles O, Oy et U4 sont-ils égaux ? Peut-on les comparer au
sens de ’inclusion ?

Le langage des voisinages est souvent utilisé dans la littérature. Voici la défini-
tion d’un voisinage d’un point dans le cadre des espaces topologiques.

Définition 1.1.2 Soir x un point d’un espace topologique (X, ). On dit qu’une
partie V de X est un voisinage de x si et seulement si il existe un ouvert contenant x
et inclus dans V.

Remarquons qu’un voisinage de x n’est jamais vide, que si V est un voisinage de
x alors tout ensemble qui contient V' est aussi un voisinage de x et que I’intersection
d’un nombre fini de voisinages de x est un voisinage de x (on dit que I’ensemble
de voisinages d’un point forme un filtre). Les voisinages d’un mé&me point sont
donc naturellement partiellement ordonnés par I’inclusion. La notion de voisinage
permet alors de quantifier I’idée intuitive pour un point y de X d’€tre « plus ou moins
pres » d’un élément donné x, au sens de la topologie considérée naturellement,
un voisinage inclus dans un autre traduisant une plus grande proximité. Il faut
faire attention a ce qu’un voisinage n’est pas en général un ouvert. Il est possible
d’axiomatiser la topologie uniquement en termes de voisinages, plutdt qu’en
termes d’ouverts, cette facon équivalente de voir les choses étant juste un peu
moins courante.

On définit également un voisinage d’une partie quelconque A de X en rempla-
cant le point x de la définition ci-dessus par la partie A.

Remarque de vocabulaire. On utilise couramment 1’expression « telle ou telle
propriété a lieu au voisinage de x ou de A » pour signifier qu’il existe un voisinage
de x ou de A ou la propriété en question a lieu.

A T’aide du langage des voisinages, on peut caractériser les ouverts de la
maniere suivante.

Proposition 1.1.1 Soit (X, 0) un espace topologique. Une partie U de X est un
ouvert si et seulement si, pour tout x appartenant a U, U est un voisinage de x.

Démonstration. Soit U un ouvert de X et x un point de U, alors U est évidemment
un voisinage de x, on prend comme ouvert contenant x I’ensemble U lui-méme.
Réciproquement, soit U C X un ensemble qui est voisinage de chacun de ses
éléments. Soit ¥ I’ensemble des ouverts inclus dans U. On pose U = Uyc4'V,
c’est un ouvert puisque réunion d’ouverts et il est inclus dans U puisque chaque V
I’est. Or pour tout x € U, il existe par définition d’un voisinage un ouvert V C U
tel que x € V. Par conséquent, x € U, ce qui implique que U = U et U est donc
ouvert. U
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Nous allons maintenant définir la notion de sous-espace topologique. Ce
concept essentiel est fondé sur la proposition suivante.

Proposition 1.1.2 Soit A une partie d’un espace topologique (X, 0'), on considere
I’ensemble Oy des parties V de A pour lesquelles il existe U appartenant a O tel
que V.=ANU. Le couple (A, Oy4) est un espace topologique.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que ) = 0N A et A = X NA appartiennent
a 0. Considérons ensuite une famille quelconque (V3 ), de O4. Par définition,
pour tout A € A, il existe U; dans O tel que V), =ANU,. Mais ’on a

JUred donc |Jvi=J@ANUy)=4An ] U, €04
AEA AEA AEA AEA

Soit maintenant une famille finie (V)< j<y d’éléments de 04. Il existe une famille
finie (U;) 1< j<n d’éléments de & telle que V; = U;NA. Mais I’'on a

N N N N
(NUje0 donc (V= [)ANU;))=AN[U;€ Oy
j=1

j=1 j=1 j=1

Les trois propriétés requises pour parler de topologie sont donc bien satisfaites. ]

Convention : Sauf mention expresse du contraire, on considere toujours une partie
d’un espace topologique comme munie de cette topologie, dite topologie induite.
Attention, les ouverts de A pour la topologie induite ne sont manifestement pas
nécessairement des ouverts de X ! Plus précisément :

Exercice 1.1.2 Soient (X, 0') un espace topologique et A une partie de X. Démon-
trez que Oy est inclus dans O si et seulement si A est un ouvert de X. En déduire
que si A est fermé, les fermés de A sont des fermés de X.

Définition 1.1.3 On dit qu’un espace topologique (X, 0') est séparé si et seulement
si pour tout couple (x,y) de points distincts de X, il existe deux ouverts U et V tels
que

xeU,yeV e UNV=0.

Commentaires. Un espace topologique séparé est aussi dit étre de Hausdorff. 1l
existe toute une zoologie de propriétés de séparation plus ou moins fortes. Celle
qui nous intéresse ici signifie que 1’on peut toujours inclure deux points distincts
de X dans deux ouverts disjoints, qui les séparent donc au sens de la topologie
considérée.

A titre d’exemple, le lecteur vérifiera que la topologie grossiere ¢’ = {0,X}
n’est pas séparée des que X a plus d’un élément alors que la topologie discrete
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est séparée. Dans un espace topologique séparé, tout singleton {x} est fermé,
et le complémentaire d’un singleton est ouvert. Dans les applications, nous ne
considérerons essentiellement jamais d’espace topologique qui ne soit pas séparé,
ce qui ne signifie pas que ces derniers soient dénués d’intéreét.

Exercice 1.1.3 Démontrer que les trois topologies de I’exercice 1.1.1 sont sépa-
rées.

Définition 1.1.4 Soient (X, 0) un espace topologique et A une partie de X. On
appelle adhérence de A et I’on note Adh(A) ou bien A I’ensemble

A={xeX;YU € O tel que x c U,ANU # 0}.
On appelle intérieur de A et I’on note Int(A) ou bien A ensemble
A= {xeA; U e Otel quexc U etU C A}.

On appelle frontiere d’une partie A de X I’ensemble 0A = A \ﬁ
On dit enfin qu’une partie A de X est dense si et seulement si A = X.

Commentaires. [’adhérence d’une partie A est donc I’ensemble des points qui
« collent » a A au sens ou tout voisinage d’un de ces points contient aussi au moins
un point de A, alors que I'intérieur de A est ’ensemble des points bien « calés »
dans A puisqu’au moins un de leurs voisinages est inclus dans A.

Exemples. L’intérieur des intervalles |a,b|, [a,b], |a, D] et [a,b] pour la topologie
usuelle & sur R est I’intervalle |a, b[. Leur adhérence est I’intervalle [a, b]. Leur
frontiere est I’ensemble {a,b}. Qu’en est-il pour les deux autres topologies 0, et
Oy ?

Cet exemple ne doit pas faire croire que I’intérieur d’une partie A « remplit »
toujours pratiquement A et que dA est toujours un ensemble « petit ». Ainsi, on
sait qu’un intervalle ouvert non vide de R contient toujours au moins un nombre
rationnel et un nombre irrationnel (en fait une infinité de chaque). Par conséquent,
I’ensemble (Q des nombres rationnels est d’intérieur vide pour la topologie usuelle
de R, il est dense dans R et sa frontiere est égale a R, et la méme chose est vraie
pour son complémentaire, I’ensemble R \ Q des nombres irrationnels.

Proposition 1.1.3 L’adhérence de A est l'intersection de tous les fermés contenant
A et c’est le plus petit (au sens de ’inclusion) fermé qui contient A. L’intérieur
de A est la réunion de tous les ouverts inclus dans A et c’est le plus grand ouvert
inclus dans A.
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Démonstration. Montrons d’abord que A est un fermé car son complémentaire est
ouvert. Si x € X \ A, il vient en niant la définition de A qu’il existe un ouvert U
contenant x et tel que ANU = 0. Donc U C X \ A, lequel est par conséquent ouvert.

Soit F I’intersection de tous les fermés contenant A. C’est un fermé comme
intersection de fermés, et comme il contient A, c’est le plus petit d’entre eux.
En particulier, F C A car A contient évidemment A. Montrons que A C F. Le
complémentaire de F est un ouvert et si x € X \ F, il existe un ouvert U contenant
x tel que F N UO: 0. A fortiori, ANU =0, et doonc X # A, c’est-a-dire A C F.

De méme, A est un ouvert, puisque si x € A, il existe un ouvert U contenant x
et inclus dans A, donc tout autre point y de U est aussi dans A. Soit V la réunion
de tous les ouverts inclus dans A. C’est un ouvert comme réunion d’ouverts, et
comme il est contenu dans A, c’est le plus grand d’entre eux. En particulier, Acv
car A est évidemment contenu dans A. Montrons queV C A. C’est évident car si
x €V CA,onprend U =V dans la définition de I’intérieur, et x € A. O

Commentaires. On aurait tout aussi bien pu définir I’adhérence de A comme le
plus petit fermé contenant A et son intérieur comme le plus grand ouvert inclus dans
é, et en déduire les caractérisations de la définition 1.1.4. On a aussi clairement,
A=X\Adh(X\A),A=AUJA =X \Int(X \A) et dJA = d(X \ A). Par ailleurs,
la frontiere d’une partie A est toujours un fermé car dA = AN (X \f(i) Enfin une
partie est dense si et seulement si son complémentaire est d’intérieur vide.
L’intérét du concept de topologie tel qu’il a été présenté ici, est qu’il permet de
définir de maniere tres abstraite, donc tres générale et simple des notions familieres.

Définition 1.1.5 Soient (X,0) et (Y, 5) deux espaces topologiques et [ une ap-
plication de X dans Y. Considérons un point xy de X. On dit que f est continue en
xo si et seulement si, pour tout ouvert V de Y contenant f(xg), il existe un ouvert
U contenant x tel que

fu)cv.

Commentaires. En d’autres termes, f est continue en xg si pour tout voisinage V
de f(xp), on peut trouver un voisinage de xo dont I’'image par f est incluse dans
le voisinage V, c’est-a-dire, intuitivement, qu’au voisinage de xo, I’application f
prend des valeurs aussi proches que I’on veut de f(xg) au sens de la topologie de Y
a condition de se placer suffisamment pres de xp au sens de la topologie de X.

Théoreme 1.1.1 Soient (X,0) et (Y, % ) deux espaces topologiques et f une ap-
plication de X dans Y. L’application f est continue en tout point x de X si et
seulement si B

vweo, fi(vyeo,
c’est-a-dire si et seulement si I’image réciproque de tout ouvert est un ouvert. De
méme, [ est continue en tout point de X si et seulement si I'image réciproque de
tout fermé de Y est un fermé de X. On dit alors que f est continue sur X.



1.1. Espaces topologiques

Démonstration. Supposons que 1’image réciproque de tout ouvert de (Y, % ) soit
un ouvert de (X, ). Considérons alors un point x de X et un ouvert V de Y
contenant f(x). L’ensemble f~!(V) est un ouvert de X qui n’est pas vide, puisqu’il
contient bien siir x. De plus, on a toujours (pour n’importe quelle application f et
n’importe quel ensemble V, indépendamment de toute considération de topologie)
que f(f~'(V)) C V. Donc f est continue en x.

Réciproquement, supposons que I’application f soit continue en tout point de
X. Soit V un ouvert de Y quelconque. Alors soit f~!(V) est vide, auquel cas c’est
bien un ouvert de X, soit il n’est pas vide et I’on en considere un point arbitraire x,
pour lequel on a naturellement f(x) € V. L’application f étant continue en ux, il
existe donc un ouvert U de X contenant x tel que f(U) C V. On en déduit que

vcr i) criv).

Par conséquent, f~!(V) est un voisinage de x et donc f~!(V) est ouvert par la pro-
position 1.1.1. Le cas des fermés se traite aisément par passage au complémentaire
(exercice : écrivez-le en détail !). O

Remarque. Quelles que soient les topologies choisies sur X et Y, il est clair que
les fonctions constantes sont toujours continues.

Proposition 1.1.4 Soit f une application continue de (X, 0) dans (Y, 0) et A C X.

Alors la restriction fis de f a A est continue de (A, O) dans (Y, 0).

Démonstration. On utilise la caractérisation précédente. Soit V un ouvert de Y.
Ona

(fia) "' (V) = {x €A f(x) eV} = f (V) NA.

Comme f~!(V) est un ouvert de X, on en déduit que (fj4) “1(V) est un élément
de 04, c’est-a-dire un ouvert de la topologie induite. U

Théoreme 1.1.2 Soient (X,0), (Y,0) et (Z,6") trois espaces topologiques. On
considere une application f de X dans Y et une application g de 'Y dans Z. Soit x
un point de X. Si f est continue en xy et si g I’est en f(xg), alors go f est continue
en xo.

Démonstration. Soit W un ouvert de Z contenant g o f(xg). Comme g est continue
en f(xp), il existe un ouvert V de Y contenant f(xp) tel que g(V) C W. Comme
f est continue en xy, il existe un ouvert U de X contenant xg tel que f(U) C V.
Prenant son image par g, il vient que

gof(U)Cg(V)CWw,

d’ou le théoreme. O
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Commentaire. On en déduit immédiatement que si f est continue sur X a valeurs
dans Y et g est continue sur Y a valeurs dans Z (munis de leur topologie respective),
alors go f est continue sur X a valeurs dans Z. Ce résultat est fondamental en
analyse.

Exercice 1.1.4 1) Démontrez que les fonctions continues de (R, 0y) dans (R, 0y)
sont les fonctions continues usuelles.

2) Démontrez que les fonctions continues de (R, 0y) dans (R, Op) sont les
fonctions continues a gauche. Méme chose pour la droite.

3) Que dire des fonctions continues de (R, 0)) dans (R, Oy) ?

Définition 1.1.6 Soient (X,0) et (Y, % ) deux espaces topologiques et f une appli-
cation de X dans 'Y bijective. On dit que | est un homéomorphisme de X surY si f
et son inverse £~ sont continues. On dit que (X, 0) et (Y, 0) sont homéomorphes
5’1l existe un homéomorphisme de X surY .

Commentaire. Les images directe et réciproque d’un ouvert par un homéomor-
phisme sont des ouverts de leurs espaces respectifs. On peut donc « lire » la
topologie de ¥ sur la topologie de X a travers I’application f. Par conséquent, du
strict point de vue de la topologie, deux espaces homéomorphes (X, 0) et (Y, 0)
se comportent exactement de la méme facon. Ils partagent les mémes propriétés
topologiques.

Les topologies sur X étant des sous-ensembles particuliers de I’ensemble des
parties de X, elles sont naturellement ordonnées par I’inclusion.

Définition 1.1.7 Soient 0 et 0, deux topologies sur le méme ensemble X. On dit
que O est plus forte que O, (ou encore est plus fine) si 0, C O}.

Commentaires. Dans ce cas, & possede plus d’ouverts que &,. Donc toute
application de X a valeurs dans un autre espace topologique Y qui est continue
pour & est aussi continue pour ¢, alors que I’inverse n’est pas forcément vrai. De
méme, toute application d’un autre espace topologique Y a valeurs dans X qui est
continue pour ¢ est aussi continue pour &,. La topologie discrete est plus forte
que toute topologie et la topologie grossicre est moins forte que toute topologie
sur X. Enfin, deux topologies peuvent parfaitement ne pas étre ordonnées au sens
ci-dessus car il s’agit d’une relation d’ordre partiel. Néanmoins, lorsqu’en analyse
on aura a considérer deux topologies différentes sur un méme ensemble, I’une sera
(presque) toujours plus forte que 1’autre.

De nombreuses notions de topologie ont une expression en termes de suites,
lesquelles sont parfois plus faciles a manipuler que les ouverts. Néanmoins, les
suites sont un concept fondamentalement dénombrable, ce qui ne permet pas de
couvrir toutes les situations possibles en topologie générale. Dans la pratique
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de I’analyse, les suites sont bien souvent suffisantes. On rappelle qu’une suite
d’éléments de X n’est rien d’autre qu’une application de N dans X, mais que ’on
utilise la notation indicielle plutdt que la notation fonctionnelle.

Définition 1.1.8 Soir (X, 0) un espace topologique et (x,)n,cN une suite d’élé-
ments de X. On dit que la suite (x,),cy converge vers un élément { de X si et
seulement si

VYV e O tel que £ €V ,Ang tel que Vn > ngy, x, € V. (1.1)
On dit que ! est limite de la suite (x,) et I’on note la convergence

{= lim x, oubien x, — /,
n——o0 n—r—+oo
la topologie étant en général sous-entendue, sauf quand on a affaire a plusieurs
topologies sur un méme espace.

Commentaire. Une suite converge donc vers une limite ¢ si et seulement si pour
tout voisinage de cette limite, a partir d’un certain rang, la suite ne sort jamais plus
de ce voisinage.

Proposition 1.1.5 Soit (X, 0) un espace topologique séparé et (x,),cn une suite
d’éléments de X. Il existe au plus un élément { vérifiant la condition (1.1) ci-dessus.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. Supposons que ¢ # ¢, vérifient la
condition (1.1). Comme I’espace X est séparé, nous pouvons choisir deux ouverts
Uy et U, tels que £ € Uj et Uy NU, = 0. Mais, il existe ny tel que, pour tout n > ny,
on ait x, € Uy et ny tel que, pour tout n > ny, on ait x, € U,. Par conséquent,
pour tout n > ng = max(ny,ny), x, € Uy NU,, ce qui est impossible puisque cet
ensemble est vide. Contradiction. Ul

Commentaire. Dans un espace topologique séparé, on a donc unicité de la limite
d’une suite convergente. Ce n’est pas forcément le cas dans un espace topologique
qui n’est pas séparé.

Proposition 1.1.6 Soient (X,0) et (Y,0) deux espaces topologiques. On consi-
dere une suite (x,)nen d’éléments de X convergeant vers { et une application f de
X dans Y continue au point {. Alors

Tim_f () = f(0)
Démonstration. Soit V un ouvert de Y qui contient f(¢). L’image réciproque

U = f~1(V) est un ouvert de X qui contient £. Par conséquent, il existe ny € N tel
que pour tout n > ng, x, € U. Par conséquent, f(x,) € V pour tout n > ny. O
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Attention, la réciproque n’est pas vraie en général, c’est-a-dire qu’une applica-
tion qui satisfait cette propriété sur les suites — on dit qu’elle est séquentiellement
continue — n’est pas forcément continue, en raison de questions de dénombrabilité
comme indiqué plus haut. Cette réciproque est quand méme vraie dans des cas
importants, comme nous le verrons plus loin.

Définition 1.1.9 Soient (X, 0) un espace topologique et (x,),cr une suite d’élé-
ments de X. On appelle valeur d’adhérence de la suite (x,),cN tout élément y de X
tel que

YU e O tel quey € U,Yne N,dm > ntel que x,, € U.

Commentaires. Intuitivement, cela signifie que, si y est une valeur d’adhérence
de la suite (x,),cN, alors cette suite repasse une infinité de fois aussi prés que 1’on
veut de y.

Proposition 1.1.7 Soit (x,),en une suite d’éléments d’un espace topologique
(X, 0), I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (x,),cN est le fermé

o = ﬂ Adh{x,,, m > n}.

neN

Démonstration. Pour démontrer cela, il suffit d’écrire que

y € o < Vn, y € Adh{x,,, m > n}
< Vn, VU e OtelqueyecU,Im>ntel que x,, € U,

par définition de I’adhérence d’un ensemble. 0

Nous allons maintenant introduire une classe particuliere trés importante d’es-
paces topologiques.

1.2 Espaces métriques

On commence par définir la notion de distance.

Définition 1.2.1 Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application
d de X x X dans R telle que

d(x,y) =0&x=y,

(x,y) = d(y,x), (symétrie)
d(x,y) < d(x,z)+d(z,y,) (inégalité triangulaire)

QU

Un tel couple (X,d) est appelé un espace métrique.
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Commentaires. Les trois axiomes de distance sont la formalisation de propriétés
intuitives de la distance « physique » de 1’espace dans lequel nous vivons, a savoir
que la distance entre deux points est nulle si et seulement si ces deux points sont
confondus, que la distance entre deux points ne dépend pas de I’ordre dans lequel
on considere ces deux points et qu’il est plus court d’aller directement du point x
au point y que d’y aller en passant par z. Ceci dit, en effectuant cette formalisation,
on a considérablement étendu la généralité de la notion, dont on verra qu’elle
s’applique tres largement.

Définition 1.2.2 Soient (X,d) un espace métrique, x un point de X et o, un réel
positif.

On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon o, et I’on note
B(x,@) (resp. B(x,)) 'ensemble des points y de X tels que d(x,y) < o (resp.
d(x,y) < @).

Remarque. Par définition, B(x,0) = 0 et B(x,0) = {x}. De méme, il est clair que
B(x,o) C B(x, o).

Définition 1.2.3 Soit A une partie de X. On dit que A est une partie bornée de X
si et seulement si il existe un réel strictement positif @ et un point x de X tels que A
soit inclus dans B(x, ).

Exercice 1.2.1 Soit A une partie non vide et bornée d’un espace métrique (X,d).
Démontrez qu’il existe un plus petit réel S tel que

V(x,y) EAXA, d(x,y) < 6.
On note 6(A) ce réel et on 'appelle le diamétre de A.

Quelques exemples (a vérifier)

— Soit X un ensemble quelconque et d: X> — R, définie par d(x,x) = 0 et
d(x,y) =1 des que x # y. Alors, (X,d) est un espace métrique. La distance d
est appelée distance discrete. Quelles en sont les boules ouvertes et fermées ?

— Prenons X = R et d(x,y) = |x —y|. Cela définit un espace métrique. La
distance d est la distance usuellement utilisée sur R en analyse.

— Prenons X = RV, Les expressions suivantes définissent différentes distances
sur X :

N

dy(x,y) € (X fe—yl”)

J=1

==

déf
doo(x,y) = 115?2(N‘x1_)’]|
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pour 1 < p < oo, Ces distances sur RY sont couramment utilisées en analyse.
Pour p =2 et N = 1,2 ou 3, la premiere distance est la distance « physique »
mentionnée plus haut (pour N = 1, toutes ces distances coincident en fait
avec la distance usuelle). On I’appelle la distance euclidienne.

— Prenons a nouveau X = R, considérons une application injective f de R dans
R et définissons

dy(x,y) = [f(x) = f)]-

L’application d est une distance sur X.
— Les espaces vectoriels normés sont des espaces métriques que nous étudie-
rons plus en détail au chapitre 2.

Un espace métrique est automatiquement muni d’une topologie naturelle qui
est induite par sa structure métrique.

Théoreme 1.2.1 Soir (X,d) un espace métrique. Soit O ’ensemble des parties
U de X telles que, pour tout x € U, il existe un réel strictement positif Q tel que
B(x, &) soit incluse dans U. Alors O est une topologie sur X.

Démonstration. Le premier point de la définition d’une topologie est évidemment
vérifié. En effet, si U = 0, la condition a vérifier est vide, donc vérifiée.

Soient (Uj );ca une famille quelconque d’éléments de & et un point x de X tel
que

X e U Ul'
AeEA

Par définition de la réunion, il existe un indice A € A tel que x € U, . Par définition
de 0, il existe une boule ouverte B(x, &) incluse dans U, donc a fortiori dans la
réunion des U, . Par conséquent, (J, AU, € 0.

Soient maintenant une famille finie (U;) < j<y d’éléments de & et x un point
de X tel que

N
X e ﬂU]‘.
j=1

Par définition de &, pour tout j, il existe un réel strictement positif @; tel que
B(x, ;) soit incluse dans U;. Considérons & = minj<j<y o;. Comme c’est le
minimum d’un nombre fini de nombres strictement positifs, on a ¢ > 0. Comme
a < oj,onaB(x,a) C B(x,o;), et laboule ouverte B(x, o) est incluse dans chacun
des U; donc dans leur intersection. On a donc bien défini une topologie sur X. [

Convention : Le plus souvent et sauf mention expresse du contraire, on munira
tout espace métrique de la topologie ainsi définie. On dit que c’est la topologie
métrique associée a la distance d.
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Remarques : On vérifie facilement que la topologie associée a la distance discrete
sur X n’est autre que la topologie discrete.

On vérifie également facilement que si A C X est une partie d’un espace
métrique, alors la topologie induite sur A par la topologie métrique de X n’est autre
que la topologie métrique associée a la restriction de la distance d a A X A et que
les boules de A sont les intersections des boules de X avec A.

Dans la démonstration ci-dessus, on n’a pas utilisé les axiomes de distance,
mais seulement le fait que si deux boules ouvertes sont centrées en un méme point,

alors la boule de plus petit rayon est incluse dans la boule de plus grand rayon.

Pour cela, n’importe quelle application de X x X dans R aurait fait I’affaire. La
proposition cruciale suivante fait par contre fondamentalement appel aux deux
derniers axiomes de distance, symétrie et inégalité triangulaire.

Proposition 1.2.1 Soit (X,d) un espace métrique. Pour tout x de X et pour tout
réel oo > 0, la boule B(x, @) est un ouvert et la boule B(x, ) est un fermé.

Démonstration. Commencons par les boules ouvertes. Le cas & = 0 ne pose pas
de difficulté puisque 0 est un ouvert. Soit donc a > 0. Soit y un élément de B(x, &),
on choisit un réel strictement positif 3 tel que

B <a—d(x,y).
On a alors, pour tout élément z de X tel que d(z,y) < fB
d(z,x) <d(z,y) +d(x,y) < @,

ce qui signifie que B(y, ) C B(x, @). Par conséquent, B(x, o) est un ouvert.
Pour les boules fermées, on prend o > 0 et y un élément du complémentaire de
B(x, o). Comme d(x,y) > o, on peut choisir un réel strictement positif ¥ tel que

Y <d(x,y)—a.
On a alors, pour tout élément z de X tel que d(z,x) < 7,
d(X,Z) > d(xay) _d(Z7y) > Q,

ce qui veut dire que B(y,y) C X \ B(x, ). Par conséquent, I’ensemble X \ B(x, @)
est un ouvert. U

Commentaires. I est facile de voir que B(x,a) C Int(B(x, @)), Adh(B(x,)) C
B(x,@). Lensemble {y € X;d(x,y) = o} s’appelle la sphere de centre x et de rayon
o. Les deux inclusions précédentes peuvent €tre strictes, la sphere peut tre vide et
elle n’est pas forcément la frontiere de 1’une ou I’autre boule de méme rayon, cf. la
topologie discrete.

Le premier axiome de distance intervient dans la proposition suivante.
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Théoreme 1.2.2 La topologie d’un espace métrique est séparée.

Soient x et y deux points distincts de X, on a donc d(x,y) > 0. Par I’inégalité

triangulaire, on a pour tout z tel que d(x,z) < —d(’;y ) ,

d(x,
A(z) > d(xy) ~d(x,2) > L2
De méme, si d(y,z) < &z’y) alors d(x,z) > @ et par conséquent,

(452 (5 452) o,

Comme les boules ouvertes sont des ouverts de &, 1’espace topologique (X, &) est
donc séparé. U

Définition 1.2.4 On dit qu’un espace topologique (X, 0) est métrisable s’il existe
une distance sur X dont la topologie métrique associée coincide avec O.

Commentaire. L’intérét, pas forcément apparent au premier coup d’ceil, de cette
définition est qu’il existe certaines situations dans lesquelles une topologie est
définie d’une facon naturelle, en en décrivant les ouverts ou les voisinages par
exemple, et ou il existe une distance qui engendre la méme topologie, mais qui ne
s’écrit pas de fagon naturelle. Dans les applications, on n’utilisera donc jamais la
distance explicitement, mais par contre on saura que 1’espace topologique considéré
a les mémes propriétés topologiques qu’un espace métrique, ce qui peut étre utile. Il
existe naturellement des topologies qui ne sont pas métrisables et qui sont utilisées
dans la pratique.

Exercice 1.2.2 Soient (X,d) un espace métrique et f une fonction strictement
croissante de R dans lui-méme, continue en 0 et telle que

f0)=0 et flx+y) <fx)+f(¥)
Montrer que I’application dy définie par
dr(x,y) = f(d(x,y))
est une distance sur X et que les topologies définies par d et dy sont égales.

Dans les espaces métriques, la convergence des suites peut ne s’exprimer qu’en
termes de boules, c’est-a-dire de distance, comme en témoigne la proposition
suivante.
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Proposition 1.2.2 Soit (X,d) un espace métrique, considérons une suite (X, )neN
d’éléments de X et { un point de X. Alors

li_r>11xn:£ <= Ve >0, Ing tel que VYn > ny, x, € B(L,€),
n—roo

<= Ve >0, Ing tel que Vn > ngy, d(x,,0) < €,
< d(xp,{) — 0 quand n — oo,

la derniere convergence ayant lieu dans R muni de sa topologie usuelle.

A titre d’exercice, la démonstration est laissée au lecteur qui aura certainement
reconnu dans le cas ou X = R la définition usuelle de la limite d’une suite a ’aide
de la distance usuelle.

Proposition 1.2.3 Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Alors
I’adhérence de A est égale a I’ensemble des limites de toutes les suites convergentes
d’éléments de A

A={x€X,3 (ay)nen avec a, € A telle que gr}rl an = x}.
n oo

Démonstration. Supposons que x soit limite d’une suite d’éléments de A. Pour

tout ouvert U contenant x, il existe un ng tel que x,, appartienne 2 U. Donc x € A.

Réciproquement, supposons que x € A. Alors, pour tout entier strictement positif 7,
I’ensemble AN B(x,n~!) n’est pas vide et I’on choisit un élément, que I’on note a,,
dans cet ensemble. Soit (a,),c la suite ainsi définie. Par construction, a, € A et
d(an,x) < 1/n,d’ou d(a,,x) — 0 quand n — oo, ¢’est-a-dire limy,_, 4o @, = x.[J

La notion de valeur d’adhérence d’une suite s’exprime également de fagon plus
simple dans le cadre des espaces métriques.

Proposition 1.2.4 Soit (x,),cn une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d).
Un point y de X est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen si et seulement si il
existe une application ¢ de N dans N strictement croissante telle que

Sim_ X (p) = -

Démonstration. La proposition 1.1.7 dit que

yE ﬂ Adh{x,,, m > n}.

neN

Ceci signifie que, pour tout entier 7,

Im > ntel que d(xpy,y) < (1.2)

S| =
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Soit I’application ¢ : N — N définie par récurrence par

#(0) =0 et
¢(p) = min{m € N qui satisfont (1.2) avecn =¢(p— 1)+ 1}.

L application ¢ est bien définie, elle est par construction strictement croissante de
N dans lui-méme, donc @ (p) — oo quand p — +oo. De plus, on a

1
d(x , V) K —— — 0 quand p — +oo.
o) = 501y

Réciproquement, si y est limite d’une suite de la forme (x4,))pen, alors y est
trivialement une valeur d’adhérence de la suite initiale. 0J

Commentaire. Une suite de la forme (x4,))pen avec ¢ strictement croissante de
N dans N s’appelle sous-suite ou suite extraite de la suite originale. En effet, elle
s’obtient en sélectionnant certains éléments de la suite originale et en les numérotant
en ordre croissant de 0 a +oo. On utilise parfois la notation (xnp) peN pour désigner
une sous-suite, (71,),en étant une suite strictement croissante d’entiers.

La continuité des applications peut, elle aussi, s’exprimer uniquement en termes
de boules ou de distance.

Proposition 1.2.5 Soient (X,d) et (Y,8) deux espaces métriques. On considére
une application f de X dans Y et un point xo de X.
i) L’application f est continue en x si et seulement si

Ve > 0,3 o> 0tel que d(x,x0) < a = 0(f(x),f(x0)) <€.

ii) L’application f est continue en xy si et seulement si, pour toute suite (X, )neN
convergeant vers xg, on a

f(xn) njmf(xo)‘

Démonstration. En effet, supposons la propriété i) ci-dessus. Soit V un ouvert
contenant f(xp). Par définition des ouverts, il existe une boule ouverte de centre
f(xo) et de rayon € incluse dans V. On choisit alors comme ouvert U la boule de
centre xp et de rayon o donnée par I’hypothese.

Réciproquement, supposons f continue au point xy. La boule B(f(x),€)
étant un ouvert, il existe un ouvert U contenant x tel que f(U) soit inclus dans
B(f(x0),€). Par définition des ouverts, il existe un réel a strictement positif tel que
B(xp, ) soit incluse dans U. Le premier point de la proposition est alors démontré.

Pour le point ii), on sait déja que f continue entraine la convergence annoncée.
Pour la réciproque, on raisonne par contraposition en considérant une application
f qui n’est pas continue en xp. Il existe donc un ouvert V de Y contenant f(xg) tel
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que pour tout ouvert U de X contenant Xp, f(U) ¢ V. Prenons pour U la boule
ouverte B(xg,1/n). Comme f(B(xo,1/n)) ¢ V, il existe x, € B(xg,1/n) tel que
f(xn) € V. Par construction, cette suite converge dans X vers xo, mais son image
f(xn) ne converge pas vers f(xg) dans Y. O

Commentaire. On reconnaitra dans la caractérisation i) la définition usuelle de la
continuité d’une fonction quand X =Y = R et d = 0 est la distance usuelle sur R.
Gréce aux notions topologiques introduites, on a donc considérablement étendu le
champ d’application de cette définition.

L’une des richesses de la structure d’espace métrique est de pouvoir décrire de
maniere beaucoup plus précise les multiples facons dont une application peut €tre
continue.

Définition 1.2.5 Soient (X,d) et (Y, 8) deux espaces métriques ; on considére une
application f de X dans'Y.
— On dit que lapplication f est uniformément continue si et seulement si

Ve>0,3a>0tel qued(x,xX') < o= 8(f(x),f(xX)) <¢&;

— On dit que I’application f est localement holderienne d’exposant r € 0, 1]
si et seulement si

VxeX,Imk>0,d(x,x') <m= 8(f(x), f(x')) < kd(x,x)".

Lorsque r = 1, on dit que ’application f est localement k-lipschitzienne.
— Ondit que 'application f est (globalement) holderienne d’exposant r € |0, 1]
si et seulement si

Jk>0,V(x,x) € X xX,8(f(x), (X)) < kd(x,x')".

Lorsque r = 1, on dit que f est (globalement) k-lipschitzienne. On dit aussi
simplement f est lipschitzienne si ’on ne souhaite pas préciser la constante
de Lipschitz k de ’application f.

Commentaire. Noter la ressemblance entre la continuité en xo du i) de la propo-
sition 1.2.5 et la définition de la continuité uniforme. La différence est qu’ici x’
n’est pas fixé. Pour un € donné, la constante & est la méme pour tous les x’, d’ou
le nom de continuité uniforme. Par ailleurs, on a clairement f k-lipschitzienne =
f localement k-lipschitzienne = f localement holderienne = f uniformément
continue = f continue. Aucune des implications réciproques n’est vraie (trouver
des exemples).

Exercice 1.2.3 Soit xo un point d’un espace métrique (X,d). Démontrez que I’ap-
plication définie par
x+— d(x,x0)

est 1-lipschitzienne de X dans R.
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Exercice 1.2.4 Démontrez que I’application définie sur R par
x+—|x|" avec re]0,1]
est holderienne d’exposant r.

On peut s’interroger sur les effets d’un changement de distance sur les propriétés
d’un espace métrique.

Définition 1.2.6 Soit X un ensemble, on considere deux distances d et & sur X.
On dit que les deux distances sont topologiquement (resp. uniformément, resp.
fortement) équivalentes si et seulement si I’application 1d est continue (resp.
uniformément continue, resp. lipschitzienne) de (X,d) dans (X,0) et de (X,0)
dans (X ,d).

Remarque. Pour deux distances topologiquement équivalentes, 1’application
identité est un homéomorphisme de (X,d) dans (X, J). Les topologies métriques
associées, donc les ouverts, les applications continues et les suites convergentes sont
les mémes. Par contre, deux distances qui ne sont pas topologiquement équivalentes
n’engendrent pas les mémes topologies sur X.

Proposition 1.2.6 Soient X un ensemble et d et § deux distances sur X. Les
propriétés suivantes sont alors satisfaites.
Les distances d et 0 sont topologiquement équivalentes si et seulement si

Vx,Ve, 3N tel que d(x,y) <N = 6(x,y) < €etd(x,y) <n=d(x,y) <€&.
Les distances d et 0 sont uniformément équivalentes si et seulement si
Ve, AN tel que d(x,y) <N = 3(x,y) < €etd(x,y) <N =d(x,y) < €.
Les distances d et & sont fortement équivalentes si et seulement si

3C>0tel que ¥ (x,y) €X xX, C ld(x,y) <8(x,y) <Cd(x,y).

La démonstration de cette proposition n’est qu’une application immédiate des défi-
nitions ; elle est laissée au lecteur. D’apres la caractérisation de la continuité a I’aide
des suites, pour vérifier que deux distances sont topologiquement équivalentes, il
suffit encore de montrer que

d(xn,x) = 0 <= 6(x,,x) = 0.

On pourra également vérifier avec profit que les deux distances définies précé-
demment sur R" sont fortement équivalentes. Elles définissent donc une seule et
méme topologie sur RV,
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Théoréme 1.2.3 Soient (X,d) un espace métrique et f et g deux fonctions conti-
nues de X a valeurs dans R muni de sa distance usuelle. Alors les fonctions f+ g
et fg sont continues. Si de plus f est a valeurs dans R*, alors 1/ f est continue.

Démonstration. On définit une application F: X — R? par F(x) = (f(x),g(x)).
Il est facile de voir, en utilisant par exemple la proposition 1.2.5, ii), que F est
continue quand on munit R? de la topologie métrique usuelle. Par ailleurs, il est
tout aussi facile de voir que les applications

S: R25R P: R? SR
(uy,up) — uy+up (ur,up) — ujun

sont également continues. Par conséquent, les applications x — f(x) + g(x) et x —
f(x)g(x) sont continues de X dans R comme composées d’applications continues,
respectivement So F et Po F, ¢f. théoréme 1.1.2. De méme, I’application ¢ — 1/t
est continue de R* dans R, donc si f est continue et ne s’annule pas, 1/f est
continue de X dans R. U

Commentaires. Le fait que X soit un espace métrique n’a en fait aucune impor-
tance. Le résultat reste vrai si X est un espace topologique quelconque, comme on
peut s’en convaincre aisément. Par ailleurs, on déduit immédiatement du théoréme
que si on a un nombre fini f1, f2,... f, de fonctions continues de X dans R, alors les
fonctions Zle fiet Hle /i sont également continues. Enfin, on voit aisément grace
au théoreme que ’espace C(X;R) des fonctions continues de X a valeurs dans R
est un espace vectoriel pour 1’addition des applications et leur multiplication par un
scalaire. C’est aussi un anneau et en fait une algebre en y ajoutant la multiplication
des applications. Ceci fait entrevoir la raison de I’importance cruciale de 1’algebre
linéaire en analyse.

Nous allons maintenant exposer quelques propriétés supplémentaires spéci-
fiques des espaces métriques, au sens ou elles ne sont pas nécessairement vraies
dans un espace topologique général.

Définition 1.2.7 Soient A une partie non vide d’un espace métrique (X,d) et x un
point de X. On appelle distance du point x a I’ensemble A la quantité

deéf .
) - infd(x,a).

d(x,A
acA

Exercice 1.2.5 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X ,d). Démontrez
que l’application
x+—d(x,A)

est 1-lipschitzienne. Démontrez que A est I’ensemble des points x de X tels
que d(x,A) = 0.



20 1. Topologie

Une conséquence de ce résultat est que si A est fermé, alors x € A si et seulement
sid(x,A)=0.

Dans un espace métrique, on peut séparer deux fermés disjoints au sens suivant.

Proposition 1.2.7 Soient A et B deux parties fermées non vides disjointes d’un
espace métrique (X,d). 1l existe une fonction continue de (X ,d) dans [0, 1] telle
que fia =0et flp=1et0< f(x) <1six¢ AUB.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la fonction f définie par

déf d(x,A)
~ d(x,A)+d(x,B)

fx)

convient bien. O

Une conséquence importante de ce résultat est la possibilité de construire des
partitions de I’unité. Voici ce dont il s’agit.

Théoreme 1.2.4 Soient (X,d) un espace métrique et (Uy),cn une famille d’ou-
verts localement finie (ce qui signifie que, pour tout point x de X, il existe un
voisinage V de x tel que U, NV = O sauf pour un nombre fini d’indices n) tel que

Ju.=x.

neN

Alors il existe une famille de fonctions continues (f,)nen de (X,d) dans Uinter-
valle [0, 1] telle que

VxeX, Y fulx)=1 et fauxy, =0

neN

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe un ng tel que X \ U,, = 0, c’est-

a-dire U,, = X. On note que, pour I’indice no, la deuxieme condition est vide et
il suffit de prendre f,, = 1 et f, = 0 pour tout n # no, ce qui répond a la question
dans ce cas particulier.
On se place maintenant dans le cas plus intéressant ot X \ U, # @ pour tout n.
On définit la famille de fermés (F,),cn par

FEx\ | U
m#n

Comme UJ,,cyUn = X, on a clairement F, N (X \ U,) = 0. Si F, # 0, les ensembles
F, et X \ U, sont deux fermés non vides disjoints auxquels on peut appliquer la



1.2. Espaces métriques

21

proposition précédente, ce qui fournit une famille de fonctions continues (@) N
a valeurs dans [0, 1] telles que

o, =1surF, et @,=0surX\U,.

Enfin, si F;, = 0 on pose ¢, = 0.

Soit x un élément de X, il existe un ouvert V contenant x et tel que ’ensemble
{n e N;U, NV # 0} soit un ensemble fini. La série de fonctions Y, ¢, est donc
en fait, sur I’ouvert V, une somme finie de fonctions continues, donc une fonction
continue sur V. Par conséquent, x étant quelconque, on a ainsi défini une fonction

continue § sur X par
déf
S@E Y @),

neN

la somme ne contenant qu'un nombre fini de termes non nuls en tout point x
(nombre qui peut bien s{ir varier avec x).

Soit I = {n € N;F,, = 0} I'’ensemble des indices pour lesquels (J,,, 2, Un = X.

On voit que {J,enyUn = X car pour tout n € [ et tout point x, x € Uy, pour un
certain m # n. On en déduit que

VxeX, S(x)>0.

En effet, on a aussi S(x) = Y7 @n(x) et si x est tel que S(x) = 0, cela implique
que x € X \ U, pour tout n € N\ /. Or

N @\ =x\( U u)=o.

neN\I neN\J
donc il n’existe aucun point x ou S s’annule. On pose alors pour tout n € N

déf
AR

ce qui définit une famille de fonctions continues qui satisfont les conditions du
théoreme. U

Commentaires. Le terme partition de I'unité signifie donc que 1’on a découpé la
fonction constante 1 en une somme de fonctions continues a valeurs dans [0, 1] et
telles que f,, s’annule en dehors de U,,. On dit encore que f, est a support dans
U,. On utilise les résultats de partition de 1’unité de la fagon suivante. Soit g une
fonction continue sur X a valeurs dans R. Comme g =g x 1 = g x ( ;f:o fa) =

Z;:o gn» avec g, = gf, qui est une fonction continue sur X et a support dans U,,.

On a de la sorte localisé la fonction g en la découpant en morceaux a support dans
des ouverts donnés, ce qui est souvent tres utile.
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Notons enfin que les théoremes de séparation des fermés et de partition de
I’unité sont des exemples de propriétés purement topologiques que possedent
les espaces métriques. Par conséquent, si I’on sait qu’un espace est métrisable,
alors on sait qu’il possede ces mémes propriétés sans avoir besoin d’avoir recours
explicitement a la distance.

1.3 Espaces complets
Nous allons aborder I’étude d’une classe particulierement importante d’espaces
métriques.

Définition 1.3.1 Soir (X,d) un espace métrique, on appelle suite de Cauchy de X
toute suite (xp)neN d’éléments de X qui satisfait la condition

Ve >0,3dng € Ntel que Yn > ng,¥Ym > ng,d(xy,xn) < €.

Commentaire. Une suite de Cauchy est donc telle que deux éléments quelconques
de la suite sont arbitrairement proches I’un de 1’autre, a condition de se placer
suffisamment loin dans la suite.

Proposition 1.3.1 Toute suite de Cauchy d’un espace métrique est bornée.

Démonstration. En effet, si la suite (x,),cn est de Cauchy, il existe un entier ny tel
que, pour tout n > ng et tout m > ng, on ait d(x,,x,) < 1 (on a pris € = 1). Ainsi
donc, on a
déf
d(Xny,%m) < max{1, maxd(xo,x,)} = o.
m<ng
D’ou x;, € B(xy,, ¢t) pour tout m € N. O

Proposition 1.3.2 Soient d et 0 deux distances uniformément équivalentes sur X.
Toute suite de Cauchy pour ['une est une suite de Cauchy pour I’autre.

Démonstration. En effet, considérons une suite (x,),cy de Cauchy pour la dis-
tance d. Pour tout réel strictement positif &, il existe un réel strictement positif 1
tel que

dx,y)<n=906(x,y)<e et O,y <n=d(xy) <Ee.
La suite (x,),en étant de Cauchy, il existe un entier ng tel que
Vn > ng, YVm > ng, d(xp,xm) < 1.
Par I’équivalence uniforme des distances, il existe ainsi un entier ng tel que
Vn > ng,Ym > ng,6(xp,xm) <€,

d’ou la proposition. O
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Attention, si I’on a affaire a deux distances qui sont seulement topologiquement
équivalentes, alors une suite de Cauchy pour I’une des distances peut parfaitement
ne pas étre de Cauchy pour I’autre distance (a titre d’exercice, trouver un exemple
de ceci sur X = R). La notion de suite de Cauchy n’est donc pas une notion
purement topologique (on parle plus généralement de structure uniforme pour
axiomatiser la continuité uniforme et introduire des objets qui jouent le role des
suites de Cauchy et de la complétude que nous verrons dans un moment, dans un
cadre ensembliste plus étendu que le cadre métrique).

Les deux notions de suite convergente et de suite de Cauchy sont étroitement
liées.

Proposition 1.3.3 i) Dans un espace métrique (X,d), toute suite convergente est
de Cauchy.
ii) Toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence £ converge vers /.

Démonstration. Point i) : considérons une suite (x,),cn convergente vers une
limite /. Pour tout € strictement positif, il existe un entier ng tel que I’on ait

Vn>ng, d(x;,t) < g

Donc, si n et m sont deux entiers plus grands que ng, on a

d(xp,xm) < d(x5,0) +d(4,x)
<eEe.

Point ii) : considérons maintenant une suite de Cauchy (x,),c et supposons
qu’elle ait une valeur d’adhérence /. La suite étant de Cauchy, il existe un entier n
tel que

Vn>ng, Vm>no, d(x,,xm) <

SR,

La suite ayant ¢ pour valeur d’adhérence, il existe un entier n; > ng tel que
€
d ()Cn 1 12 ) < E .

On en déduit alors que, pour tout entier n > ng, on a
d(xn,0) < d(xp,xn,) +d(xn,,0) <E,

d’ou la proposition. O

Si une suite convergente est toujours de Cauchy, la réciproque n’est pas vraie en
général, c’est-a-dire qu’il peut exister des suites de Cauchy sans valeur d’adhérence.
On est donc amené a poser la définition suivante, qui est extrémement importante
comme on pourra s’en rendre compte dans la suite.
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Définition 1.3.2 Soit (X,d) un espace métrique, on dit que cet espace est complet
si et seulement si toute suite de Cauchy est convergente.

Commentaire. L’intérét majeur de la notion d’espace complet vient du fait que
I’on sait y démontrer la convergence d’une suite en utilisant une propriété qui
ne fait pas intervenir la limite, sur laquelle en général on ne sait rien a priori, ni
méme qu’elle existe ! La définition de la convergence d’une suite fait par contre
elle intervenir la limite. Par conséquent, démontrer qu’une suite dans un espace
complet est de Cauchy est un moyen tres puissant de démontrer [’existence méme
de cette limite. C’est pourquoi cette idée est a 1a base d’un tres grand nombre de
résultats de convergence, apres avoir démontré une fois pour toutes que I’espace
dans lequel on travaille est complet.

Proposition 1.3.4 Soient d et 0 deux distances uniformément équivalentes sur X.
Si (X,d) est complet, alors (X, 8) I’est aussi.

Démonstration. En effet, soit (x,),cn une suite de Cauchy de (X, 0), d’apres la
proposition 1.3.2, ¢’est une suite de Cauchy pour la distance d. Mais comme (X, d)
est complet, ¢’est une suite convergente pour d, donc pour 0 puisque les distances d
et 0 étant uniformément équivalentes, elles sont topologiquement équivalentes. []

Un exemple fondamental d’espace complet est I’espace R muni de la distance
usuelle d(x,y) = [x—y|, ce qui découle de la propriété de borne supérieure satisfaite
par R (le démontrer). Un exemple simple d’espace non complet est son sous-
espace Q, muni de la mé&me distance (considérer une suite de nombres rationnels
qui converge vers \/5, par exemple la suite des nombres décimaux 1, 1,4, 1,41,
1,414,...).

Nous allons maintenant examiner comment fabriquer des espaces complets a
partir d’espaces complets déja connus. Autrement dit, on va chercher des opérations
sur les ensembles qui laissent stable la propriété d’espace complet.

Proposition 1.3.5 Soit (X;,d,), - ,(Xn,dn) une famille de N espaces métriques
complets. Soit X = X| X --- X Xy muni de la distance

d((xlv"' ,)CN),(yl,"‘ ayN)) = lr<nJa<XNdj(xj’yj)7

alors l'espace (X,d) est un espace complet.
La démonstration est laissée en exercice.

Exercice 1.3.1 Démontrer le méme résultat en prenant

N
6((X1,~-- >xN)>(y17"’ ,)’N)) = Zﬁdj(xj,yj)
j=
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ou bien encore

Al )
d((x1,-+,xn), (71,7, IN)) = (Zld,-(xj,y,-)2> :
j=

En corollaire, on voit que RY est complet pour chacune des trois distances que 1’on
y a introduites.

On dit qu’une application f d’un ensemble X a valeurs dans un espace métrique
(Y,8) est bornée si I’ensemble f(X) est borné dans Y.

Proposition 1.3.6 Soient X un ensemble quelconque et (Y,8) un espace métrique,
désignons par B(X,Y) (resp. si X est un espace topologique € (X,Y)) I’espace
des applications bornées (resp. bornées et continues) de X dans Y et définissons
une distance D sur B(X,Y) par

D(f,g) =supd(f(x),g(x)).

xeX

Si I’espace (Y,0) est complet, alors les espaces (#(X,Y),D) et (¢ (X,Y),D) le
sont aussi.

Démonstration. On vérifie tout d’abord aisément que I’application D satisfait les
trois axiomes de distance, et donc que les espaces (#A(X,Y),D) et (¢(X,Y),D)
sont bien des espaces métriques.

Soit (f4)nen une suite de Cauchy de (Z(X,Y), D). Par définition, on a

Ve > 0,3ng tel que Vn > ng,Ym > ng,Vx € X, 8(fu(x), fm(x)) < D(fn, fm) < €.

(1.3)
En particulier, la suite ( f,(x)),en est une suite de Cauchy de Y. Comme cet espace
est complet, cette suite est convergente. Donc, pour tout x de X, il existe un unique
élément de Y, que nous décidons de noter f(x), tel que ’on ait

lim f,,(x) = f (x).

n—yoo
Vérifions que f € A(X,Y). D’apres I'inégalité (1.3) appliquée avec € = 1, on a
Vp, VxeX, 0(fuy(X), frg+p(x)) < 1.
Par passage a la limite lorsque p tend vers I’infini, on obtient
VX EX, 8(fu(x), F()) < 1.

L’application f,, étant bornée, on en déduit que f 1’est également par I'inégalité
triangulaire. Il faut maintenant vérifier que la suite (f;),en converge vers f dans
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I’espace (#(X,Y),D). Pour ce faire, passons a la limite lorsque p tend vers I’infini
dans I’'inégalité (1.3), ce qui donne

Ve>0,3dngeN/Vn>ng, VxeX, §(fu(x), f(x)) <&,

ce qui acheve la démonstration de la proposition pour les applications bornées en
prenant la borne supérieure par rapport a x.

Dans le cas oul X est un espace topologique, on a € (X,Y) C #(X,Y), avec
la méme distance D, donc on sait déja que toute suite de Cauchy (f}),en dans
¢ (X,Y) converge dans ZA(X,Y) vers un certain f. Il nous reste & montrer que sa
limite f est continue. Soit donc xy € X et B(f(xp), o) une boule ouverte de Y avec
o > 0. Par I’inégalité triangulaire

O (f(x), f(x0)) < 8(f(x), fu(x)) + 8 (fu(x), fa(x0)) + 8 (fa(x0), S (x0))

pour tout x et n. Comme f,, — f, on peut choisir n € N tel que D(f,, f) < %. Pour
cette valeur de n, il vient donc

8(7(9). £(x0)) < 25+ 8(fux) fnlxo))

La fonction f;, est continue. Il existe donc un ouvert U de X contenant xq tel que
pour tout x € U, (f,(x), fu(x0)) < §. On en déduit donc que pour tout x € U,

6(f(x),f(x0)) < e,

c’est-a-dire que f est continue en xo. Comme xq est arbitraire, on a bien f €
% (X,Y). 0J

Commentaire. Le lecteur attentif aura reconnu la généralisation aux espaces
métriques de la notion de convergence uniforme d’une suite de fonctions et du fait
qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Proposition 1.3.7 Soient (X,d) un espace complet et A une partie de X. Alors
Iespace (A,d) est complet si et seulement si A est une partie fermée de X.

Démonstration. Supposons que A soit fermée. Soit (a,),cn une suite de Cauchy
d’éléments de A. C’est aussi une suite de Cauchy d’éléments de X. Donc, puisque
X est complet, elle converge vers un élément a., de X. Cet élément de X est limite
d’une suite d’éléments de A qui est un fermé de X. Donc a.. appartient a A, ce qui
prouve que A est complet.

Réciproquement, supposons que A soit complet. Considérons un élément x
de X tel qu’il existe une suite (a,),cn d’éléments de A dont la limite soit x. La
suite (a,),e est une suite convergente (dans X), ¢’est donc une suite de Cauchy
dans X, donc aussi dans A. Comme A est complet, la suite (a,),cn converge dans
A. L’unicité de la limite dans I’espace X entraine que x € A, d’ou la proposition. []
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Une propriété fort utile des espaces complets est la possibilité de prolonger des
applications uniformément continues définies sur une partie dense.

Théoreme 1.3.1 Soient (X,d) et (Y,8) deux espaces métriques, A une partie
dense de X, et f une application uniformément continue de (A,d) dans (Y, 9d). Si

Y est complet, alors il existe une unique application uniformément continue f de
(X,d) dans (Y,0) telle que fi4 = f.

Démonstration. Considérons un élément x de X et tachons de définir f(x). L’en-
semble A étant dense, la proposition 1.2.4 nous assure qu’il existe une suite (@ ),eN
d’éléments de A convergeant vers x. L’application f est uniformément continue, ce
qui signifie que

Ve>0,3 atel queV(a,b) € A%, d(a,b) < o= 8(f(a),f(b)) <e. (1.4)

Mais la suite (a,),en est de Cauchy car convergente. Donc il existe un entier n
tel que
Vn > ng,Vm > ng, d(ap,an) < o.

Donc la suite (f(ay))qen est une suite de Cauchy de (Y, 0). Comme ce dernier est
complet, elle converge vers une limite y.

La premiere chose a vérifier est que cette limite y est indépendante de la
suite (ap),en choisie. En effet, soient (a,)qen et (b,)nen deux suites convergeant
vers x. Par un raisonnement analogue au précédent, I’uniforme continuité de 1’ap-
plication f sur A assure que

lim 6(f (an), f(bn)) = 0.

n—oo

Donc la limite y est bien indépendante du choix de la suite (ay,),cn. Définissons
alors sans ambiguité 1’application f par
f(x) = lim f(a,) pour toute suite (a,)nen € A" telle que lim a, = x.
n—yoo n—oo

Pour tout x € A, prenant la suite constante a,, = x, on en déduit immédiatement
que f(x) = f(x), c’est-a-dire la propriété de prolongement.

Vérifions maintenant que 1’application f est uniformément continue sur X.
Considérons un couple (x,y) d’éléments de X tels que d(x,y) < o. Par la densité
de A dans X, il existe deux suites (a,)nen et (bn)nen d’éléments de A telles que

lima,=x et limb,=y.
n—soo n—soo

Il existe donc un entier ng tel que

n>nog=d(an,b,) < a.
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Donc, d’apres la relation (1.4), on a

o(f(an),f(bn)) <e.

Par passage a la limite, on obtient que

d(x,y) <a=8(f(x),f(y) <e,
ce qui acheve la démonstration du théoreme. 0

Commentaire. Il est aisé de construire des fonctions continues sur une partie dense
et non prolongeables par continuité. Considérons par exemple f: R* — R définie

par f(x) =0six <0et f(x) =1six> 0. Cette fonction est trivialement continue
sur R* (le vérifier), mais visiblement pas prolongeable par continuité a R, et bien
stir non uniformément continue sur R*.

Le théoreme suivant, dit de point fixe de Picard, est important, car il permet de
montrer I’existence et I’unicité de la solution de certaines équations de maniere
assez générale et constructive.

Théoreme 1.3.2 Soit f une application d’un espace métrique complet (X,d) dans
lui-méme telle qu’il existe un réel k de ’intervalle ]0,1] tel que

d(f(x),f(y) <kd(x,y),

(une telle application est dite strictement contractante). Il existe un unique élément
z € X point fixe de f, c’est-a-dire tel que f(z) =

Démonstration. Etant donné un élément xo de X, on considere la suite (x,),en
définie par
X1 = f(%n)-

On peut écrire que

d(xn+l,xn) = d(f(xn)vf(xn—l)>
< kd (X, X%n—1)-

En itérant cette inégalité, on obtient
d(xpt1,%n) < k'd(x1,x0).

Ainsi, pour tout couple d’entiers (n, p) , on a
P
d(xn—i-paxn) < Z d(xn—i-maanrmfl)

)4
n+m—1
xl,X() Z k

k}’l
1-k

d(x1,x0).
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Comme 0 < k < 1, la suite (x,),cn est donc de Cauchy. Comme X est complet, elle
est convergente. Soit z sa limite. L’application f étant lipschitzienne, donc continue,
on obtient en passant a la limite dans la relation de définition de la suite (x,),eN
que z = f(z), donc z est un point fixe de f.

Il nous reste a démontrer 1’unicité. Soient z; et z» deux points fixes de f.

Comme f est strictement contractante

d(z1,22) <kd(z1,22) & (1 —k)d(z1,22) <0

Comme k < 1,onal—k>0,donc d(z;,22) =0, c’est-a-dire z; = z. Le théoréme
est ainsi démontré. O

Le théoréme de Baire qui suit est un théoréme profond, dont nous verrons par
exemple aux chapitres 2 et 4 qu’il implique des propriétés que 1’on serait bien en
peine de démontrer autrement.

Théoreme 1.3.3 Soir (X,d) un espace métrique complet, on considére une suite

(Un)nen d’ouverts denses dans X. Alors ﬂ U, est dense.
neN

Démonstration. Soit V un ouvert de X, nous allons démontrer que (ﬂn Un) NV #0,
ce qui assurera le théoreme.

L’ ouvert Uy est dense, donc Uy NV est un ouvert non vide. Il existe donc un
réel strictement positif 0g (que 1I’on peut supposer inférieur a 1) et un point xo de X
tels que

B(X(),OC()) cUpnNV, (1.5)

(bien noter la boule fermée au membre de gauche). L’ouvert U; est dense, donc
I’ensemble U; N B(xp, 0p) est un ouvert non vide. Donc il existe un réel strictement
positif a; (que I’on peut supposer inférieur a 1/2) et un point x; de X tels que

B(x1,01) C Uy NB(xp, o).

Nous allons procéder par récurrence et supposer construite une suite (X;)o<j<n
d’éléments de X et une suite (j)o< <y, telles que, pour tout j < n, on ait

1 _
(ngj_{_—l et B(xj,aj)CUjﬂB(xj_l,aj_l). (1.6)
L’ouvert U, 1 est dense, donc I’ouvert Uy, 1 N B(x,, 0,) est non vide. Il existe donc
un réel strictement positif o, (que ’on peut supposer inférieur a 1/(n+2)) et
un point x,, 1 de X telles que

B(X,H_l, OC,H_I) C B(xn, Otn) NU,+1.
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On a ainsi construit par récurrence une suite (x,),cn d’éléments de X et une
suite (0, ),en de réels strictement positifs qui tend vers O et telle que

Vm>n, xp, € B(xy, o). (1.7)

Comme la suite (a,),en tend vers 0, la suite (x,),en est de Cauchy. Donc elle
converge dans X qui est complet. Appelons x sa limite. D’apres la relation (1.7), le
point x appartient 2 B(x,, o) pour tout entier n. Vu les relations (1.5) et (1.6), on a

‘v’nEN,xEVﬂ(ﬂU_i).

j<n
Le théoréme de Baire est ainsi démontré. O

Une utilisation courante du théoreme de Baire consiste a dire que dans un
espace complet, une intersection dénombrable d’ouverts denses n’est pas vide
(puisqu’elle est dense !). En s’inspirant de la démonstration que nous venons de
faire, on obtient aisément le lemme suivant, qui nous sera utile dans la suite

Lemme 1.3.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et (Fy,),cn une suite décrois-
sante de fermés non vides de X dont le diametre tend vers 0. Il existe alors un
élément x de X tel que

ﬂ F, = {x}.

neN

Démonstration. On choisit dans chaque F;, un élément que I’on appelle x,,. Comme
la suite (Fy),en est décroissante, pour tout entier p, on sait que x,,4, appartient a F,
donc que d(xn,Xn+p) < 0(F,). Donc la suite (x,),cn est de Cauchy et converge
vers un élément x de X qui appartient bien sir a ’intersection des F,. Soit y un
élément de cette intersection. On a alors

Vn, d(x,y) < o(F,)

et donc d(x,y) = 0, d’ou la proposition. 0J

Remarquons que 1’on utilise souvent 1’énoncé suivant qui n’est rien d’autre que
le théoreme de Baire « passé au complémentaire ».

Théoreme 1.3.4 Soit (X,d) un espace métrique complet, on considére une suite

(Fp)nen de fermés d’intérieur vide dans X. Alors U F, est d’intérieur vide.
neN

Nous utiliserons souvent le théoréme de Baire sous la forme de ce corollaire, dont
la démonstration, tres facile, est laissée en exercice.
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Corollaire 1.3.1 Soit (F,),cn une suite de fermés d’un espace métrique com-
plet (X,d) dont la réunion est X. Alors il existe un entier ny tel que Int(F,,) # 0.

Autrement dit, un espace métrique complet n’est pas réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide, ce qui est le cas d’un espace notoirement non complet,
I’espace QQ.

A ce propos, justement qu’en est-il des espaces non complets ? Est-il possible
de pallier leur non complétude ? La réponse est oui, au sens du théoréme suivant,
que nous ne démontrerons pas.

Théoreme 1.3.5 Soir (X,d) un espace métrique. On peut construire un espace
métrique complet (X' ,d), qui contient X comme sous-espace dense et dont la
distance est un prolongement de la distance sur X. On appelle ()? , d} un complété
de (X,d). Il est unique au sens suivant : si (X1,d) et (Xp,dy) sont deux complétés
de (X ,d), alors il existe une unique bijection entre X et X conservant les distances
(une isométrie) et égale a l’identité sur X.

Commentaires. Naturellement, si (X,d) est lui-méme déja complet, on peut
prendre (X,d) = (X,d). La construction du théoréme est une construction abs-
traite : on considere I’ensemble des suites de Cauchy de X que 1’on quotiente
par une relation d’équivalence permettant d’identifier deux suites de Cauchy qui
« aimeraient bien converger vers la méme limite », et que I’on munit d’une distance
qui prolonge celle de X (identifié aux classes d’équivalence des suites constantes).

On rencontrera dans la pratique des situations dans lesquelles on aura sous la
main d’autres réalisations du complété, par des espaces concrets. C’est souvent le
cas pour des espaces de fonctions dont le complété s’identifiera isométriquement a
un autre espace de fonctions plus grand. Dans 1’exemple ci-dessus, c’est aussi du
concret caron a Q = R.

1.4 Espaces compacts

La notion de compacité est absolument essentielle en analyse. Il s’agit d’une
notion topologique, indépendante de la notion de distance. Les compacts métriques
ont en fait des propriétés particulieres que ne possedent pas nécessairement les
compacts en général, comme on le verra dans la suite.

Définition 1.4.1 Soit (X, 0) un espace topologique. On dit que X est compact si
et seulement si de tout recouvrement de X par des ouverts, on peut extraire un
sous-recouvrement fini. Autrement dit, pour toute famille (Uj, ). ca d’ouverts de X
telle que
X=Ju,
AeA
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il existe une famille finie (A;)1<j<n * telle que

N
X = U,
j=1

On dit qu’une partie A C X est une partie compacte de X, lorsqu’elle est compacte
pour la topologie induite.

On ajoute parfois I’hypothese de séparation a la définition de la compacité, un
compact au sens précédent sans hypothese de séparation étant alors qualifié de
quasi-compact.

La compacité d’une partie A s’exprime aussi de la fagon suivante.

Proposition 1.4.1 Soient (X,0) un espace topologique et A une partie de X.
La partie A est un compact de X si et seulement si pour toute famille (Uj)jca
d’ouverts de X telle que A C Uy cpU), il existe une famille finie (A;)1<j<n telle
que A C U]Jyzl Up;-

La démonstration est un exercice tres formateur sur la notion de sous-espace
topologique ; le lecteur est fortement incité a le faire.

La proposition suivante est une définition équivalente de la compacité qui est
souvent utilisée.

Proposition 1.4.2 Un espace topologique (X, O) est compact si et seulement si
pour toute famille de fermés (F),); c telle que

N
VN, v(lla)tN) EAN/ mFlj#07
j=1

alors on a

() Fa #0.

AEA

Démonstration. On passe au complémentaire. Soit (Fj );ca une famille de fermés
de X, posons U, = X \ F}, qui est un ouvert. On a alors

Nh=0= |JU, =X.
AEA AEA

De méme, on peut écrire que, pour toute famille finie (A;,---,Ay) € A,

N N
N, =0 JUy,=X.
j=1 j=1

On conclut par contraposition. UJ

2. On laisse également ici de coté le cas de X = 0 et d’une famille & 0 éléments. L’ensemble
vide est naturellement compact pour son unique topologie.
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La propriété en hypothese dans la proposition 1.4.2 est appelée propriété
d’intersection finie.

Proposition 1.4.3 Soit (X, 0) un espace topologique compact. Toute partie fermée
de X est compacte.

Démonstration. Soit A une partie fermée de X. On considere un recouvrement
ouvert (Uj, ) ea de A. La famille formée des U, a laquelle on adjoint I’ouvert X \ A
forme un recouvrement ouvert de X. Comme X est compact, on en extrait un
sous-recouvrement fini, auquel on peut toujours adjoindre X \ A, tel que

N

x\AulJu, =x.
j=1

Il est alors clair que
N

AC U U}Lj7
j=1

d’ou la proposition. O

Proposition 1.4.4 Soit (X, 0) un espace topologique séparé. Si A est une partie
compacte de X, alors A est un fermé de X.

Démonstration. Soit A un compact de X. Considérons un point x du complémen-
taire de A et % 1’ensemble des ouverts U tel qu’il existe un ouvert V contenant x et
tel que U NV = 0. Comme X est séparé, tout point y de A appartient a un élément
de 7% , qui constitue donc un recouvrement ouvert de A. On peut en extraire un
sous-recouvrement fini (U;) < j<y. Pour chacun de ces indices, on a donc un ouvert
V; contenant x et d’intersection vide avec U;. Posons

C’est un ouvert comme intersection finie d’ouverts. Il contient le point x par
construction. De plus, il est clair que I’on a

N
vnacvnlJu;=o.
j=1

Donc X \ A est ouvert ou encore A est fermé. U
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Commentaire. La séparation de I’espace est ici cruciale. En fait, il est facile de
construire un espace topologique non séparé contenant une partie compacte mais
non fermée.

Exercice 1.4.1 On considere ’espace topologique |0,1] muni de la topologie
métrique usuelle. Démontrez que cet espace topologique n’est pas compact.

Exercice 1.4.2 Soit [a,b] muni de la distance d(x,y) = |x —y|. Démontrez que cet
espace topologique est compact. Pour cela, considérez un recouvrement (Uy )y cp
de [a,b] et étudiez la borne supérieure de ’ensemble des x tels que I'intervalle [a, x|
puisse étre recouvert par un nombre fini d’éléments U),.

Exercice 1.4.3 On considere I’espace topologique ([0,1], Oy) (voir ’exercice 1.1.1
pour la définition). Démontrez que cet espace topologique n’est pas compact.

Le théoreéme suivant est extrémement simple mais vraiment fondamental.

Théoreme 1.4.1 Soient (X,0) et (Y, 7 ) deux espaces topologiques et f une fonc-
tion continue de X dans Y. Si A est une partie compacte de X, alors f(A) est une
partie compacte de Y .

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, considérons un recouvrement
(Vi) aca de f(A) par des ouverts. La famille (f~!(V));,ca est un recouvrement de
A par des ouverts puisque f est continue. Extrayons-en un sous-recouvrement fini
(f_l(V,lj))lgjgN. Mais alors, la famille (f(f_l(V;Lj)))lgjgN recouvre f(A). On

conclut alors en observant que f(f~! (Va,)) C Wy, O

Attention, I’'image réciproque d’un compact par une application continue n’est
en général pas compacte (trouvez un exemple avec une fonction simple de R
dans R !). Il ne faut donc pas confondre cette propriété avec le fait que ’'image
réciproque d’un ouvert (ou d’un fermé) est un ouvert (ou un fermé).

Donnons une premiere propriété particulieére aux compacts métriques.
Proposition 1.4.5 Toute partie compacte d’un espace métrique est bornée.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique, A C X un compact de X et xy € X.
Comme X = {J;* B(x0,n), on a aussi A C |J;=" B(x0,n). On peut en extraire un
sous recouvrement fini et si N est le plus grand indice de ce recouvrement, il vient
ACB (X(),N ) O

Du théoreme 1.4.1 et des propositions 1.4.4 et 1.4.5, on déduit tres aisément le
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Corollaire 1.4.1 Soient (X, ) un espace topologique compact et f une fonction
continue de X dans (R,d) muni de sa distance usuelle. Alors f(X) est un ensemble
borné de R et la fonction f atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’il existe deux éléments
xetydeX tels que

Vze X, flx)=inff < f(z) < Sl;prf(y)-

Démonstration. En effet, f(X) est compact donc fermé et borné (pour la distance
usuelle d(x,y) = |x —y|). Comme il est borné, il admet une borne inférieure et
une borne supérieure finies. Ces bornes sont des valeurs d’adhérence, elles appar-
tiennent donc a f(X) puisque celui-ci est fermé. O

En particulier, infy f > —oo et supy f < 4-co. Si les fonctions continues définies
sur un compact ont, comme nous venons de le voir, des propriétés remarquables, il
en va de méme des suites a valeurs dans un espace compact.

Théoreme 1.4.2 Soient (X,0) un espace topologique compact et (x,)neN une
suite d’éléments de X. Alors I’ensemble des valeurs d’adhérence de (xp),cn est
non vide. De plus, si cet ensemble est réduit a un seul élément {, alors on a

limx, =/
n—oo

Démonstration. Posons
F, = Adh{x,,, m > n}.

La suite (F,),cn est une suite décroissante de fermés non vides. Toute intersection
finie d’éléments de la suite (F}),cN est par conséquent un ensemble F,, oul p est
I’indice maximum apparaissant dans la famille finie en question. Cette intersection
est donc non vide. Comme X est compact, on en déduit que

() F #0,

neN
par la proposition 1.4.2. Or la proposition 1.1.7 affirme que I’ensemble des valeurs
d’adhérence est justement I’intersection de tous les ensembles F;,, d’ou le premier
point de ce théoréme.

Pour démontrer le second point, considérons un ouvert quelconque U contenant
¢ et posons
F, = Adh{x,,,m>n}N (X \U).

Le fait que ¢ soit la seule valeur d’adhérence implique que I’intersection des F,, est
vide. Donc, comme la suite (Fy),cn est une suite décroissante, il existe un entier
ny tel que F, soit vide, encore par la proposition 1.4.2 ou plut6t sa contraposée.

Cela signifie en particulier que
VYn>ng, x, €U,

ce qui termine la démonstration de ce théoreme. U
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Dans le cadre des espaces métriques, et seulement dans ce cadre, au moins
dans ces notes, cette propriété est caractéristique des compacts. C’est la propriété
de Bolzano-Weierstrass, un point fondamental.

Théoreme 1.4.3 Soit (X,d) un espace métrique. Il est compact si et seulement si
toute suite (x,)neN d’éléments de X posséde une valeur d’adhérence.

Il s’agit de déduire d’une propriété sur les suites, une propriété sur les recouvre-
ments d’ouverts. Une premiere étape consiste a le faire dans le cas des boules.

Lemme 1.4.1 Soit (X,d) un espace métrique dans lequel toute suite (x,),eN pos-
sede une valeur d’adhérence. Alors, pour tout réel strictement positif o, on peut
recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon .

Démonstration. Démontrons ce lemme par contraposition. Supposons qu’il existe
un réel strictement positif & tel que 1’on ne puisse recouvrir X par un nombre fini
de boules de rayon «. Soit xg un élément quelconque de X. Il existe un élément x;
de X n’appartenant pas a B(xp, o), sinon X serait recouvert par une boule de rayon
.. Supposons construit (xo, - ,x,) un (p+ 1)-uplet d’éléments de X tel que, pour
tout m # n, on ait d(x,,,x,) > o. Par hypothése,

p
U B(xp, ) #X.
n=0

Dong, il existe un point x,; de X qui n’appartient pas a la réunion de boules
ci-dessus ce qui implique que la distance de x, a chacun des points antérieu-
rement construits est supérieure a o. Par récurrence, nous construisons ainsi une
suite (x,)qen telle que

m#n=d(Xu,x,) > Q.

Une telle suite n’a bien siir pas de valeur d’adhérence (exercice, vérifiez-le!). [J

Le lemme de Lebesgue suivant, crucial pour la présente démonstration, sera
utile dans d’autres contextes.

Lemme 1.4.2 Soit (X,d) un espace métrique et F une partie fermée de X. On
suppose que toute suite (x,),cn d’éléments de F posséde une valeur d’adhérence.
Alors, pour toute famille (Uy ), ca d’ouverts de X recouvrant F, il existe un nombre
o strictement positif tel que

Vx e F,3A € Atel que B(x,a) C Uj.

Démonstration. On va procéder par 1’absurde en supposant que cette propriété est
fausse, c’est-a-dire que 1’assertion suivante est vraie

Vo eR,,Ixe FYA €A, Bx,a)¢U,,.
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On choisit & = 1 /n pour n € N*. Ceci nous donne une suite x, € F telle que
Vne N* YA €A, B(xy,1/n) ¢ U,.

Par hypothese, cette suite admet une valeur d’adhérence, ce qui implique qu’il
existe une sous-suite notée x,, et un x € F tels que d (xnp,x) — 0 quand p — oo,

Comme les U, recouvrent F, il existe i € A tel que x € Uy. Soit > 0 tel
que B(x, ) C Uy. Choisissons alors p assez grand pour que d(x,,,x) < f3/2 et
1/n, < B/2. Pour tout y € B(xp,,1/n,), on en déduit que d(y,x) < d(y,xn,) +
d(xn,,x) < B, c’est-a-dire

B(xu,,1/np) C B(x,B) C Uy,

ce qui contredit la définition de x;,. U

Démonstration du théoréme 1.4.3. Soit (X,d) un espace métrique tel que toute
suite admette une valeur d’adhérence et soit (U ); < un recouvrement ouvert de
X. Soit & > 0 le nombre associé a ce recouvrement fourni par le lemme 1.4.2
appliqué a F = X. D’apres le lemme 1.4.1, on peut recouvrir X par un nombre fini
de boules ouvertes de rayon o, X = U?_ B(x;, ). Le lemme 1.4.2 nous donne pour
chaque i un indice A; € A tel que B(x;, &) C U,,. On en déduit immédiatement que
X =U Uy, O

Ce théoreme est tres important. Il est fréquent qu’il soit plus facile de véri-
fier cette propriété que la propriété sur les ouverts (ou celle sur les fermés). En
particulier, on en déduit le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 1.4.4 Les compacts de ’espace (R, 0y) sont les parties fermées et
bornées pour la distance usuelle.

Démonstration. Le seul point a démontrer est que toute suite bornée (x;,),cn admet
une valeur d’adhérence. Toute famille majorée de réels admet une borne supérieure.
Posons donc
M, = sup x,.
m>n

La suite (M,),en est décroissante et minorée donc convergente. Le lecteur se
convaincra aisément que la limite de la suite (M,,),cn est une valeur d’adhérence
(c’est méme la plus grande, on I’appelle la limite supérieure de la suite). U

ATTENTION! Cette propriété est tout a fait particuliere a2 R (ou a2 RY comme
nous le verrons). Si les compacts d’un espace métrique sont toujours fermés et
bornés, il est presque toujours faux que les fermés bornés d’un espace métrique
soient compacts. Les deux exemples suivants sont révélateurs.
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Considérons 1’espace |0, 1[ muni de la distance usuelle. C’est un ensemble
borné. Lintervalle |0, 1] est fermé dans lui-méme, comme tout espace topologique.
Nous avons vu lors de I’exercice 1.4.1 ci-dessus que cet espace n’est pas compact.

Considérons maintenant I’espace R muni de la distance définie par

~ lx—y|
d =7 A

Cette distance définit sur R la méme topologie que la distance d(x,y) = |x —y|
(exercice : vérifiez-le !). L’ensemble R est borné pour la distance d. Il est fermé
dans lui-méme. Le lecteur se convaincra (et démontrera) que ’espace (R,d) n’est

pas compact, donc 1’espace (R, d) non plus.
Conclusion : Si dans un espace métrique on a toujours

compact = fermé et borné,

il faut bien réaliser que sauf dans le cas de R4, muni d’une de ses distances usuelles,
ainsi qu’un certain nombre d’autres cas particuliers,

fermé et borné #=- compact!!!

Corollaire 1.4.2 Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Le fermé A est
compact si et seulement si toute suite d’éléments de A posséde une valeur d’adhé-
rence dans X.

La démonstration de ce corollaire est laissée en exercice.

Théoréeme 1.4.5 Soient (X,,d)),---,(Xn,dn) une famille finie d’espaces métriques
compacts. Le produit X| X --- X Xy muni de ’'une quelconque des distances définies
dans I’énoncé de la proposition 1.3.5 est métrique compact.

La preuve de ce théoréeme est un exercice laissé au lecteur qui pourra utiliser
le critere des suites puis ensuite celui des ouverts et comparer ainsi les deux
méthodes. Notons qu’il s’agit d’un cas particulier d’un théoreme infiniment plus
général, le théoreme de Tychonoff, qui affirme qu’un produit quelconque d’espaces
topologiques compacts est compact, pour la topologie dite produit que nous n’avons
pas introduite précédement.

On déduit également du théoreme 1.4.5 I’'important résultat suivant, déja men-
tionné plusieurs fois.

Corollaire 1.4.3 Les compacts de R? sont les fermés bornés (pour une des dis-
tances usuelles) de RY.
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En effet, on peut toujours inclure un tel borné de R? dans un produit cartésien
d’intervalles compacts.

Les relations entre le concept d’espaces complets et d’espaces compacts sont
décrites par les deux énoncés suivants.

Proposition 1.4.6 Soit (X,d) un espace métrique compact, il est alors complet.

Démonstration. Soit (x,),cn une suite de Cauchy de X. Comme I’espace X est
compact, cette suite admet une valeur d’adhérence et la proposition 1.3.3 nous
dit qu’une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge, d’ou la
proposition. U

La réciproque de cette proposition est bien siir fausse. Par exemple, IR muni de
la distance d(x,y) = |x — y| est un espace métrique complet qui n’est pas compact.
Cependant, dans le cas des espaces métriques complets, on peut trouver une
caractérisation des ensembles compacts uniquement en termes de recouvrements
finis par des boules de méme rayon, mais arbitrairement petit.

Théoréme 1.4.6 Soit (X,d) un espace métrique complet, on considére une par-

tie A de X. L’adhérence de A est compacte si et seulement si

N
Ve>0,3x;€A,1< j<NrtelsqueAC | B(xj e). (1.8)
j=1

Démonstration. La condition nécessaire est facile, puisque A C A C Uyep B(x, €).

Pour la condition suffisante, considérons une suite (x,),cn d’éléments de A.
Recouvrons A par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 1/2. Au moins une
de ces boules doit contenir une infinité d’éléments de la suite (x,),cn. Appelons
I’adhérence de cette boule Fy. Recouvrons alors A par un nombre fini de boules de
rayon 1/4. Clairement, au moins une de ces boules doit avoir une intersection non
vide avec Fj et cette intersection doit contenir une infinité d’éléments de la suite
(Xn)nen, sinon Fy n’en contiendrait qu’un nombre fini. Appelons F; I’adhérence de
I’intersection de cette deuxiéme boule avec Fy. Clairement, | C Fp, le diametre de
F estinférieur 2 2 x 1 /4 = 1/2 et F; contient une infinité d’éléments de la suite
(Xn)nen-

On procede maintenant par récurrence. Soit k > 1 et supposons que, pour
tout 0 < p <k, on ait construit un fermé F, de diametre inférieur a 277, tel que
F, C F,_1 et qui contient une infinité d’éléments de la suite (x,),cn. Recouvrons
A par un nombre fini de boules de rayon 2~ *+2) Comme précédemment, au moins
une de ces boules a une intersection non vide avec Fy, intersection qui contient aussi
une infinité d’éléments de la suite (x,),cn, sinon F; n’en contiendrait qu’un nombre
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fini. On note F, | ’adhérence de cette intersection. Par construction, Fy | C Fy
et le diametre de Fj| est inférieur a 2 x 2~ (*k+2) = 2=(k+1) et F | contient une
infinité d’éléments de la suite (x;,).

On a ainsi construit une suite décroissante de fermés (Fy)en, dont le diametre
tend vers O et telle que chaque fermé F; contienne une infinité d’éléments de la
suite (x,)nen. Comme I’espace métrique (X, d) est complet, d’apres le lemme 1.3.1,
il existe un élément x de X tel que x appartienne a I’intersection des Fy.

Démontrons que x est valeur d’adhérence de la suite (x,),en. C’est clair car,
étant donné € > 0, on choisit k tel que 6(F;) < €. Par construction des F, il
existe une infinité d’éléments de (x,),cn dont la distance a x est inférieure a €. La
suite (xy),en admet donc bien x comme une valeur d’adhérence. C’est un exercice
facile et laissé au lecteur que de démontrer que A est compact si et seulement si
toute suite d’éléments de A admet une valeur d’adhérence, ce qui démontre le
théoreme. U

Remarques. Une partie A dont I’adhérence est compacte est dite relativement com-
pacte. Une partie satisfaisant I’hypothese (1.8) est dite précompacte. L’hypothese
de complétude de I’espace métrique (X, d) est essentielle pour le théoreme 1.4.6.
Considérons I’intervalle ]0, 1] dans Q. Il est clair qu’il est précompact, mais que
Iintervalle [0, 1] dans @ n’est pas compact.

Exercice 1.4.4 Soit (X,d) un espace métrique compact. On considere I’ensemble
XN des suites d’éléments de X.
1) On définit Uapplication dy de XN x XN dans R par

[e)

(s, () = X g minfen ), 1)

Démontrer que dy est une distance sur X".
2) Soit (x(p))peN une suite d’éléments de X" et x un élément de X". Démontrez
que
(P) _

lim x?) =x  si et seulement si Vn € N, Iim x;” = x;,.
p—oo p—eo

3) Démontrez que (XN, dy) est compact.
4) Démontrez que U est un ouvert de (X N ,dN) si et seulement si pour tout
x € U, il existe une partie finie J de N et un réel strictement positif o tel que

VyexN Vjied, dyjx) <a=ycU.
Le résultat suivant est trés important en analyse.

Théoreme 1.4.7 Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques. Supposons que
X soit compact. Alors, toute application continue de X dans Y est uniformément
continue.
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Démonstration. Pour tout x € X, comme f est continue au point x, pour tout € > 0,
il existe o, > O telle que I’on ait

d(x,x') < o= 6(f(x), f(x)) <

N ™

L’ensemble des boules B(x, a,/2) recouvre X. On en extrait un sous-recouvrement
fini de la forme (B(x;, 0;/2))1<j<n. On pose alors

o= inf oy, >0.
I<j<N 7/

Soit (x,x') € X? tel que d(x,x’) < ot/2. Comme la famille (B(x;,04,/2))1<j<n
recouvre X, il existe un indice j € {1,---,N} tel que B(x,®/2) C B(x;, 0;). Mais
alors, le point x’ appartient a B(x;, ;) et I'on a ainsi

8(f(x),f(x) < 8(f(x),f(xj) +8(f(x;), f(x))

<€,

d’ou le théoréme. Il

Exercice 1.4.5 Démontrez ce théoréeme en utilisant le lemme 1.4.2 de Lebesgue.

Voici un autre théoreme classique important, le théoreme d’ Ascoli, qui permet
de caractériser les parties compactes de 1’espace des fonctions continues sur un
compact.

Théoréeme 1.4.8 Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques. Supposons que
(X,d) soit compact et (Y,8) complet. On considére une partie A de €(X,Y),
I’ensemble des fonctions continues de X dans Y muni de la distance

D(f,8) = supd(f(x),&(x)).

xeX

Faisons les deux hypotheses suivantes :
i) La partie A est équicontinue, i.e.

VxeX,Ve>0,da>0telqueVfecA, dxx)<a= 8(f(x),f(x)) <e,

ii) pour tout x € X, ’ensemble { f (x), f € A} est relativement compact dans'Y .
Alors A est relativement compacte dans (¢ (X,Y),D).
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Pour démontrer ce théoréme, nous allons tout d’abord observer que la premiere
hypothese se traduit par 1’équicontinuité uniforme

Ve>0,3a>0telqueV(x,x) e X2 VfeA dxx)<a=8(fx),f(x)) <e.
(1.9)
La démonstration de cette assertion est exactement la méme que celle du théoréme
précédent (exercice : écrivez-la!). En d’autres termes, sur un compact, toute partie
équicontinue est uniformément équicontinue. Remarquons qu’une famille finie est
automatiquement équicontinue et qu’une réunion de deux familles équicontinues
est équicontinue.
Nous allons maintenant énoncer un lemme montrant que les parties A qui
sont uniformément équicontinues ont une propriété tres spéciale vis-a-vis de la
convergence.

Lemme 1.4.3 Soient A une partie uniformément équicontinue de € (X,Y), (fn)neN
une suite de fonctions de A, f € € (X,Y) et A une partie dense de X. On a I’équi-
valence suivante

VX €A, fulx) — f(x) & D(fa, f) —0.

oo
En d’autres termes, sur une partie uniformément équicontinue, la convergence
simple d’une suite de fonctions sur une partie dense de X est équivalente a la
convergence uniforme sur X !
Démonstration. 11 n’y a quelque chose a démontrer que de gauche a droite. Soit €
un réel strictement positif arbitraire. Par hypothese, il existe un réel o strictement
positif tel que
dx,X) < o=V €N, 8(ful), fulx)) < 5 et S(£(x),F(¥)) < 5,

(la partie AU{ f} est également uniformément équicontinue).

Les boules centrées sur les points de A et de rayon o recouvrent X par densité
de A. On en extrait un recouvrement fini de boules (B(x;, &))< j<n, avec x; € A.
Ainsi, par la propriété de recouvrement,

Vx e X, 3k < Ne,d(x,x) <
d’ou
V€ X, (). S () < S0 o)) + BLfu(s0).f (50)) + S(F(50) £ ()
T max 8(7,(5). S ().

Par hypothese, et comme on n’a affaire qu’a un nombre fini de points, il existe ng
tel que

IN

€
Vn>no, lgég;vf(fn(xj')af(xj')) <3

ce qui montre que f;, converge uniformément vers f, d’ou le lemme. 0
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Démonstration du théoréme d’Ascoli. Considérons une suite (f,),en d’éléments
de A. Nous allons en extraire une sous-suite convergente.

Nous démontrerons tres bientdt que dans tout espace métrique compact, il existe
une partie dénombrable dense (voir théoréme 1.5.1) que ’on note A = (x,) yen.
Par hypothese, I’ensemble

{f(x0), feA}

est d’adhérence compacte. Donc il existe un point de ¥ que nous notons ¢(xg) et
une application ¢y strictement croissante de N dans N telle que

lim x0) = {(xo).

lim £, ) (x0) = £(x0)
De méme, la suite fy () (x1) reste dans un ensemble relativement compact, donc il
existe un point £(x;) de Y et une application ¢; strictement croissante de N dans N
telle que

lim f(pOO(pl (n) (x1) = £(x1).

n—oo
Par construction, on a toujours

Tim fo00,(n)(¥0) = £(x0),

puisqu’il s’agit d’une suite extraite de la précédente (on sélectionne a 1’aide de ¢
des indices qui appartiennent déja a la suite @y(n)).

On définit ainsi par récurrence une suite (¢,),en d’applications strictement
croissantes de N dans N et des points ¢(x;) de Y, c’est-a-dire en fin de compte une
application ¢ de A dans Y, tels que

vp € N7 Vik < par}glolof(poo-nogop(n) (xk> = g(xk)‘
On définit alors une application y de N dans N par

V(n) =@yo---o@,(n).

Cette application est strictement croissante. En effet, toute application i strictement
croissante de N dans N vérifie p(n) > n (immédiat par récurrence). Donc, pour
toutn,on a

y(n+1) = @o(- (Pu(Pay1(n+1)))---) >
> Qo(- (@a(n+1))---) > @o(--- (@u(n))---) = y(n),

car @,(n+ 1) > ¢@,(n) et chacune des applications composées est strictement
croissante.
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Par construction, la suite extraite (fy(,))nen Vérifie
VpeN, r}i_r)rgofw(,,)(xp)zﬁ(xp). (1.10)

En effet, dés que n > p, c’est une suite extraite de la suite fq,oo..,o(pp (xp), laquelle
converge bien vers £(x)).

Démontrons maintenant que I’application ¢ est uniformément continue sur
I’ensemble A. Soit € un réel strictement positif, on considere un réel o vérifiant
I’assertion (1.9). Pour tout couple d’entiers (p, ) tel que d(x,,x,) < &, ona

8(L(xp),L(xq)) < 8(L(xp)s frr(n)(Xp)) + O (fyrim) (Xp), fyr(m) (X))
+6 (fy(n) (Xq), £(xq))
< 5(£(xp)7fl//(n)(xp))+£+5(fl//(n)(x61)’ (xCI>)‘

L’inégalité ci-dessus étant vraie pour tout n, on obtient, en passant a la limite quand
n — oo,
d(xp,xq) < = d(l(xp),l(xq)) < €.

L’application ¢ étant uniformément continue sur la partie dense A et ’espace Y étant
complet, on peut appliquer le théoreme 1.3.1 qui affirme que 1’on peut prolonger
¢ en une application uniformément continue sur X tout entier. On utilise alors le
lemme 1.4.3 pour conclure la démonstration du théoreme d’ Ascoli. U

Commentaire. Le procédé d’extraction de sous-suite qui aboutit a la propriété 1.10
est un procédé courant en analyse, appelé procédé diagonal. La suite finale extraite
s’appelle suite diagonale car si I’on range les valeurs f;,(x;) dans un tableau indexé
par N x N, on voit que les indices de la suite extraite s’en vont chacun vers 1’infini
diagonalement dans le tableau. Il s’agit d’un exemple typique d’utilisation de la
dénombrabilité en analyse.

Exercice 1.4.6 Démontrez la réciproque du théoreme d’Ascoli, a savoir que si une
partie A de € (X,Y) est relativement compacte, alors elle vérifie les conditions i)
et ii) de I’énoncé du théoreme d’Ascolli.

Exercice 1.4.7 Soient (X,d) et (Y,8) deux espaces métriques compacts. Démon-
trez que ’ensemble des fonctions k-lipschitziennes de (X ,d) dans (Y, 0) est com-
pact dans € (X,Y).

Mentionnons un dernier théoréme classique tres important, le théoreme de
Stone-Weierstrass. On dira qu’un ensemble A de fonctions sur X sépare les points
si pour tout couple (x,y) d’éléments de X tel que x # y, il existe une fonction f

de A telle que f(x) # f(y).
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Théoreme 1.4.9 Soient (X, 0) un espace compact et A une sous-algébre de C(X,R)
muni de I’addition et du produit de fonctions usuels. Si A contient les fonctions
constantes et si A sépare les points de X, alors A est dense dans C(X,R).

Démonstration. On commence par noter que pour tout € > 0 et tout M > 0, il

existe un polyndme P tel que |P(r) — |t|| < € sur [~M,M]. Pour cela, il suffit
de considérer le cas M = 1, par homothétie. On construit la suite de polyndmes
suivante :

00(1) =0, Quir(1) = Qult) + 5 (1~ Qu(0)?).

Pour ¢ > 0, on a I’identité

Vim0ur() = (Vi—0u(0) (1~ 2 (vVi+,(0)

On en déduit immédiatement par récurrence que pour ¢ dans 'intervalle [0, 1], la
suite Q,(t) est croissante et que 0 < Q,(¢) < v/t pour 0 < ¢ < 1. On déduit de
I’identité ci-dessus que

< \/Z_QnJrl(t) < 1_1\/27

0 S 2 =rorA7

a \/;_Qn(t) N 2

pour tout 0 <z <1,d’ou

0<Vi—0u(1) < (1 - 5Vi)'Vi
pour tout 0 <t < 1. Il est facile de voir que le membre de droite de cette inéga-
lité tend uniformément vers 0 quand n tend vers +oo. Par conséquent, la suite de
polyndmes Q, tend uniformément vers /¢ sur [0, 1], ce qui implique immédiate-
ment que la suite de polyndmes P, (1) = Q,(¢?) converge uniformément vers |¢| sur
[—1,1].

Soit maintenant f € A quelconque. Alors pour tout polyndme P, la fonction

x +— P(f(x)) appartient aussi 2 A (il suffit de noter que 1’application f — f¥
est continue de C(X,R) dans C(X,R), par le critére des suites par exemple et
d’utiliser le fait que A est une algébre). Comme X est compact, si I’on prend
M = max,cyx | f(x)] et la suite de polyndmes du paragraphe précédent sur [—M, M|,
on en déduit que

VfeA, |fl= lim P,(f)€A.

n—y+oo

Par conséquent,

_ 1 _
V€A, fi=sup(0,.f)=2(f+If]) €A,
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et
Vfg€A, sup(f,g)=f+(g—f)s €A ainsique inf(f,g) € A.

On considere alors f € C(X,R) quelconque. Pour tout couple (x,y) de points
distincts de X, il existe un élément g, , de A tel que g, ,(x) = f(x) et g« (y) = f ().
En effet, A contient les constantes, est stable par multiplication par un scalaire et
sépare les points.

On se donne € > 0 et I’on fixe x. Pour tout y € X, il existe un voisinage V (y) tel
que pour tout y’ € V(y), gxy(') < f()') + €, par continuité de g, , et de . Comme
X est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de tels voisinages V(y;),
V(y2), ..., V(yp). On pose alors g, = infi<;<, g\ . Par construction,

2x(x) = f(x), gx(y) < f(y) + € pour tout y € X et g, € A.

On recommence alors la construction en notant que pour tout x € X, il existe un
voisinage W (x) tel que pour tout X' € W (x), f(x') — &€ < g¢(x). Par compacité, on
trouve m points xi tels que les W (x;) recouvrent X et I’on pose g = SUp; <<, 8x,»
ce qui fournit une fonction g € A telle que pour tout x dans X, f(x) —& < g(x) <
f(x) — €. Par conséquent, f € A = A, d’ou le théoréme. O

Signalons le corollaire suivant, qui est le théoreme original de Weierstrass.

Corollaire 1.4.4 Soit f une fonction continue sur une partie compacte X de R¢ a
valeurs réelles. Pour tout € strictement positif, il existe un polynéome a d indétermi-
nées P et a coefficients réels tel que

sup[f(x) — P(x)| <.
xeX
Autrement dit, les polyndmes a coefficients réels sont denses dans 1’espace des
fonctions réelles continues sur un compact.
Le cas des fonctions a valeurs complexes est 1égerement différent.

Théoréeme 1.4.10 Soient (X,d) un espace métrique compact et A une sous-algébre
de C(X,C). Si A contient les fonctions constantes, si A sépare les points de X et
si f €A = f €A, alors A est dense dans C(X,C).

On a un corollaire analogue.

Corollaire 1.4.5 Soit f une fonction continue sur une partie compacte X de R?
a valeurs complexes. Pour tout € strictement positif, il existe un polynéome P a
coefficients complexes a d indéterminées tel que

sup |f(x) — P(x)| < €.

xeX
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1.5 Espaces séparables, espaces connexes

Ces notions sont un peu moins fondamentales que celles d’espace complet ou
d’espace compact. Cependant, elles sont souvent fort utiles.

Définition 1.5.1 Soit (X, 0) un espace topologique. On dit que (X, O) est sépa-
rable s’il existe une partie dénombrable dense dans X.

Dans le cas d’un espace métrique séparable (X,d), cette définition signifie qu’il
existe une suite (x,),cn d’éléments de X telle que

VxeX,Ve > 0,Imtel que d(x,x,) < €.

Attention : la terminologie classique est un peu malheureuse dans la mesure
ou les notions d’espace séparé et d’espace séparable n’ont strictement rien a voir
I’une avec I’autre. C’est regrettable, mais ainsi le veut 1’'usage.

Exemple. ’espace R muni de sa topologie usuelle est séparable, car I’ensemble
dénombrable des rationnels est dense dans RR.

Proposition 1.5.1 L’image d’un espace topologique séparable par une application
continue est séparable.

Démonstration. Soit (X, ) un espace topologique séparable et f: X — Y une
application continue a valeurs dans un autre espace topologique. On note (x,),eN
une partie dénombrable dense dans X. Soit U un ouvert de Y tel que f(X)NU # 0.
Alors f~1(U) est un ouvert non vide de X, ce qui implique qu’il existe n tel que
x, € f~1(U). Par conséquent, f(x,) € U et la partie dénombrable (f(x,)),cn est
dense dans f(X). O

Proposition 1.5.2 Soit (X;,d,), - ,(Xy,dn) une famille de N espaces métriques
séparables. Si ’on pose

X=X XXXy et

d((Xl,"' axN)a(yb”' 7yN)) = 1<]?2(Ndj<x]‘7yj)a

alors 'espace (X ,d) est un espace séparable.

Démonstration. Pour chaque espace X, on dispose d’une partie dénombrable D
dense dans X ;. Considérons un point x = (x1,--- ,xy) quelconque de X et posons
D =Dy x --- x Dy. Cette partie D de X est dénombrable en tant que produit fini
de parties dénombrables. De plus, comme D; est dense dans X, pour tout € stricte-
ment positif et tout j compris entre 1 et N, il existe un y; appartenant a D tel que
I’on ait
dj(xj,yj) <e.

Par définition de d, on a donc d(x,y) < € ce qui établit la proposition. O
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Proposition 1.5.3 Soient (X,d) un espace métrique séparable et A une partie
quelconque de X. L’espace métrique (A,d) est séparable.

Démonstration. Désignons par D une partie dénombrable dense de X. Pour tout
entier n et tout x de D, on choisit un élément ay , de B(x,n~!) N A si cet ensemble
est non vide. S’il est vide, on prend un quelconque élément de A. On a ainsi défini

une partie dénombrable D aef (ax.n) (xnyepxn de A.
Démontrons que D est dense dans A. Soit a un élément de A. II existe un
élément x de D tel que d(x,a) < n~!. Par définition de D, I’élément a, ,, appartient

a DNB(x,n™1). Donc, il en résulte que
2
d(a,ay,) <d(a,x)+d(x,ax,) < -~

d’oul la proposition. 0J
Attention, la proposition 1.5.3 est fausse dans un espace topologique général

au sens ou 1’on peut construire un espace topologique (non métrisable) séparable
qui contient un sous-espace non séparable pour la topologie induite.

Théoreme 1.5.1 Tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Soit (X,d) un espace métrique compact. Construisons une suite
dense. Soit %, I’ensemble des boules ouvertes de rayon n~!. Cet ensemble consti-
tue bien évidemment un recouvrement ouvert de X. L’hypothese de compacité fait
que nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini. Pour chaque entier n,
notons (X; )< j<j(n) une famille finie de points telle que

J(n)

U xji’l?

j=1
On pose alors
D={xj,,1<j<J(n),neN}.

Cet ensemble D est dénombrable. Démontrons qu’il est dense. Pour cela, consi-
dérons un réel strictement positif € arbitraire et un point x quelconque de X. On
choisit alors un entier n tel que % < €. Par définition des points x; ,, il existe un
entier j tel que d(x,x;,) < rll < & d’ou la densité de D. O

Nous allons maintenant donner un exemple d’espace métrique non séparable.

Proposition 1.5.4 Soit X I’ensemble des fonctions de [0, 1] dans [0, 1] muni de la
distance

d(f,g)= sup |f(x)—g(x)l.

x€[0,1]

L’espace métrique (X ,d) ainsi défini n’est pas séparable.
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Démonstration. Considérons I’ensemble A défini par
A= {1P7P € ‘@([07 1])}7

ou & désigne I’ensemble des parties de X et 1p la fonction caractéristique de P qui
vaut 1 six € Pet0six¢ P. Remarquons deux choses. Tout d’abord, si P # Q, alors
d(1p,1p) = 1. Ensuite, I’ensemble Z?([0, 1]) qui est en bijection avec A, n’est pas
dénombrable. La démonstration de la proposition se conclut grace au lemme 1.5.1
suivant. U

Lemme 1.5.1 Soit (X,d) un espace métrique. S’il existe une partie non dénom-
brable A et un réel o strictement positif tels que

V(xl,)Cz) GAZ,xl 75)62 = d(X1,X2) >a,
alors l'espace (X,d) n’est pas séparable.

Démonstration. Soit D une partie dense dans X. Pour tout a € A, il existe un
élément z de D tel que

a
d < —.
(a7z> — 3

Soient a; et ap deux éléments de A distincts. On choisit deux éléments z; et 2
de D vérifiant I’inégalité ci-dessus. Mais alors, on a

(04

d a17a2)
d )

ar,z1)+d(az,22) +d(z1,22)

a
—+d
s t3 T (z1,22)

200
?er(ZhZz)-

IN

Donc z; est différent de z,. L’application a — z ainsi définie étant injective, si une
partie est dense, elle ne peut étre dénombrable. U

Notons que 1’on peut par contre déduire immédiatement du théoreme de Stone-
Weierstrass 1’énoncé suivant.

Proposition 1.5.5 Si X est un compact de KV, K =R ou C, alors I’espace C(X,K)
est séparable.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que I’ensemble des polyndmes a coefficients
rationnels, lequel est dénombrable, est dense dans I’ensemble des polyndmes pour
la distance de C(X,KK). On en conclut qu’il est dense dans C(X, K) par un argument
de double limite. g
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Passons maintenant a la notion de connexité. Il s’agit de formaliser I’'idée
qu’un espace topologique peut €tre formé de un ou plusieurs « morceaux d’un seul
tenant ».

Définition 1.5.2 On dit qu’un espace topologique (X, 0) est connexe s’il satisfait
I’une des trois propriétés équivalentes suivantes :

i) Il n’existe pas de partition de X en deux parties ouvertes non vides.

ii) Il n’existe pas de partition de X en deux parties fermées non vides.

iii) Les seules parties a la fois ouvertes et fermées de X sont Q) et X.

Si A est une partie de X, on dira que A est une partie connexe si elle est connexe
pour la topologie induite.

L’équivalence entre i), ii) et iii) est claire. La caractérisation fort utile suivante
des connexes est parfois incluse dans leur définition.

Proposition 1.5.6 Un espace topologique (X, O) est connexe si et seulement toute
application continue de X dans {0, 1} muni de la topologie discréte est constante.

Démonstration. Soit (X, 0') un espace topologique connexe et f: X — {0,1} une
application continue. Comme 1’espace d’arrivée est discret, {0} en est un ouvert et
aussi un fermé. Par conséquent, f~1({0}) est un ouvert-fermé de X. C’est donc
soit I’ensemble vide, auquel cas f est constante et vaut 1, soit X tout entier, auquel
cas f est constante et vaut 0.

Réciproquement, supposons que X ne soit pas connexe. Il existe alors un ouvert-
fermé A distinct de 0 et de X. La fonction caractéristique de A, f = 14, est continue
a valeurs dans {0,1}. En effet, f~1({1}) = A est ouvert et f~!({0}) =X \A
également. Elle est par ailleurs non constante car il existe x € A, donc f(x) =1 et
il existe aussi y € X \ A, donc f(y) = 0. O

Donnons tout de suite un exemple important.
Proposition 1.5.7 Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. Soit A une partie connexe de R. Montrons que si x et y ap-
partiennent a A, alors I’intervalle fermé [x,y] est inclus dans A. On raisonne
par ’absurde en supposant qu’il existe z € [x,y] tel que z ¢ A. Dans ce cas,
A = (AN]—co,z[) U(AN]z,+oo]) est une partition de A en deux ouverts non vides,
contradiction. Appelons a = infA € [—oo, 40| et b = supA € |—co, 4-o0|. D’apres
les propriétés des bornes supérieures et inférieures des parties de R, pour tout
n> 0, il existe a,,b, € Atelsquea <a, <a+1/netb—1/n<b,<b(siaeth
sont finis, avec les modifications évidentes dans le cas contraire). Par conséquent,
A contient 'intervalle [a,, b,] pour tout n et est donc ’un des quatre intervalles
la,b], |a,b], [a,b] ou]a,b|.
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Réciproquement, soit A un intervalle de R et B C A une partie ouverte et fermée,
non vide. On va montrer que B = A. Soit ¢ € Bet D = {x € A;[c,x] C B}. On note
d = supD € |—oo, +o0|. Supposons que d < b. En particulier, d est fini, et il existe
une suite croissante x,, € D telle que x, — d. Comme B est fermée, d € B. Par
ailleurs, B est ouverte dans A, donc il existe un intervalle |[d — 1,d + 1| avec 1 > 0
tel que (Jd —m,d+n[NA) C B. Comme d < b, on peut choisir 1 assez petit
pour que d + 1N < b ce qui contredit le fait que d est la borne supérieure de D.
Par conséquent, b = d et si b € A alors d € B. On recommence alors le méme
raisonnement a droite de ¢, pour en conclure que B = A. U

Comme toute bonne propriété topologique, la connexité se marie bien avec la
continuité.

Théoreme 1.5.2 L’image d’un espace topologique connexe par une application
continue est connexe.

Démonstration. Soient (X, 0) et (Y, &) deux espaces topologiques avec X connexe
et soit f continue de X dans Y. On considere une application g: f(X) — {0,1}
continue. Alors go f est continue de X dans {0, 1}, donc constante par la propo-
sition 1.5.6. Par conséquent, g est aussi constante et f(X) est connexe par cette
méme proposition. U

Le corollaire suivant généralise le théoreme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 1.5.1 Si f est continue de (X,0) connexe a valeurs dans R, alors
l’image de f est un intervalle.

Démonstration. On vient de voir qu’un connexe de R est un intervalle. U

Proposition 1.5.8 L’adhérence d’une partie connexe A d’un espace topologique
(X, 0) est connexe.

Démonstration. Considérons une application g continue de A a valeurs dans {0,1}.
La restriction de g a A est donc constante, mettons qu’elle vaille 0. Soit maintenant
x € A\ A. L'ensemble {g(x)} est un ouvert de {0, 1}, donc son image réciproque est
un ouvert U de X qui contient x. Mais par définition de 1’adhérence, il existe y € A
telque y € U.Onadoncy € g~ ({g(x)}), ce qui n’est qu’une facon compliquée
de dire que 0 = g(y) = g(x), et g est constante sur A. O

A contrario, I’intérieur d’une partie connexe n’a aucune raison d’étre connexe,

comme le montre I’exemple de deux disques fermés disjoints du plan reliés par un
segment.

Lemme 1.5.2 La réunion de deux parties connexes A et B de X d’intersection non
vide est connexe.
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Démonstration. Soit f: AUB — {0, 1} continue. Alors fj4 et fg sont constantes.
Comme A N B est non vide, elles prennent donc la méme valeur sur A et sur B, ce
qui implique que f est constante sur A UB et que A U B est connexe. U

La réunion de deux parties connexes d’intersection vide peut €tre ou ne pas
étre connexe (ce n’est donc pas une question), comme le montrent les exemples
[0,1[U[1,2] et [0,1[U]1,2].

Définition 1.5.3 On dit qu’un point x d’un espace topologique (X, 0') est connecté
a un autre point y de ce méme espace s’il existe une partie connexe de X qui les
contient tous les deux.

Théoreme 1.5.3 La relation « x est connecté a 'y » est une relation d’équivalence
sur X.

Démonstration. 1l est clair que cette relation est réflexive — x est connecté a x pour
tout x — et symétrique — si x est connecté a y alors y est connecté a x. Montrons
qu’elle est transitive. Soient trois points x, y et z tels que x est connecté a y et
y est connecté a z. Il existe donc une partie connexe A de X qui contient x et y
et une partie connexe B qui contient y et z. Mais A N B est non vide puisqu’elle
contient y. Par conséquent, le lemme 1.5.2 montre que A U B est connexe. Cette
partie contenant x et z, on en déduit que x est connecté a z. ([

Définition 1.5.4 Une classe d’équivalence pour cette relation s’ appelle une com-
posante connexe de X. L’espace X est réunion disjointe de ses composantes
connexes. On appelle composante connexe de x la composante connexe de X
qui contient X.

Commentaire. On a évidemment une définition analogue pour les composantes
connexes d’une partie A de X. On montre facilement que la composante connexe
de x est la plus grande partie connexe de A qui contient x. C’est donc un fermé dans
A par la proposition 1.5.8. Les composantes connexes de A sont les « morceaux
d’un seul tenant » auxquels on a fait allusion plus haut.

Exemple. Les composantes connexes de Q muni de la topologie induite de R sont
réduites a des points. On dit que QQ est complétement discontinu.

1.6 Quelques remarques sur la topologie des ouverts
de R?

Le but de cette section est essentiellement de démontrer quelques résultats qui
nous seront utiles dans la suite. Ici, lorsque nous ferons référence a des propriétés
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métriques, on supposera toujours R? muni de la distance associée a la norme
euclidienne.
Rappelons 4 nouveau que, sauf entre autres dans le cas trés particulier de R¢,

fermé et borné # compact.

Il est cependant possible de décrire les compacts d’un ouvert de R? grace au
théoreme suivant.

Théoreme 1.6.1 Soit A une partie fermée (pour la topologie induite) et bornée
d’un ouvert Q de RY. Alors

A est compacte <~ ingd(x,Rd \Q) > 0.
xXe

Démonstration. Supposons A compacte. Comme €2 est ouvert, pour tout x de A,
d(x,R?\ Q) est strictement positif. D’apres I’exercice 1.2.5, on sait que la fonction
distance d’un point a un ensemble est continue. Le corollaire 1.4.1 nous dit que
I’infimum est atteint, il est donc strictement positif.

Réciproquement, soit A une partie fermée et bornée de Q vérifiant

8 = infd(x,R?\ Q) > 0.
XEA

Pour démontrer que A est compacte, il suffit de démontrer que A est une partie
fermée de R?. Comme A est fermée dans Q, cela signifie qu’il existe un fermé B
de R? tel que A = BN Q. Soit Q5 /2 le fermé de R¢ défini par

Q50 & {x e RYd(x, R\ Q) > §/2},

(c’est I'image réciproque d’un fermé par une application continue). Comme Qg /2 C
Qetque A C Qg/z, on a

A:Aﬂflg/z: (BﬂQ)ﬂQg/ZZBﬂ(QﬂQS/z) :Bﬂflg/z.

L’ensemble BN Qs /2 est un fermé de R? en tant qu’intersection de deux fermés,
donc A est une partie fermée de R?. U

Le résultat suivant nous sera également utile.
Théoréme 1.6.2 Soit Q un ouvert de R?, il existe une suite de compacts (Ky)en

de Q telle que | J,cny Ky = Q, K, C IntK, | et pour tout compact K de Q, il existe
un entier n tel que K C K,,.
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Démonstration. 11 suffit de poser

S~ 1
K, & B(0,n) N {x e RYd(x, R\ Q) > —}-
n
D’apres le théoreme précédent, c’est un compact de 2. Comme €2 est un ouvert,
pour tout x de Q, d(x,RY\ Q) est strictement positif. Donc, il existe un entier 7 tel
que x € K, d’ou |,y Ky = Q. De plus,

1
K, CB(O,n+1)N {x e R%d(x,RY\ Q) > —} C IntK, 1,
n

d’ou le premier point du théoreme. Quant au second, il suffit d’observer que

U IntKn+] =Q
neN

puisque K, C IntK,, ;. Les ouverts (IntK,,;),en recouvrent donc K, on en extrait
un sous-recouvrement fini et I’on prend 1’adhérence du plus grand de ces ouverts,
qui est bien un certain K,,. 0

Définition 1.6.1 Soir Q un ouvert de R?, on appelle suite exhaustive de compacts
toute suite de compacts qui vérifie les conclusions du théoreme 1.6.2 ci-dessus.

Pour ce qui concerne la connexité, on a le résultat suivant.

Proposition 1.6.1 Tout ouvert de R? est réunion disjointe au plus dénombrable
d’ouverts connexes. En particulier, tout ouvert de R est réunion disjointe au plus
dénombrable d’intervalles ouverts.

Démonstration. Soit Q un ouvert de R?. Tl est égal a la réunion disjointe de
ses composantes connexes. Or, toute boule ouverte B (disons pour la distance
euclidienne pour fixer les idées) de R? est connexe. En effet, supposons que 1’on
puisse écrire B = U; UU, avec Uy, U, ouverts non vides et Uy MU, = (. Choisissons
x €U,y € U,etdéfinissons f: [=1[0,1] — Bpar f(t) =tx+ (1 —t)y. Lapplication
f est continue (c’est le segment qui joint x a y). Son image est donc connexe, mais
) =BNf(I) = U000 fI) = (UiNf(I))U(UaN (1)), (UrnfUT)N(U20
f))=0etxeUnNf(I)#0etyecUyNf(I)# 0, contradiction.

On déduit de ceci que les composantes connexes de €2 sont ouvertes. En effet,
soit Cy la composante connexe de x. Il existe une boule centrée en x et incluse dans
Q. Comme cette boule est connexe, elle est incluse dans Cy qui est la plus grande
partie connexe de € contenant x. Donc C est ouvert.

Pour conclure, il suffit de remarquer que € est séparable, et donc on définit une
injection de I’ensemble des composantes connexes dans N en prenant, pour chaque
composante connexe, le numéro du premier élément de la partie dénombrable
dense lui appartenant. 0
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Commentaire. On appelle parfois domaine un ouvert connexe de R?. Dans les
problemes d’équations aux dérivées partielles, il est souvent suffisant de considérer
des domaines, car les équations posées dans des composantes connexes disjointes
sont en général totalement découplées les unes des autres.

Ainsi s’acheéve notre survol de la topologie générale. Il convient de se rendre
compte que nous n’avons fait qu’effleurer le sujet, lequel est infiniment plus vaste
que ce qui peut transparaitre de ces notes. Nous avons essentiellement tenté d’en
dégager ce qui est le plus utile pour les besoins ultérieurs de 1’analyse appliquée.
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Chapitre 2

Espaces vectoriels normés, espaces
de Banach

Nous allons maintenant nous intéresser a I’interaction entre la topologie et
I’algebre linéaire. Nous nous restreindrons a la classe des espaces vectoriels normés.
Il existe bien d’autres classes d’espaces vectoriels topologiques, utiles en analyse,
mais dont I’étude dépasse le cadre de ce cours. Dans la suite, K désignera R ou
C et la notation | - | désignera suivant le cas la valeur absolue ou le module. Tous
les espaces vectoriels considérés seront des K-espaces vectoriels. La plupart des
notions introduites peuvent étre étendues a des corps K plus généraux.

2.1 Définition des espaces vectoriels normés

Définition 2.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application N de
E dans R est une norme sur E si les trois conditions suivantes sont satisfaites
— N(x+y) < N(x)+N(y) (inégalité triangulaire).
— Pour tout A appartenant a K, on a N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité positive),
— N(x) =0 implique que x = 0.
Une application N de E dans R qui satisfait les deux premieres propriétés est
une semi-norme sur E.

Notation. Trés souvent, on désigne une norme par || - ||g ou bien par || - ||.
Exemples. On considere sur K¢ les trois quantités suivantes

d 1 d
déf 2\ 2 déf déf
Il (R bef) s el & il el Xl

Ce sont trois normes sur K¢ (qui coincident avec la valeur absolue ou le module
pour d = 1). La premiere d’entre elles est la norme euclidienne ou hermitienne
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usuelle.
Soit X un ensemble, on considere le K-espace vectoriel (X, K) des fonctions
bornées de X a valeurs dans K. On définit alors I’application

f = sup|f(x)].

xeX

C’est une norme sur ’espace #(X,K) au sens ci-dessus.
Parmi tous les exemples que 1’on peut donner, il en est de trés importants,
notamment celui qui suit.

Théoreme 2.1.1 Soir (X, 1) un espace mesuré. Pour tout réel p € [1,+e|, on
considere I’espace LP (X ,d). L’ application de LP (X ,du) dans R définie

1

4
pour p <+ par f = |[flr ([ 1f 0P due)" e
pour p = —+oo par f — supess (|f])

est une norme.

On rappelle que, pour p € [1,4-oo[, 'espace LP(X,du) est I'espace des classes
d’équivalences des fonctions sur X a valeurs dans K qui sont ti-mesurables et de
puissance p-ieme u-intégrable, modulo I’égalité p-presque partout. Pour p = +oco,
on remplace « de puissance p-ieme u-intégrable », par [-essentiellement bornée
(i.e. bornée en dehors d’un ensemble de p-mesure nulle). Nous reverrons tout ceci
en détail au chapitre 5.

Définition 2.1.2 Soient E un espace vectoriel sur K et N une norme sur E. Le
couple (E,N) est appelé un espace vectoriel normé ou plus rapidement espace
normé.

La proposition suivante va munir naturellement un espace normé d’une structure
d’espace métrique.

Proposition 2.1.1 Soit (E, || -||) un espace normé, alors I’application définie par

EXE — R+
(x,y) = [x=yll

est une distance sur E, appelée distance associée a la norme || - ||.

La démonstration est laissée en exercice simple.

Convention : Sauf mention expresse du contraire, on considérera toujours I’espace
E muni de la structure métrique ainsi définie. On appelle alors boule unité de
E laboule B(0,1) = {x € E;||x|| < 1} pour cette distance. C’est le prototype de
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toutes les boules de E qui s’en déduisent par une translation et une homothétie
(le vérifier). Dans le cas des espaces vectoriels normés, on a IntB(0,1) = B(0, 1),
AdhB(0,1) = B(0,1) et dB(0,1) = dB(0,1) = 5(0,1) = {x € E;||x|| = 1}.

Comme dans le cas des espaces métriques, on peut avoir a considérer plusieurs
normes sur un méme espace vectoriel et on est donc souvent amené a les comparer
entre elles.

Définition 2.1.3 On dit que deux normes N et Ny sur E sont équivalentes s’il
existe deux constantes strictement positives o et 3 telles que

Vx€eE, N (x) < Nz(x) < BN, (x)

Commentaires. Si c’est le cas, alors on a aussi BN (x) < Nj(x) < o~ Ny (x),
c’est une relation symétrique entre normes. Il est facile de voir que si deux normes
sont équivalentes, alors les distances qui leur sont associées sont fortement équi-
valentes. Elles définissent donc la méme topologie métrique sur E et les mémes
suites de Cauchy.

Nous pouvons des maintenant percevoir de tres grandes différences entre la
dimension finie et la dimension infinie.

Proposition 2.1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes
sur E sont équivalentes.

Démonstration. Soit d la dimension de E et choisissons (e, ez, ...,e;) une base de
E. On munit E de la norme ||x|| = max;<;<4|x;|, ol les x; sont les composantes de
x sur la base choisie (vérifier que c’est bien une norme). Ceci fournit une structure
d’espace métrique sur E et il est facile de vérifier — mais encore une fois faut-il
le faire — que I’application x — (x;)]<;<4 réalise un homéomorphisme entre E et
K? muni de la norme || - ||, ¢’est méme une isométrie. Par conséquent, la sphére
unité S(0,1) de E est compacte (si K = C, il suffit de noter que C est trivialement
homéomorphe a R?%).

Considérons maintenant une seconde norme N sur E. Par I’inégalité triangulaire,
on a pour tout couple (x,y) € E?

IN(x) =N()| <N(x—y), 2.1)
ainsi que

d d
0N < Y uli(er) < ( ;Nm)) x| 2.2)

On déduit immédiatement de ces deux inégalités que la fonction N est continue
pour la topologie métrique induite par la premiere norme.
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Elle atteint par conséquent ses bornes sur le compact S(0, 1) ¢’est-a-dire qu’il
existe z; et zp dans S(0, 1) tels que pour tout z dans S(0, 1),

N(z1) <N(z) < N(z22).

Comme z; # 0, on voit que @ = N(z;) > 0. Posons également f = N(z2).
Pour x = 0, on a trivialement ¢||x|| < N(x) < B||x||. Pour x # 0, on a x/||x|| €
$(0,1), d’ot
1
o <N(x/[lx]]) = WN(X) <B,
ce qui implique le résultat. 0

La situation en dimension infinie est radicalement différente. Considérons par
exemple I’espace E = %([0, 1],R) muni des deux normes || f{| = max,cjo 1) |f(x)]

et ||fll = fol | f(x)| dx. Il n’existe aucune constante strictement positive telle que
IIfle < Bl f]l1- En effet, la suite f,(x) =1 —nx pour 0 <x < 1/net f,(x) =0
pour 1/n < x < 1esttelle que || fu|lc = 1 mais || f,|[1 = 1/2n.

Remarquons que I’on a utilisé la compacité des fermés bornés de R, qui repose
sur la complétude de R. La proposition 2.1.2 est par exemple fausse pour un
Q-espace vectoriel.

Proposition 2.1.3 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels normés tels que E soit
de dimension finie. Toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration. On note | - || et || - ||r les normes respectives de E et F. Soit
d la dimension de E et (ey,ez,...,e4) une base de E. Comme toutes les normes
sur E sont équivalentes, on a max;<;<4 |x;| < B||x||z pour une certaine constante
B > 0, ou les x; sont les composantes de x sur la base choisie. On considere une
application linéaire quelconque f de E dans F. Pour toutx € E, on a

d d
x=Y xei dou  f(x)=Y xif(e)
i=1 i=1

Comme f(x) — f(y) = f(x—y) par linéarité, il suffit de montrer que f est
continue en 0. Prenant les normes dans 1’égalité ci-dessus et utilisant I’'inégalité
triangulaire, il vient

d d
IFClF < ; alll f(e)llF < B (; Hf(@)HF) Xl

Donc, pour toute suite x, telle que ||x,||z — 0, on a bien || f(x,)||r — 0, ce qui
montre la continuité de f. 0
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Situation encore une fois radicalement différente si I’espace de départ E est
de dimension infinie (la dimension de ’espace d’arrivée ne joue absolument
aucun role dans cette affaire). Par exemple, soit E 1’espace des fonctions C' de
I'intervalle [0, 1] dans R muni de la norme || f||. Considérons 1’application &
définie par

o): E — R,
f = f(0).
Cette forme linéaire n’est pas continue (exercice : vérifiez-le !). On peut alors
montrer que son noyau, qui est un hyperplan, n’est pas fermé. En dimension infinie
en général, un sous-espace vectoriel peut ne pas étre fermé.

Proposition 2.1.4 Tout sous-espace de dimension finie d’'un espace vectoriel
normé est fermé.

Démonstration. En effet, soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de £
et soit (x,),en une suite d’éléments de F qui converge dans vers x dans E. Elle est
donc bornée. On a vu que la boule unité de F est relativement compacte, donc il
existe une sous-suite x,, et un y € F' tels que x,,, — y quand p — +-co. Par unicité
de la limite, on voit que x =y € F' ce qui montre que F est fermé. U

Une autre différence entre dimension finie et infinie, qui s’avérera capitale, est
que la boule unité d’un espace de dimension infinie n’est jamais compacte. C’est
ce qu’affirme le théoreme de Riesz.

Théoreme 2.1.2 Soit E un K-espace vectoriel normé. La dimension de E est finie
si et seulement si la boule unité fermée de E est compacte.

Démonstration. On a déja vu que la boule unité fermée d’un espace de dimension
finie est compacte. Réciproquement, soit £ un espace normé dont la boule unité
fermée est compacte. Choisissons un nombre 0 < & < 1 et recouvrons B(0, 1) par
un nombre fini de boules ouvertes de rayon o centrées en des points x;, | <i <N,
de B(0,1). On note M = vect (x,x2,...,xy). C’est un sous-espace vectoriel de E
de dimension finie. On va montrer que £ = M.

On procede par récurrence. Soit x € B(0, 1). Par la propriété de recouvrement,
il existe un indice ip et un point y; € B(0, 1) tels que

X = Xj, + Oy1.

Posons z; = xj,. C’est un élément de M et (x —z;) € aB(0,1). Faisons I’hypothese
de récurrence que nous ayons déja construit z; € M et y, € B(0,1) tels que x — 7 =
aky;. Comme y;, € B(0,1), par la propriété de recouvrement, il existe un indice i
et un point yi1 € B(0,1) tels que

Vi = Xj, + OYiy1-
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On en déduit que
_ Kk R k+1
X =2k = 0 (%X, + 0yg1) = QX + 0 Yy,

d’ou en posant 7| = zx + Othik € M, on obtient bien x — 73| = ak+1yk+1.
On déduit du raisonnement précédent que pour tout x € B(0, 1), il existe une
suite (zx)ren de M telle que

lx — z¢||g < oF — 0 quand k — +-oo.

La suite (zx)ren converge donc vers x et comme M est fermé, on en déduit que
x € M, c’est-a-dire B(0,1)NM = B(0,1). Ceci implique immédiatement par ho-
mothétie que £ = M. U

Commentaires. Un corollaire immédiat du résultat précédent est qu’un compact
d’un espace normé de dimension infinie est nécessairement d’intérieur vide. En
d’autres termes, un point n’admet aucun voisinage compact (on dit qu’un tel espace
n’est pas localement compact). Un autre corollaire est qu’une suite bornée dans
un espace normé de dimension infinie peut parfaitement n’avoir aucune valeur
d’adhérence et qu’une fonction continue sur la boule unité fermée n’a aucune
raison d’y étre bornée, ou d’atteindre ses bornes si elle est bornée.

Définition 2.1.4 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé (E, || - ||). On dit
que A est totale si I’espace vectoriel engendré par A est dense dans E.

Proposition 2.1.5 Dans un espace vectoriel normé séparable, il existe une partie
totale libre au plus dénombrable.

Démonstration. Soit (x,),cn une partie dénombrable dense de E. Il existe au moins
un x,, non nul. On note xy,, le premier d’entre eux. On procede ensuite par récurrence.
Supposons extraite de la suite (x,),en une sous-suite libre (x,,)o<p<4 telle que
vect{x;,0 <i <ny} = vect{x,,,0 < p < g}. Alors, soit vect{x,,,0 < p < q} =E,
auquel cas E est de dimension finie et I’on a terminé, soit il existe n > n, tel que
Xn & vect{x,,,0 < p < q}. On prend pour Xn,,, le premier de ces vecteurs. La
famille (x,,)pen répond a la question. O

Exercice 2.1.1 Soit (e,)nen la famille définie par e,(p) = O, p. Démontrez que
cette famille est totale dans (P (N).

Sur un espace vectoriel, les applications linéaires jouent évidemment un role
privilégié parmi toutes les applications. Dans le cas des espaces normés, leur
continuité se vérifie de maniere tres simple.
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Théoreme 2.1.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application
linéaire de E dans F. L’application f est continue si et seulement si il existe un
ouvert U de E tel que f soit bornée sur U, c’est-a-dire tel que

sup [|f ()] < oo.

xeU

Démonstration. Soit f une application linéaire de E dans F qui ne soit bornée sur
aucun ouvert. En particulier, elle n’est pas bornée sur la boule unité et il existe une
suite (x,)qen d’éléments de E telle que

VneN, x, €B(0,1) et [ f(xn)|lr —> +oo quand n — H-co.
Posons y, = x,,/||f(xn) || Alors

[1Xn | £

(VACH] I VA

c’est-a-dire que y,, — 0 dans E d’une part et

lynlle = — 0 quand n — oo,

IR
1/ (xn) ||F>H B H||f (%n) ||FH ||f(xn)||§

d’autre part, si bien que f(y,) /4 0 = f(0) dans F. Donc f n’est pas continue. Par
contraposition, on en déduit que si f est linéaire continue, alors elle est bornée sur
au moins un ouvert (a savoir ici la boule unité).

Réciproquement, soit f linéaire bornée sur un ouvert U. Pour montrer qu’elle
est continue, il suffit de montrer qu’elle est continue en 0, par linéarité. Soit xq
appartenant a U. Par définition d’un ouvert, il existe une boule ouverte de centre x
et de rayon o > 0 incluse dans U. On peut alors écrire

7wl =\# (7 =1

sup |[[f()[lr = sup If(y—x0)llF

x€B(0,a) YEB(xo,a)
< Supllf(y x0) ||
yeU
< Sngf( IF+I1f(xo) |-
y

Donc I’application f est bornée sur la boule de centre O et de rayon ¢. Appelons
M sa borne supérieure sur cette boule. Pour tout y de £\ {0}, on a

y € B(0,).
2llylle

On en déduit que

Hf<2\|y\|E )|, =m
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Par linéarité de f et homogénéité de la norme, on trouve que

2M
vy e E, I70)lF < = Iyls.
On en déduit immédiatement que f est continue en 0. 0

Attention, on a bien pris garde de ne pas utiliser d’argument de compacité :
une application linéaire continue est bornée sur la boule unité (et réciproquement)
méme en dimension infinie ! On tire aisément de la démonstration précédente le
critere de continuité qui suit et que 1’on utilise systématiquement dans la pratique.

Corollaire 2.1.1 Une application linéaire f de E dans F est continue si et seule-
ment si il existe une constante C telle que

VxeE, [ f()llr<Cllx|e.

En particulier, si f est lin€aire continue, elle est 1-lipschitzienne. Le théo-
reme 2.1.3 se généralise assez facilement aux applications multilinéaires.

Théoreme 2.1.4 Soient ((Ej, || -||j))i<j<n une famille d’espaces vectoriels nor-
més et (F, || -||) un espace vectoriel normé. On considére une application N-linéaire
de E| X --- X Ey dans F. Cette application f est continue de E1 X --- X Ey dans F
si et seulement si

sup ”f(xlu"'7-xN)HF<+°°.
i1 <L [l llv<1

De plus, si f est continue de E1 X --- X Ey dans F, alors elle est lipschitzienne sur
les ensembles bornés de E| X --- X Ey.

La démonstration de ce théoreme est un bon exercice. De méme une application
multilinéaire est continue si et seulement si on peut trouver une constante C telle
que

N
V(x1,,xn) €Ey X - X Ey, || f(x1,-xw) |l < C[ T IIxill&:-

i=1

Proposition 2.1.6 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On désigne par
Z(E,F) I’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
L’application

.

déf
Al zer E sup [F()llr

xlle<1

est une norme sur £ (E,F).
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Démonstration. 11 est trés facile de montrer que .Z’(E, F) est un espace vectoriel.
Vérifions les trois propriétés définissant une norme.

Supposons que || f|| #(g,F) = 0. Ceci implique que f(x) = 0 pour tout x de la
boule unité fermée. Alors, pour tout x # 0, y = x/||x|| est dans cette boule, d’ou

Fx) = f(lxlley) = Ixlef () = 0.

Par conséquent, f = 0.
Soient f € Z(E,F)etA €K, ona

1A )| = LIS ()] -

Il en résulte que

sup [|Af()][r = [A] sup [|f(x)]F,

[[xlle<1 [[xl[e<1
d’olu ’homogénéité positive.
Enfin, soient f} et f, deux éléments de £ (E,F). On a

1/106) + 20 lF < LA [F + L2001 F
Ainsi donc, pour tout x de E de norme inférieure a 1, on a
1) + 20l < I fill 2E.r) + 122l 2(E,7)-
La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit que
i+ llzer) < fillzer) + 1 2leEF)
d’ou I’inégalité triangulaire. U
Une conséquence immédiate des résultats qui précedent.

Corollaire 2.1.2 Soit f € Z(E,F), alors

VeeX, [fO)lr <Ifllzerlxle,

et | f|l.#(e,r) est la plus petite constante telle que cette inégalité ait lieu.

On voit donc également que

flx
Hf“.z(E,F) = sup | H( ”)HF = sup ||f(x)]F-
xee\{0} IIXIE [[x]|z=1

Proposition 2.1.7 Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, f € L (E,F)
et g € £L(F,G). La composée go f appartient a £ (E,G) et

lgo fllziEc) < IfllzErlglezEac:
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Démonstration. On sait déja que go f est linéaire continue. II suffit alors d’observer
que pour tout x € E.

lgof)lle < llgllz el f ()

<
< llgllzw.olflzE.rlxle,

et I’on prend la borne supérieure pour x dans la boule unité de E. U

Remarque. Si E = F = G, on note simplement .Z(E) © (E,E). Pour tout

(f.8) € Z(E),
180 fllz@) < Ifllz@)llgll 2 E)- (2.3)
On dit que -Z(E) muni de sa structure d’espace vectoriel et de la composition
est une algebre normée.

Définition 2.1.5 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On dit qu’une
application linéaire f de E dans F est un isomorphisme si elle est bijective et
si f et f~' sont continues. On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme entre E et F.

D’apres ce qui précede, il est clair que f est un isomorphisme si et seulement si
elle est surjective et il existe une constante C > 0 telle que

Vx€E, C Yl < f@)]F <Cllxfe.

Deux espaces normés isomorphes ont donc essentiellement la méme structure
algébrique, la méme structure topologique et la méme structure uniforme.

2.2 Espaces de Banach

Nous avons vu que la complétude est une notion fondamentale pour les espaces
métriques. Reprenons-la dans le contexte des espaces normés.

Définition 2.2.1 Soit (E,||-||) un espace normé. On dit que (E, || - ||) est un espace
de Banach si I’espace métrique (E,d), on d est la distance associée a la norme
||| G.e. d(x,y) = |[x—]||), est un espace complet.

Exemples. L’espace RY muni de la norme euclidienne est un espace complet. Plus
généralement, tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel
normé sur R ou C est un espace de Banach. Soient £ un espace de Banach et X
un ensemble ; I’ensemble Z (X, E) des fonctions bornées de X dans E muni de la
norme )
11l ) < sup £ (o)l
xeX
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est un espace de Banach.

Soit C¥(S!) I’espace vectoriel des fonctions 27-périodiques et k fois contini-
ment dérivables a valeurs réelles ou complexes. Muni de la norme

171 sup (),
x€[0,2m]
J<k

c’est un espace de Banach.
Remarque. Les espaces normés que nous rencontrerons seront presque toujours
complets. Le théoréme suivant (voir chapitre 5) est une des raisons essentielles du
succes de la théorie de I’intégration de Lebesgue.

Théoreme 2.2.1 Soit (X, L) un espace mesuré. Pour tout réel p appartenant a
Uintervalle [1,4-o0], I'espace (LP(X,dW), || - ||r) est un espace de Banach.

La proposition suivante va nous fournir un nouvel exemple tres important.

Proposition 2.2.1 Soient E un espace normé et F un espace de Banach. Alors
Pespace £ (E,F) muni de la norme définie dans la proposition 2.1.6 est un espace
de Banach.

Démonstration. Soit une suite de Cauchy (f,)en de Z(E,F). D’apres la défi-
nition de la norme sur I’espace .Z(E,F), on en déduit que, pour tout x de E, la
suite (f,(x))nen est une suite de Cauchy de F. L’espace F étant supposé complet,
il existe, pour tout x de E, un élément de F, que nous notons f(x) tel que

lim f,(x) = f(x).

n—yoo

Il suffit maintenant de démontrer que f appartient a .2 (E,F) et que
lim f, = f dans Z(E,F).
n—oo

L’unicité de la limite assure tres facilement que f est une application linéaire.
Comme la suite (f;,),c est de Cauchy, elle est bornée (proposition 1.3.1). Il existe
donc une constante C telle que

sup - [Ifa)lle < €.

ne
lxllE<1

Par conséquent, pour tout x dans la boule unité de E

sup (| fu(x)[[F < C,
neN
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d’ou en passant a la limite en n,

IF)lF <C.

Ceci étant vrai pour tout x de la boule unité de E, en prenant la borne supérieure, il
vient

sup |[f(x)l[Fr <C.

[xlle<1

Donc, I’application linéaire f est continue. Démontrons la convergence de la
suite (fy)nen vers f dans Z(E, F). La suite (f,)nen étant de Cauchy, pour tout €
strictement positif, il existe un entier ng tel que I’on ait, pour tout couple m,n > ny,

sup [fn(x) = fm () [|F <&

llxl[£<1

Par un passage a la limite analogue a celui effectué plus haut lorsque m tend vers
I’infini, on obtient

sup [[fu(x) = f(0)[|F <&,

Ixle<1

ce qui acheve la démonstration de la proposition. 0

Théoreme 2.2.2 Soient E et F deux espaces vectoriels normés, G un sous-espace
dense de E et f une application linéaire continue de G dans F. Supposons que F
soit complet. Il existe alors un unique élément f de £ (E,F) tel que fic=1

Pour démontrer ce théoreme, il suffit d’appliquer le théoreme 1.3.1 et de vérifier
que le prolongement ainsi obtenu est linéaire, ce qui est un exercice facile laissé au
lecteur.

Proposition 2.2.2 Soit E un espace de Banach et (x,),cN une suite d’éléments
de E. Si la série a termes positifs (||xy||g)nen est convergente, alors la suite des

sommes partielles
N

Sy = Z X, est convergente.
n=0
<Y lxlle
neN

Démonstration. En effet, on a pour tout couple d’entiers N et P,

N+P
[Snep—SnllE = H Y x

n=N+1

N+P

Y, Al

n=N-+1

E

IN
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par I’'inégalité triangulaire. L hypothese de sommabilité de la série des normes
implique que, pour tout € strictement positif, il existe un entier Ny tel que
N+P
VN > Ny, VP, Z |lxa||E < €.
n=N+1
La suite (Sy)nyen est donc de Cauchy, ce qui, vu que I’espace E est de Banach,
montre qu’elle converge.
Par ailleurs, par I’inégalité triangulaire

N
ISnlle < Y llxlle-
n=0

Passant a la limite dans les deux termes quand N — 4-co, on obtient la majoration
de la norme. g

Commentaire. Dans un espace vectoriel normé tout comme dans le cas réel, on
dit qu’une série est convergente si la suite des sommes partielles est convergente.
Dans ce cas, on appelle somme de la série, et I’on note ;f:oxn ou ) ,cNXn, la
limite de cette suite des sommes partielles. Le théoreme précédent nous dit que,
dans un espace de Banach, si la série des normes est convergente dans R, alors la
série elle-méme est convergente. On dit que la série est normalement convergente.

Théoreme 2.2.3 Si E est un espace normé tel que toute série normalement conver-
gente est convergente. Alors E est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (x,),cn une suite de Cauchy de E, nous allons en extraire
une suite convergente, ce qui, d’apres la proposition 1.3.3, assurera le résultat.
On définit I’application ¢ de N dans N par ¢(0) =0 et

3 . 1
o(n+1) dﬁfmm{m > @ (n)+ 1; sup || xm — XmipllE < —}

p>0 (n+2)?
Ainsi donc, on a, pour tout entier #,
1
1% (nt1) = Xg () lIE < CENE
Posons y, cﬁfxq,(nﬂ) —Xp(n)- Ona
1
ynlle < ), 775 <o
2 ol = X Gy

Donc par hypothese, la suite

N
SN="Y Yn = Xp(n) — X0
n=0

converge, d’ou le théoreme. [l
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Exercice 2.2.1 Soient E et F deux espaces normés tels que F soit complet. On
consideére une suite bornée (f,)nen dans £ (E,F). On suppose qu’il existe un
sous-espace vectoriel G de E, dense dans E et une application linéaire f de G
dans F telle que

Vx e G, lim f,(x) = f(x).
n—soo
Démontrez que ’on peut prolonger f en un élément fde Z(E,F) et que
Vx € E, lim fu(x) = f(x).

Exercice 2.2.2 Soient E et F deux espaces vectoriels normés tels que E soit un
espace de Banach. Si 1 est une isométrie de E dans F, alors i1(E) est fermé dans F.

Les deux théorémes suivants sont des conséquences importantes du théo-
reme 1.3.3 de Baire. Le premier est le théoreme de Banach-Steinhaus ou principe
de la borne uniforme.

Théoréme 2.2.4 Soient E et F deux espaces normés avec E complet, et (f3 )ca
une famille quelconque d’élements de £ (E, F ). Supposons que, pour tout x de E,
la famille (f (x))aca soit bornée dans F. Alors la famille (f3)jcp est bornée
dans £ (E,F).

Démonstration. Considérons les ensembles F) , définis par

Fy , ={x€E telsque | f3(x)||F < p}.

Ces ensembles F) _, sont des fermés de E en tant qu’images réciproques de fermés
par une application continue. Donc les ensembles F), définis par

déf
Fp = ﬂ Fyp
AEA

sont des ensembles fermés car ce sont des intersections de fermés.

Soit x un élément quelconque de E. La famille (fj (x));ca est par hypothése
bornée. Dong, il existe un entier p tel que x appartienne a F),, ¢’est-a-dire que la
réunion de tous les F), est I’espace E tout entier.

Comme E est complet, d’apres le corollaire 1.3.1 du théoréeme 1.3.3 de Baire,
il existe un entier py tel que F, o 7 0. Par conséquent, il existe un point xo et un réel
strictement positif « tel que B(xp, &) soit incluse dans F,,. On a donc, pour tout
A EA,

sup [[fa(x)l[F < sup [[fa(x+x0)l[F + /2 (x0)lIF

lxlle<a [xlle<a
< sup  [|faO)F+ I fa(xo)llF
y€B(xo,0t)
< 2po.
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Ceci implique que
2po
1fall zer < =

et la famille (f} ))ca est donc bornée dans Z(E, F). O

Commentaires. Le théoreme de Banach-Steinhaus est tout a fait remarquable dans
la mesure ou il montre que, pour une famille d’applications linéaires continues sur
un espace de Banach, une borne ponctuelle implique une borne uniforme, ce qui est
bien siir violemment faux si I’on considere des familles d’applications continues
quelconques.

Il admet méme une version plus forte aux termes de laquelle on a I’alternative
frappante suivante : soit il existe un ensemble dense de points x € E tels que
(f2(x))aca n’est pas bornée (cet ensemble est méme un Gg, ¢’est-a-dire une inter-
section dénombrable d’ouverts), soit la famille est uniformément bornée comme
précédemment.

Corollaire 2.2.1 Soient E et F deux espaces normés, E complet, et soit (f,)neN
une suite de £ (E,F). Supposons que,0 pour tout x de E, la suite (f,,(x)),ecn soit
convergente et désignons sa limite par f(x). Alors la suite (f,)nen est une suite
bornée de £ (E,F), f appartient a £ (E,F) et l’on a

1/ 1l.2&.F) < Himinf[|fu]| 2 (& F)-

Démonstration. Tout d’abord, il est clair par unicité de la limite que f est une
application linéaire.

Comme pour tout x de E, la suite (f,,(x)),cn est convergente par hypothese, elle
est bornée dans F'. On peut donc lui appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus.
Par passage a la limite dans la borne uniforme, on obtient alors que,

_ 2
vxeBO,1), F)r <22,

(04

et f est donc continue.
Démontrons maintenant la majoration de la norme de f. Soit x un élément de
la boule unité de E. On peut alors écrire

IFNF = Tim [ fu(x)[7
= liminf || £, (x) |

< 1iminf||f,,||$(E,F) (car ||x||g < D).
n—oo

Prenant le sup sur x dans cette inégalité, on obtient le corollaire. U
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Remarque. L’inégalité majorant la norme de f peut étre stricte comme le montre
I’exemple suivant.

On considere I’espace ¢! (N) des suites a valeurs complexes telles que la série
qui leur est associée est absolument convergente. C’est bien siir un espace de
Banach pour la norme Y,,cp |X,|- On considére la suite de formes linéaires (e,),eN
définie par

en((xp) pen) défxn-

C’est un exercice facile de démontrer que
Vx e (1(N), lim e,(x) = 0.
n—yoo

I est tres facile d’observer que ||ex || & (1) ) = 1-

Le théoreme suivant, connu sous le nom de théoreme de Banach, est une autre
conséquence importante du théoreme de Baire.

Théoreme 2.2.5 Soient E et F deux espaces de Banach et f un élément de
L (E,F). Si f est bijective, alors f~' € Z(F,E).

En d’autres termes, une application linéaire continue bijective entre deux espaces de
Banach est automatiquement un isomorphisme : il n’est nul besoin de vérifier que
f~! est continue. Le théoréme de Banach est une conséquence facile du théoreme
de I’application ouverte suivant.

Théoreéme 2.2.6 Soient E et F deux espaces de Banach et f un élément de
Z(E,F). Si f est surjective, alors il existe une constante @ > 0 telle que

f(BEe(0,1)) D Br(0, ).
Démonstration. Posons F, = Adh(f(Bg(0,n)). Comme f est surjective, on a
F = U, en Fn. Grace au théoreme de Baire, on en déduit qu’il existe ng tel que
IntF;,, # 0. Comme Fj = n,, ano, on en déduit que Int F; # 0.
Il existe donc yg € Adh(f(Bg(0,1))) et un nombre o > 0 tels que Br(yo,40) C
Adh(f(Bg(0,1))). Par linéarité de f, on aussi —yg € Adh(f(Bg(0,1))). Or pour

tout y € Br(0,4a), nous pouvons écrire y = y+ yg — yo et il existe deux suites xj
et x; dans Bg(0, 1) telles que

fa) —y+yo et fx) — —yo.
On en déduit que x] = x; +x, € B(0,2) est telle que

f&) —y = Br(0,4a) C Adh(f(B£(0,2))),
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soit encore par linéarité de f et homogénéité des normes

¥r>0, Bp(0,r)C Adh (f(BE (0, é))) 2.4)

Soit maintenant y € B (0, ¢¢). Pour conclure, nous devons construire un x €
Bg(0,1) tel que y = f(x). D’apres I’inclusion (2.4) avec r = «, il existe x; tel que

x1 €Bg(0,1/2) et |y—f(x1)|r < /2.

Supposons construite une suite x;, k = 1,...,n, telle que
x n
% € Bp(0,275) et Hy—f< xk>H <2"a.

Posanty, =y—f (Zzzl xk) , 'inclusion (2.4) avec r = 27" nous fournit un x|
tel que

Xpi1 € Bp(0,270FD) et

Yn —f(xnﬂ)HF <2 g,

Nous voyons que la série Z,j:l Xy, ainsi construite est normalement convergente.

Comme E est complet, elle converge vers un certain x € E. De plus,

oo oo
e < Y lalle < Y 274 =1,
k=1 k=1

et par construction ||y — f(x)||r <0, soity = f(x). O

Un corollaire important de ce qui précede est le théoreme du graphe fermé.

Théoreme 2.2.7 Soient E et F deux espaces de Banach et [ une application
linéaire de E dans F dont le graphe est fermé dans E x F. Alors f € L (E,F).

Démonstration. On munit E X F de la norme ||(x,y)||exr = ||x||£ + ||y||F qui en
fait espace vectoriel normé et I’on a (x,,,y,) — (x,y) dans E X F si et seulement si
X, — x dans E ety, — ydans F. Le graphe de g est ’ensemble

G(f)={(x,y) €ExF;y=f(x)}.
Considérons une nouvelle norme sur E
[xll2 = [|x[|£ + [l £ () |,

et soit x, une suite de Cauchy pour cette norme. Il s’ensuit que c’est une suite
de Cauchy pour la norme de E et que f(x,) est une suite de Cauchy dans F. Par
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conséquent, il existe (x,y) € E X F tel que x,, — x dans E et f(x,) — y dans F. Or
(xn, f(xn)) € G(f) et le graphe G(f) est fermé dans E x F. Donc (x,y) € G(f),
c’est a dire que y = f(x). Comme

[0 = xll2 = |l = xl[£ + [1f (0 = X) |7 = [lxa — x| + [/ () = fF ()|,

on voit que (E, || -||2) est complet.

L’application identité de (E,| -||2) dans (E,| - ||[g) est bijective, continue
puisque ||x||g < ||x||2 et les deux espaces sont de Banach. Par le théoréme de
Banach, I’identité est un isomorphisme. En particulier il existe une constante C
telle que ||x||> < C||x||g, soit

If e < lixlle +[f)llr < Clixle,
et f est continue. O

Remarques. La seconde norme sur E est souvent appelée « norme du graphe ».
Notons que si f est continue, alors son graphe est trivialement fermé, et qu’il existe
de nombreuses applications non linéaires non continues dont le graphe est fermé,
par exemple, E = F =R, f(x) = % six#0et f(0)=0.

2.3 Inverses et spectre dans .2 (E)

L’un des résultats de base sur les éléments inversibles de .Z(E) est le suivant.

Théoréme 2.3.1 Soit E un espace de Banach. Les éléments de £ (E) qui sont a
distance strictement inférieure a 1 de 1d sont inversibles dans £ (E),

Vu € Byg)(ld, 1),3 e Z(E)tel queuou ' =utou=1d.

Démonstration. Posons
N

Sv=Y (=1)"(u—1d)".

n=0
D’apres la proposition 2.2.2 et I’inégalité (2.3), la suite (Sy)yen converge vers
un €lément g de Z(E) deés que [lu—1d| »(g) < 1, ce qui implique aussi que
(u—Id)M+! — 0. Par ailleurs, on a
Syou = Syo(Id4u—1d)
— Id—(—l)NH(u _Id)N+1
= uodSy.
En passant a la limite dans I’égalité ci-dessus, on en déduit que
gou=uog=1Id,

ce qui conclut la démonstration de ce théoreme. 0
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Corollaire 2.3.1 L’ensemble U (E) des éléments inversibles de £ (E) est un ouvert
et ’application Inv définie par

{U(E) — U(E)
u— u!

est continue.

Démonstration. Soit ug un élément de U (E). Considérons alors un élément u de
Z(E) tel que
1
| —uol| 2(£) —
“ uy || (k)

D’apres I’inégalité (2.3), il vient
||Mou6] —Id“f(E) < 1.

D’apres le théoreme précédent, u o uy I est inversible, donc u aussi. L’ ensemble
U (E) est donc ouvert.

Montrons ensuite la continuité en Id. Comme Z’(E) est un espace métrique, il
suffit de considérer une suite u, telle que |lu, —1d || »(g) — 0. Gréce a la représen-
tation en série entiere vue précédemment, on peut supposer n assez grand pour que

=Y (= D)F(u, — Id)*. Par conséquent, u, ' —1d = ¥, (—1)F(u, — Id)* et

i — 14| <ZH n—1d)"| (g

|t —1d || 2(£)
<Y |un—1d|%, 1 = — 0 quand n — +oo.
1;1 ! ZE T — lup —1d ||

Pour achever la démonstration du corollaire, il reste a observer que, si u,, — u €
U(E). alors g = uou~" —1d, car ||g, —1d|| z(z) < [lun — ] ) =" | o) = 0.
Donc g, ! =uou, ! — 1d d’apres ce qui précede, etdonc u, ' =u=log, ' — u~!

par le méme argument. U

Exercice 2.3.1 Démontrer que I’application Inv est analytique sur U (E).

Exercice 2.3.2 Soient E un espace de Banach et I un intervalle de R, on désigne
par € (1,E) I’ensemble des fonctions continues de I dans E. On se donne une
fonction continue A de I dans £ (E) et I’on fixe un réel ty dans ’intervalle I. On
définit alors, pour tout réel A, I’espace F), des fonctions f de € (I, E) telles que

— o A d
171 < supe™ o A0 (1) < oo
t
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1) Démontrer que, muni de la norme définie ci-dessus, F) est un espace de
Banach.

2) Démontrer qu’il existe un réel strictement positif A tel que, pour tout A > Ay,
I’application définie par

F, — F
@7{ s t/}—>f(t)+j;f)A(’L')f(r)d‘c

appartient a U(Fy).
3) Soit fo € €(I,E), posons f = o/~ fy. Calculez o' (t) — </ (t)f(t). Quel

théoréme connu a-t-on ainsi redémontré ?

Définition 2.3.1 Soient E un espace de Banach sur K et u un élément de £ (E).
On appelle spectre de u et I’on note Sp(u) ’ensemble des éléments A de K tels
que u— A 1d ne soit pas inversible. On dit que A € K est une valeur propre de u si

ker (u— A1d) # {0}.

Il est clair que toute valeur propre appartient au spectre. Par contre, le spectre
n’est pas toujours réduit aux seules valeurs propres.

En dimension finie, il n’existe qu une seule facon de ne pas étre inversible pour
une application linéaire. En effet, soit # une application linéaire de E dans E, avec
dimE < +oo. L’algebre linéaire élémentaire dit que

u bijective < u surjective < u injective.

L application réciproque u~! est linéaire donc continue puisque nous sommes en
dimension finie. Le spectre est donc dans ce cas égal a I’ensemble des valeurs
propres.

Il en va tout autrement en dimension infinie. Par exemple, soit E = ¢*°(N) muni
de la norme

déf
”(xn>n6N”£°°(N) = sup |x,|.
neN

C’est un espace de Banach. Considérons le décalage a droite u; défini par

u: E— E
(xn)nEN = (yn)n€N7 yo=0,y,=x,-1 sin=>1.
L’application ] est une isométrie, ¢’est-a-dire que ||u;(x)|| = |||/, donc injective,
mais elle n’est pas surjective. Dans ce cas, 0 € Sp(u;) mais 0 n’est pas valeur
propre.

On a aussi le décalage a gauche up défini par

u: E — E
(xn)nEN = (yn)n€N7 Yn = Xn+1.
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Lapplication u; est surjective, mais pas injective. Mais cette fois-ci 0 est une valeur
propre.

Proposition 2.3.1 Soient E un espace de Banach sur K et u un élément de £ (E).
Le spectre de u est un compact inclus dans la boule fermée de centre O et de rayon

ull 2(k)-
Démonstration. En effet, I’application L, définie par

L,;:K— Z(E)
A—u—Ald

est une application continue de K dans .Z(E). Or, par définition de Sp(u), le spectre
est I’image réciproque par I’application continue L, du fermé Z(E) \ U (E), donc
le spectre est fermé. De plus, si [A] > ||lul| »(g), écrivons

u—Ald=-21 (Id—%u).

Comme Id—A lu e B(1d, 1), elle est inversible, et donc u — A Id aussi, c’est-a-dire
A & Sp(u). O

Théoréme 2.3.2 Soient E un espace de Banach sur C et u un élément de £ (E).
Le spectre de u n’est pas vide.

Démonstration. Supposons que le spectre de u soit vide. On considere alors 1’app-
plication L, I définie par
L' C— Z(E)
A= (u—AId)~L

D’apreés I’exercice 2.3.1, ’application L, ! est analytique de C dans .Z(E). En
particulier, pour tout x € E et toute forme linéaire continue v sur E (voir chapitre
suivant), ’application A ~ v(L, ! (x)) est analytique de C dans C. De plus, on a

-1
L) = % (%u—ld) |

lim L, '(2)=0.
[A]—-+oo

Il en résulte que

Donc I’application A + v(L; !(x)) est une fonction entiére bornée sur C, donc
constante d’apres le théoreme de Liouville, donc nulle d’apres la limite ci-dessus.
On en déduit que L, ! = 0, ce qui est absurde. Il en résulte que le spectre de u n’est
pas vide. U
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Attention ! Le corps de base est tres important dans les questions de spectre et ceci
n’a rien a avoir avec la dimension infinie. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer
qu’une rotation de R? d’angle non congru 2 0 modulo 7 a un spectre vide sur R
(ses valeurs propres sont complexes).

2.4 Opérateurs compacts

On parle souvent d’opérateur pour désigner une application linéaire — continue
ou non — sur un espace vectoriel de dimension infinie.

Définition 2.4.1 Soient E et F deux espaces de Banach. Un élément u de £ (E,F)
est dit compact si et seulement si pour toute partie bornée A, u(A) est relativement
compacte.

Exercice 2.4.1 Démontrez que si I’image de u est de dimension finie, alors u est
compact.

Il existe une caractérisation des opérateurs compacts en termes de suites.

Théoréme 2.4.1 Soient E et F deux espaces de Banach. Un élément u de £ (E,F)
est compact si et seulement si pour toute suite bornée (x),cn d’éléments de E, la
suite (u(xp))nen posséde une valeur d’adhérence.

Démonstration. Supposons que u soit compact et considérons une suite bornée

quelconque (x,),en d’éléments de E. Posant M a«f sup,, |[xx| £, la suite (u(x,))neN
est incluse dans u(Bg(0,M)), ensemble relativement compact dans F. On peut
donc extraire de la suite (u(x,)),cn une sous-suite convergente.

Réciproquement, soient A une partie bornée de E et (y,),en une suite d’élé-
ments de u(A). Il existe donc une suite x, € A telle que y, = u(x,). Cette suite étant
bornée, on en déduit que la suite (y,),cn admet une valeur d’adhérence dans F, ce
qui montre que u(A) est relativement compacte. O

Proposition 2.4.1 Soient E et F deux espaces de Banach. Un élément ude £ (E,F)
est compact si et seulement si u(Bg(0,1)) est relativement compacte.

Démonstration. En effet, si A est une partie bornée de E, il existe A > 0tel que A C
ABE(0,1). Mais alors I’adhérence de u(A) est incluse dans A Adh(u(Bg(0,1))) qui
est compacte, d’ou la proposition. O
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Théoreme 2.4.2 Soient E, F et G trois espaces de Banach.
— L’ensemble ¢ (E,F) des éléments de - (E,F) qui sont compacts est un
sous-espace vectoriel fermé de £ (E, F).
— Soientu € L(E,F) etve ZL(F,G); alors I'opérateur vou est compact dés
que u ou v l’est.

Démonstration. Montrons d’abord le premier point. Soient u et v deux opérateurs
compacts de E dans F et A un scalaire. Considérons une suite bornée (x,),en
de E. Comme u est compact, on peut en extraire une sous-suite (x,,),cn telle
que (u(xy,)) pen est convergente. Comme v est compact, on peut de cette sous-suite
extraire une seconde sous-suite (x,, )gen telle que (v(x,, ))qen est convergente. La
suite ((Au+v)(xy,, ))qen estdonc convergente. On en déduit que I’ opérateur Au+v
est compact.

Démontrons maintenant que % (E,F) est fermé. Soient u un élément de
J (E,F) et A une partie bornée de E. D’apres le théoreme 1.4.6, il suffit de
démontrer que, pour tout réel strictement positif €, on peut recouvrir u(A) par un
nombre fini de boules de rayon € centrées en des points de u(A). Or, il existe un
opérateur compact v tel que

€ déf
lu—=vligEr) < 7775 avec M(A) = suplix].
0 am(a) e
Comme v est compact, il existe un ensemble fini (x;)<;j<y d’éléments de A tel
que

v(A) C | Br(v(xj),€/2).
j=1

Ainsi donc, pour tout y de u(A), il existe x € A tel que y = u(x) et donc un indice j
tel que

[y —u(xj)|| < flu@x) = v+ [[v(x) = vlx) | + [[v(x;) — ulx)) |
<€,

ce qui implique que u(A) C U]Jy:l Br(u(xj),€).

Passons au deuxieme point. Supposons v compact et considérons une suite
bornée (x,),cn de E. Comme u est continue, la suite (u(x,),cn) est bornée dans
F et, comme v est supposée compacte, la suite ((vou)(x,)),cn admet une valeur
d’adhérence dans G. Donc v o u est compact.

Supposons maintenant u compact et considérons une suite bornée (x;),cn de E.

On peut en extraire une sous-suite (x,,) ,en telle que (u(xy,))pen est convergente

dans F'. Comme v est continue, la suite (vou(x,,))yen est convergente dans G.

Donc vou est compact. U
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Exercice 2.4.2 Soit (X,d) un espace métrique compact. On considere sur l’espace
C*(X,K) des fonctions holderiennes d’exposant a. € |0, 1] de X dans K, la norme

) ) 0]
[alr” —)Sclel)lg‘f(xﬂ + (x;l)lfxz d(x,y)*

X7y

1) Démontrez que cette norme munit C*(X,K) d’une structure d’espace de
Banach.

2) Démontrez que, pour tout @, l'inclusion de C*(X,K) dans I’espace de
Banach des fonctions continues de X dans K est compacte.



Chapitre 3

Dualité dans les espaces de Banach

3.1 Le concept de dualité

Le concept de dualité, c’est-a-dire la considération de 1’espace vectoriel des
formes linéaires sur une espace vectoriel donné, est certainement bien connu du
lecteur dans le cadre des espaces vectoriels de dimension finie. En termes matriciels,
il se traduit simplement par la transposition des matrices de coordonnées, les
matrices colonnes devenant des matrices lignes. L’espace des formes linéaires
sur un espace de dimension d, le dual de cet espace, est également un espace
vectoriel de dimension d. Un espace vectoriel de dimension finie est donc toujours
isomorphe a son dual, quoique de facon non canonique, et il n’y a guere de mystere.

Nous étudierons ici le concept en dimension infinie. Des phénomenes fonda-
mentalement nouveaux apparaissent. Tout d’abord, il existe des formes linéaires
non continues. Nous nous empressons de les ignorer. Plus dépaysant, I’ensemble
des formes linéaires continues sur un espace vectoriel normé E pourra apparaitre
comme tres différent de 1’espace E.

Définition 3.1.1 On appelle dual algébrique d’un K-espace vectoriel E et I’on
note E* I’ensemble des formes linéaires définies sur E.

On appelle dual topologique d’un K-espace vectoriel normé (E, || -||) et ’on
note E' I’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E. On munit E' =
Z(E,K) de sa norme d’espace d’applications linéaires continues

1]l = sup |€(x)].

Ixlle<1

Remarquons que, comme le montre I’exemple de la forme linéaire ) définie
page 61, les deux espaces ci-dessus définis ne coincident pas en dimension infinie.
En fait, le dual algébrique £* d’un espace vectoriel normé de dimension infinie est
un espace vectoriel « énorme » dont on ne sait en général pas grand-chose et qui se
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révele peu utile dans la pratique. Le dual topologique est par contre extrémement
utile dans bien des situations. Dans la suite, lorsque nous dirons simplement dual,
il s’agira toujours du dual topologique.

Notons d’abord que, d’apres la proposition 2.2.1, le dual E’ de n’importe quel
espace vectoriel normé E, est un espace de Banach.

L étude et la description de cet espace E’ donne parfois lieu a des probléemes
redoutables. Toutefois, dans de nombreux cas, nous verrons qu’il est possible de
représenter tres concretement le dual d’un espace vectoriel normé.

Il existe une forme bilinéaire naturelle sur le produit d’un espace et de son dual.

Proposition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel normé. Alors ’application (-,-)
définie par
() E'xE - K
déf
(,x) — (£,x) = £(x).
est une forme bilinéaire continue. On [’appelle le crochet de dualité.

Démonstration. 1l est bien clair que nous avons affaire a une forme bilinéaire sur
E' x E. De plus, par définition de la norme sur E’, on a

(€, = [€C)| < [[€]| e[| x| -

Le théoreme 2.1.4 de caractérisation des applications multilinéaires continues
assure alors le résultat. 0

Le théoreme de Hahn-Banach qui suit, et que nous admettrons, est un théoreme
fondamental de prolongement de forme linéaire continue définie sur un sous-
espace vectoriel. Il nous assure de I’existence de suffisamment de formes linéaires
continues sur un espace normé. En particulier, le dual d’un espace vectoriel normé
n’est pas réduit au vecteur nul (cela n’a rien d’évident a priori) car nous pouvons
prolonger une forme linéaire non nulle définie, par exemple, sur une droite.

Théoreme 3.1.1 Soient E un espace vectoriel normé, F un sous espace vectoriel
de E et { une forme linéaire continue sur F muni de la topologie induite, c’est-a-
dire telle que

3C > 0telle que Vx € F, |{(x)| < C||x||E.

1l existe alors un élément [ de E' tel que E|F = (et tel que ||0|| g = ||£)|p.
On utilisera en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 Soit x un élément non nul d’un espace normé E. Il existe une
forme linéaire continue { telle que I’on ait

(€:x) = |Ixlle et |€]lgr =1
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Démonstration. On pose F = Kx et pour tout y = Ax € F, {(y) = A||x||g. On a
donc £(x) = 1 x |||z et pour tout y € F, [¢(y)| = 2 lx]}z = [|Ax]}z = |y]}z, d"ou
el = 1. O

L’ opération de passage au dual associe un espace de Banach non trivial a tout
espace vectoriel normé. On peut naturellement réitérer le processus.

Définition 3.1.2 Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual. On appelle
bidual de E, et I’on note E", le dual de E'.

Tout aussi naturellement le bidual de E est un espace de Banach. Il contient £
au sens suivant.

Proposition 3.1.2 Soit 1 'application de E dans E" qui a x € E associe la forme
linéaire continue sur E' définie par 1(x)({) = £(x). Alors 1 € L (E,E") avec
lt(X)||g» = ||x||E. C’est donc une injection isométrique de E dans E".

Démonstration. 1l est clair que 1 est linéaire de E dans E”. De plus, elle est continue
car

)] < [ llellxlle,
ce qui montre aussi au passage que [|1(x)||g» < ||x||g. Pour démontrer 1’égalité,

on utilise le corollaire 3.1.1. En effet, pour x # 0 de E, il existe £ € E' telle que
1) ()] = llxl|e et [[£]|r = 1. O

On voit déja qu’en général il n’y a aucune raison pour que I’application 1 soit
bijective, car méme si E n’est pas complet, E” 1’est toujours. La situation est en
fait nettement plus subtile que cela car ce n’est pas seulement une question de
complétude, nous en verrons des exemples plus loin. Ceci nous amene a poser la
définition suivante.

Définition 3.1.3 On dit qu’un espace vectoriel normé est réflexit si [’application
1 est surjective.

On dit souvent de ce cas, avec un léger abus de langage sans grand danger en
général, que E” = E ala place de 1(E) = E”. Un espace vectoriel normé est donc
réflexif s’il est canoniquement (i.e. via 1) isométrique a son bidual. Il faut faire
attention a ce dernier point. Aussi surprenant que cela paraisse, il existe en effet un
exemple d’un espace de Banach qui est isométrique a son bidual, mais qui n’est
pas réflexif | L’isométrie en question n’est pas I’injection canonique 1.

Proposition 3.1.3 Si E est un espace vectoriel normé réflexif, alors c’est un espace
de Banach.

Démonstration. D’apres la remarque ci-dessus, un espace réflexif est isométrique a
son bidual qui est un espace de Banach, puisque ¢’est le dual de 1’espace normé E’,
d’ou la proposition. O
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Dans la méme veine, mentionnons,

Proposition 3.1.4 Si E est un espace de Banach, alors 1(E) est un sous-espace
fermé de E".

En d’autres termes un espace de Banach s’identifie naturellement a un sous-espace
fermé de son bidual.

Clairement, tout espace normé de dimension finie est réflexif. Il existe des
espaces de Banach, et non des moindres, qui ne sont pas réflexifs. Notons enfin
qu’il n’existe en général pas d’application linéaire continue naturelle entre E et E’
qui permette d’identifier ’'un a une partie de I’autre.

3.2 Identification d’un dual a ’aide d’un espace de
Banach

Cette section est trés importante pour la suite du cours, notamment en vue de la
théorie des distributions. Il arrive fréquemment que 1’on dise que tel espace « est le
dual » de tel autre. Il s’agit de comprendre précisément ce que cet abus de langage
signifie.

Proposition 3.2.1 Soient E et F deux espaces de Banach et B une forme bilinéaire
continue sur l'espace F X E. L’application 8g qui a 'y € F associe la forme linéaire
0p(y) sur E définie par

55(): E — K

x5 (85(y),x) = B(y,x) G-

est un élément de £ (F,E').

Démonstration. C’est tres simple. Tout d’abord, il est clair que tout le monde est
bien linéaire comme annoncé. Comme la forme bilinéaire B est continue, il existe
une constante C telle que

[{08(),0)| = |B(y,x)| < Clly[[F[lx[|£-

En particulier, 85(y) € E’ et par définition de la norme sur E’, on a

188(¥)[|er < CllyllF,

d’ou la proposition. O
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Définition 3.2.1 Soient E et F deux espaces de Banach et B une forme bilinéaire
continue sur F x E. On dit que B identifie E’ & F si et seulement si ’application
Op définie par (3.1) est un isomorphisme de F sur E'.

En clair, cela signifie que B identifie E’ a F s’il existe une constante C > 0 telle
que, pour toute forme linéaire continue ¢ sur E, il existe un élément y de F et un
seul tel que,

Vx€E, (x)=B(yx) et C'yllr < €]z < Cllyllr.

Remarques. D’apres le théoreme de Banach 2.2.5, il suffit de démontrer que
I’application Jp est bijective. Un exemple déja connu : si E est réflexif, alors la
forme bilinéaire sur E x E’, B(x,{) = (¢,x), identifie E” a E. L’identification est
encore plus agréable si ¢’est une isométrie, c’est-a-dire si ||6p(y)|| g = ||y||F, ce
qui est le cas dans I’exemple précédent.

La définition 3.2.1 est utilisée pour identifier, si possible, le dual d’un espace
normé, qui est un espace défini de fagon « abstraite », avec un autre espace
normé « concret ». Donnons-en un premier exemple assez typique tout en restant
élémentaire.

Théoréme 3.2.1 Soient p un réel supérieur ou égal & 1, E = (P(N) et F = ¢ (N)
avec p' =p/(p—1) si p> 1, p' = +oosi p=1. On considere la forme bilinéaire
B suivante

B: FXE — K

déf
(yax) = B(y,X) = anyn
neN

Alors, la forme bilinéaire B identifie isométriquement (£7(N))' & 7' (N).
Démonstration. L’inégalité de Holder dit que
1B < Il I3 - 62)

Donc la forme bilinéaire B est continue et ||5g(y) | (zr vy = [l (v (en prenant,

si p/ est fini, la suite x, = ¥, |y | 2 si y, # 0, 0 sinon, et si p’ = 4o, on choisit
un entier n tel que |y,| > |||l =) — € et I'on considere la suite de ¢'(N) qui vaut
toujours 0, sauf x,, = ¥,/ |yx|). L’application dp est isométrique, donc injective.

Démontrons qu’elle est surjective. Soit ¢ une forme linéaire continue sur ¢7(N).

Cherchons un élément y de £7 (N) telle que

Vx e lP(N), @(x) = B(y,x). (3.3)
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Si I’identité ci-dessus est vérifiée, elle doit I’€tre en particulier pour x = e, ol e,
désigne la suite dont tous les termes sont nuls, a I’exception du nieme qui vaut 1.
Donc, nécessairement 1’élément y = (y,),en satisfait

yn = (@, e,) pour tout n € N. (3.4)

Il s’agit maintenant de démontrer dans un premier temps que la suite y = (v, )neN
définie par (3.4) est bien un élément de ¢7 (N), puis que 0g(y) = @.
Traitons d’abord le cas p = 1. Pour tout entier n, on a

yal < @l oy llenllo )
= lleller @y

Donc y appartient bien a £*(N) avec [|y|| =) < [|@]l (41 )y -
Supposons maintenant p > 1. Considérons alors la suite (x,),cy d’éléments
de ¢P(N) définie par

y 1 . .
VreN, xr,,:y—|yn|lﬂfl sin<rety,#0, x,,=0 sinon.

n
7 |Vnl
IIs sont bien dans ¢7(N), puisqu’ils n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls
(on ne sait encore rien sur y !). Remarquons que par construction
1
Pt

P / /
D= ya|P=T = |yal? et XrnYn = |Vn = lyn|? pour tout n < r.

|xr,n

Par définition de y, et linéarité de @, on voit que
r r r ,
o(x) = Z xr,n(P(en) = Z Xr,nYn = Z [ynl?.
n=0 n=0 n=0
D’un autre c6té, la forme linéaire ¢ étant continue sur ¢”(N), on a également

Y al” = 10| < 10l @@y el
n=0

=

= 1@l (X bval”)" (3.5)
n=0

Divisant (3.5) par le dernier terme du membre de droite (s’il est non nul, sinon
il n’y a rien a démontrer), on en déduit que

1

r A 1-1
(X ") 7 < ol
n=0
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Cette inégalité étant vraie pour tout entier r, la suite y appartient bien a o (N) et
I’on a
Yl ey < @l er ey -

Soit enfin x € /7 (N) quelconque et notons x; la suite tronquée au rang k (i.e.
Xin =X 80 <k, X, = 0 sin > k). Il est clair que x; — x dans ¢”(N) quand
k — +oo. De plus, comme plus haut, 85(y)(xx) = (@,x;). La continuité de ¢ et de
6p(y) implique que () (x) = (@,x) = @(x). O

Commentaire. L'identification du dual de (7 avec (7' par I’intermédiaire de la
forme bilinéaire B(y,x) = ¥ ,cn Xny» étant une isométrie, on a souvent tendance a
dire par abus de langage que le dual de ¢” est purement et simplement o et que
le crochet de dualité est simplement la forme bilinéaire B elle-méme. Cet abus de
langage ne présente aucun danger, autant donc s’y habituer tout de suite.

Exercice 3.2.1 Soit co(N) l’espace de Banach définie par
dé . . dé
co(N) 9 (= (Xn)nen; lim x, =0} muni de la norme  ||x|| =) = sup |x,)-
n—reo neN
Démontrez que co(N) est un sous-espace fermé de {*(N). Puis en reprenant la

démonstration du théoreme ci-dessus, démontrez que la forme linéaire B identifie
co(N) a Uespace ¢'(N).

Remarques. Les espaces ¢7(N) pour 1 < p < +eo sont donc des espaces réflexifs,
puisque (p')’ = p (plus précisément, il faudrait vérifier que I’injection canonique 1
est réalisée a I’aide de 1’application Op, ce qui n’est pas difficile).

Dans I’introduction de ce chapitre, nous avons remarqué qu’en dimension finie,
le dual d’un espace vectoriel E était un espace vectoriel de méme dimension, donc
un espace isomorphe. Rien de tel en dimension infinie. Le théoréme précédent nous
dit que le dual de ¢' (N) est un espace isométrique 2 £°(N). Donc I’espace (¢! (N))’
a les mémes propriétés topologiques que I’espace ¢~°(N). Mais I’espace ¢~°(N)
n’est pas séparable. Or on sait que ’espace ¢! (N) I’est, donc ¢! (N) et (/! (N))’ ne
sont pas isomorphes. Notons enfin que nous n’avons rien dit sur le dual de ¢*(N),
c’est-a-dire le bidual de ¢! (N) et que nous n’en dirons prudemment rien de plus
pour le moment.

Exercice 3.2.2 Soit s un réel quelconque, on définit I’espace ¢>*(N) par
dé s
25N Y L= () pen: ((14+72) ey € 2(N) ).

et on le munit de la norme

o=

y
ey < (X (142 )

neN



3. Dualité dans les espaces de Banach

Soient By et B les deux formes bilinéaires définies ci-apres par

B;: *(N) x 25(N) —» K

e
(3.%) = Bi(v) 2 Y (1472 xyn.
neN
By: (> 5(N) x 2%(N) — K
e
(yu'x) = B2(y7x) :ef Z XnYn-

neN
1) Démontrez que By identifie (¢>°(N))' a ¢>*(N) et que By identifie ({**(N))’
a >*(N).
2) Exhibez une isométrie linéaire surjective de £>°(N) dans ¢*~5(N).

Nous admettons momentanément le théoreme suivant, qui sera démontré en
détail au chapitre 5.

Théoreme 3.2.2 Soient p un réel supérieur a 1 et B la forme bilinéaire définie par

B: LV xLP - K
6f) = [ S@edu()

Alors la forme bilinéaire B identifie le dual de LP(Q,du) a L' (Q,du).

3.3 Une notion affaiblie de convergence dans E’

Définition 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé. On considere une suite ({),eN
d’éléments de E' et { un élément de E'. On dit que la suite ({,),en converge

faiblement-étoile (faiblement-x) vers {, et I’on note £, — 0, si
VxeE, (ln,x)— ({,x).

Mentionnons qu’il existe une topologie sur E’ dont les suites convergentes sont
exactement celles qui convergent faiblement-* au sens précédent. On 1’appelle la
topologie faible-* sur E’. C’est une topologie qui n’est pas métrisable en dimension
infinie. Comme son étude en tant que topologie n’est pas cruciale pour la suite
du cours, nous ne I’introduirons pas ici. La notion pratique qui va nous servir est
uniquement celle de convergence faible-x.

La convergence faible-* apparait comme la convergence simple des formes
linéaires vues comme applications de E dans K. L’ autre notion que nous connais-
sons déja sur E’, la convergence au sens de la norme duale, est la convergence
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uniforme sur les boules de E. 1l est évident que si /, — ¢ dans E’, au sens de la
norme (on dit aussi au sens fort), alors ¢, — £. La réciproque n’est pas vraie en
général.

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés de la convergence faible-x
qui sont importantes pour les applications.

Théoréme 3.3.1 Soient E un espace de Banach et ({,),cn une suite d’éléments
de E'. Supposons que, pour tout x de E, la suite ({{,,x)),cn converge et désignons
par ({,x) sa limite. Alors la suite (£,) N est une suite bornée de E’, ce qui implique
en particulier que £ appartient a E'. De plus, on a

1€|| g < liminf|[£,||gr.
n—oo

Ceci n’est qu’une traduction dans le cadre des formes linéaires du théoreme de
Banach-Steinhaus 2.2.1. Remarquons que 1’on ne suppose pas £ € E’, ce qui
explique que ’hypothése n’est pas £, — ¢, méme si I’on se retrouve in fine dans ce
cadre. L’inégalité peut naturellement étre stricte (chercher un exemple).

Proposition 3.3.1 Soient (x,),en ef (£y)nen deux suites de E et de E', E étant un
espace de Banach. Si £, = { et ||x, —x||g — 0 alors (£,,x,) — (£,x).

Pour démontrer cela, commencgons par décomposer le crochet de dualité comme
suit
(lnyxn) = (L, Xy — x) + (€, ).

Par la convergence faible-x, on a (¢,,x) — (¢,x). D’apres le théoréme 3.3.1, la suite
(£y)nen est bornée dans E’. Donc, il existe un réel M tel que ’on ait |{£,,x, —x)| <
10nll g ||%n — x||E < M||xn — x|/, ce qui implique que (¢,,x, —x) — 0, d’ou la
proposition. U

Le théoreme de compacité faible-x de la boule qui suit est fondamental car il
permet de trouver une valeur d’adhérence a une suite a partir d’une simple borne,
méme en dimension infinie. Rappelons que, dans ce cas, la boule unité de E’ n’est
pas compacte pour la topologie métrique définie par la norme. Pour retrouver cette
compacité, il faut affaiblir la topologie (c’est-a-dire autoriser moins d’ouverts). La
convergence obtenue est naturellement plus faible que la convergence en norme.

Théoreme 3.3.2 Soit E un espace séparable, on considere une suite de formes
linéaires continues (,),en bornée dans E'. Il existe un élément { de E' et une
fonction strictement croissante Y de N dans N tels que [’on ait

byn) = &
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Démonstration. Soit (x,),en un ensemble dénombrable dense dans E. Nous allons
utiliser le procédé diagonal déja vu lors de la démonstration du théoreme d’ Ascoli.

On procede par récurrence. La suite ((¢,,x0))qen est une suite bornée de K
donc il existe un élément A de K et une fonction ¢y de N dans N telle que 1’on ait

Jim (o (n), o) = Ao-

Supposons construits des fonctions (@;)o< j<n strictement croissantes de N

dans N et des scalaires (A;)1< j<m tels que, pour tout j < m, on ait
r}gEo<€‘POO"'O(Pj(”)’xJ'> = Aj.

La suite ((6%0...0%(”) ,Xm-+1))neN est une suite bornée de K. 1l existe donc une
fonction strictement croissante ¢, 1 de N dans N et un élément 4,, | de K tels
que

5 (Lo oy () K1) = A1

Posons y(n) = @yo---o@,(n). Comme nous I’avons déja vu page 43 lors de la
démonstration du théoreme d’ Ascoli, I’application y est strictement croissante. De
plus, on a (£y,(,),X;) — A; quand n — +oo pour tout j, puisqu’il s’agit pour tout j
d’une suite extraite (a partir du rang n = j) d’une suite convergente.

Considérons I’application ¢ définie de {x,, p € N} dans K par

(xp) = Ap.

déf
Comme (Cy(u) 2p) — (Cy(r) X)) < My =1 avee M " sup, ey [ passant
a la limite on obtient

pr) _E(xq” < Mpr _quE-

D’apres le théoreme 1.3.1 de prolongement des applications uniformément conti-
nues sur une partie dense, ¢ se prolonge par continuité de facon unique a E. De
plus, par construction, ¢ est M-lipschitzienne.

On a pour tout x de E,

E(X) - gl/f(n) (x) = E(x) - g(xp) +€(xl7) - <£l//(n)7xp> + <€w(n)7xp —X>,

(on ne sait pas encore que ¢ est linéaire). D’oli, comme /(x,) = A,,, en passant aux
valeurs absolues ou modules,

[606) = Ly (X)] < 2M |l xp = x[[ £+ |Ap — (L) p) |-

Soit £ un réel strictement positif arbitraire. La suite (x,),cn étant dense, il
existe un entier p tel que |x, — x|z < 5. De plus, une fois p choisi, comme
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<£W(n) ,Xp) — Ap, il existe un entier n tel que pour tout n > n,
£

2

AP - <€W(n)7xl7>| <
Par conséquent, pour tout n > ny,

[£(x) — Ly (x)] <&,
c’est-a-dire
Vx€E, (lym),x) —L(x),

et le théoréme est démontré. U

Remarques. Il est toujours vrai que les boules fermées du dual d’un espace de
Banach E sont compactes pour la topologie faible-*, sans hypothese de séparabilité
sur E, c’est le théoreme de Banach-Alaoglu. Par contre, si on ne fait pas cette
hypothése de séparabilité, on ne peut pas dire que toute suite bornée de E’ admet
une sous-suite faiblement-x convergente. En effet, ces compacts ne sont pas en
général métrisables. On peut montrer que la restriction de la topologie faible-* a
toute boule du dual d’un espace E séparable est une topologie métrisable, ce qui
montre bien que le théoreme 3.3.2 est un cas particulier du théoréme de compacité
plus général que 1’on vient de mentionner. Tout ceci n’empéche bien sir pas la
topologie faible-* de ne pas étre métrisable sur tout le dual en dimension infinie.

3.4 La notion d’application linéaire transposée

Cette notion est basée sur la proposition suivante.

Proposition 3.4.1 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f un élément
de I’espace £ (E,F). L'application'f de F' dans E' définie par

VeeF' VxcE, 'f(£)(x)=((f(x))
est une application linéaire continue.

Définition 3.4.1 L’application linéaire définie ci-dessus s’appelle I’application
linéaire transposée.

Démonstration. 1l est évident que 'f(¢) est une forme linéaire sur E. Pour les
questions de continuité, on écrit

({6 SN < Nl I f @l < T1elle N1l 2 xE,

d’ou’f(¢) € E'. 1l est également évident que I’application ’f est linéaire de F’ dans
E'. De plus,

If(Oller = sup [(€,fCN < f Il zerllellF

Ixle<1

d’apres I’inégalité précédente, d’ou la proposition. U
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I1 découle de ce qui précede que I’application f s 'f est linéaire continue de
Z(E,F) dans Z(F',E') avec |I'f || #(pr gy < Ifll 2(£,F)-
On peut bien entendu itérer I’opération, mais il faut faire attention a ce que
"'fy e Z(E",F") et donc on n’a pas en général ' ('f) = f.
Proposition 3.4.2 Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, f € L (E,F)
etge Z(F,G).Ona
‘(8o f)="fo'g

De plus, si E = F alors on a
ucU(E) <= "ucUE) e (u)y'="(ul).

Démonstration. Ces relations sont purement algébriques. En effet, pour toute
forme linéaire ¢ sur G et pour tout x de E, on a

(fo'g(l),x) = (g(£), f(x))
= ((,g0 f(x))
= ((go f)(0),x).

1

Enfin, siu € U(E), on auou' = u~! ou = Idg. En appliquant 1’opération de
transposition a cette égalité, on trouve que

" Nolu="uo'(u™ ) =1dg .

Donc ‘u est un élément inversible de Z(E’) et ('u)~! ='(u"1). O

La proposition suivante donne un avant-gof{it de ce que nous verrons souvent
au sujet des distributions.

Proposition 3.4.3 Soient E et F des espaces vectoriels normés, on considere un
élément f de L (E,F), une suite ({y)ncn de F' et un élément £ de F'. On a

b, = 0 dans F' = "f(£,) = "f(¢) dans E'.
Démonstration. En effet, on a pour tout x appartenant a E,

<tf<£n)ax> = <£naf(x>>

Par hypothese, on a
{ln, £ (x)) = (€, f (x)).
Mais, par définition de la transposée, (¢, f(x)) = (*f(¢),x). Ainsi donc

Vx€E, (f(ln),x)— (f(£),x),

¢’est-a-dire exactement £ (£,,) = 'f(¢). O



Chapitre 4

Espaces de Hilbert réels et
complexes

4.1 Produit scalaire et orthogonalité

Dans toute la suite, K = R ou C, A est le complexe conjugué de A. Rappelons
tout d’abord la définition d’un produit scalaire.

Définition 4.1.1 On distingue les cas réel et complexe, bien qu’ils soient trés
semblables.

i) Cas réel. Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire f sur E est
appelée produit scalaire sur E si elle est symétrique, définie, positive, c’est-a-dire
vérifie

V(x,y) € E%, f(x,y) = f(3x) (symétrique),
Vx €E, f(x,x) € Ry (positive),
flx,x) =0&x=0 (définie).
ii) Cas complexe. Soient E et F deux espaces vectoriels sur C. On appelle

application antilinéaire de E dans F toute application ! telle que, pour tout couple
(x,y) de E X E, et tout scalaire A de C, on ait

C(Ax+y) = AL(x) +£().

Une application f de E X E dans C est une forme sesquilinéaire sur E si elle
est linéaire par rapport a la premiere variable et antilinéaire par rapport a la
seconde. Autrement dit

VA eC, V(x,y,z) cE> fAx+y,2) = Af(x,y)+ f(»,z
[z, Ax+y) = Af(z,x)+ f(z,y)-

~—
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Une forme sesquilinéaire sur E est appelée produit scalaire si elle est hermi-
tienne, définie, positive, c’est-a-dire vérifie

Y (x,y) € E%, f(x,y) = f(y,x) (hermitienne),
Vx€E, f(x,x) € Ry (positive),
fx,x) =0 x=0 (définie).

Dans les deux cas, un espace vectoriel sur K muni d’un produit scalaire est
appelé un espace préhilbertien.

Remarques. On note trés souvent un produit scalaire (-|-) ou (-,-) et ||x]|*> = (x|x).
Un espace préhilbertien réel de dimension finie est appelé espace euclidien alors
qu’un espace préhilbertien complexe de dimension finie est appelé espace hermi-
tien. Notons que 1’on rencontre aussi dans la littérature la convention inverse pour
la définition de la sesquilinéarité, a savoir antilinéarité par rapport a la premiere va-
riable et linéarité par rapport a la deuxieme variable. Les deux conventions ont leurs
avantages et leurs inconvénients, la théorie sous-jacente étant fondamentalement la
méme.

Convention. Par abus de langage et pour ne pas dédoubler les démonstrations
qui sont identiques dans le cas réel et le cas complexe, on conviendra qu’une
application antilinéaire entre deux espaces vectoriels sur K est une application
linéaire ordinaire si K = R et antilinéaire au sens ci-dessus si K = C. On prendra
la convention analogue pour les formes sesquilinéaires/bilinéaires. Ces conventions
sont cohérentes avec le fait que A = A si A € R. On notera Re A et Sm A les parties
réelle et imaginaire de A.

Proposition 4.1.1 Soient E un espace vectoriel sur K et (-|-) un produit scalaire

sur E. L’application x — ||x|| = (x|x)% est une norme sur E et ’on a pour tout
(x,y) € E?

|(x[y)| < ||x|llly]]  (inégalité de Cauchy-Schwarz),
et
1 2 — 2
E(H’CHZ +ylI*) = H%H + HxTyH (identité du parallélogramme).

Démonstration. Ceci est tres classique. Commencgons par 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz. Si x =0, il n’y a rien a démontrer. Supposons x # 0. Pour tout 7 € K,

lex+y]|* > 0.
En développant le premier membre, on obtient

VieK, |r|xl® +2%Re(t(xly) + [IylI* > 0.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz découle immédiatement du choix ¢ = ‘(f'ﬁg c K.

1 . z
Pour démontrer que x — (x|x)2 est une norme, il suffit d’écrire a 1’aide de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz que

e+ 117 = (x+ylx4y) = (xlx) +2Re(xly) + (O]y)
< [l + 201yl =+ vl
= (IIxll+[Iy11)?
d’ou I’inégalité triangulaire, et que

12x]% = (Ax|Ax) = A2 |x[|* = |2 [?]|x]|?,

d’oui la positivité homogene. Pour démontrer I’identité du parallélogramme, il suffit
d’observer que

xX+y 1 1
e e e L &
2 2
1 2 2 2 2
= 5 (Ixll" +2Re(aly) + Iy 17+ [l = = 2Fe(x[y) + [I¥1]7)
= [lxl® + vl
ol I’on a utilisé de fagon répétée que (x|y) + (v|x) =2 Re(x|y). O
Exercice 4.1.1 Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé sur K. Supposons que

Yley) €2, S0+ i) = [ 2+ 2

Démontrez qu’il existe une forme sesquilinéaire telle que I’on ait ||x||> = (x|x). Il
est conseillé de distinguer le cas ou K = R, plus facile, de celui ou K = C.

Le produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité. Ce concept,
familier dans le plan ou dans I’espace a trois dimensions, se révele extrémement
fécond dans les espaces de dimension infinie, notamment dans les espaces de
fonctions.

Définition 4.1.2 Soient E un espace préhilbertien et x et y deux éléments de E. On
dit que x et y sont orthogonaux (et [’on note x L y) si (x|y) =0.

Rappelons pour mémoire le vénérable théoreme de Pythagore :
2 _ 14012 2
x Ly =[xyl = [lxl”+lIyl~

Dans le cas d’un espace préhilbertien réel, I’'implication a également lieu en
sens inverse.
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Proposition 4.1.2 Soit E un espace préhilbertien et A une partie quelconque de E.
On pose

At d:ef{xEE;‘v’a €A, x La}.

La partie A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E appelé orthogonal de A.

Démonstration. L application linéaire %, définie par x — (x|a) est une application
linéaire continue de E dans K par Cauchy-Schwarz. Le noyau de .Z, est donc un
sous-espace vectoriel fermé de E. 1l est clair que

At = ﬂ ker.%,.

acA

Donc A est un sous-espace vectoriel fermé en tant qu’intersection de sous-espaces
vectoriels fermés. O

Exercice 4.1.2 Soit E un espace préhilbertien et A une partie de E. Démontrez
que At = A+ = vect(A)L.

La définition suivante est parfaitement naturelle au vu de tout ce qui précede.

Définition 4.1.3 Soit H un espace préhilbertien. On dit que H est un espace de
Hilbert s’il est complet pour la norme associée a son produit scalaire.

Les espaces de Hilbert (ou hilbertiens) sont donc des cas particuliers d’espaces
de Banach. La structure d’espace de Hilbert est tout a fait fondamentale. On y
retrouvera beaucoup de méthodes et de concepts simples de géométrie que I’on
utilise dans les espaces de dimension finie. Notons a ce propos que les espaces
euclidiens et hermitiens sont automatiquement hilbertiens.

Exemples fondamentaux. Les espaces />(N), muni du produit scalaire (x|y) =
Y en Xn¥ns €t L2(X,dp), muni du produit scalaire (f|g) = [y f(x)g(x)dL, sont
des espaces de Hilbert (en fait le premier est un cas particulier du second).

4.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Le théoreme de Pythagore se généralise a une infinité de vecteurs de la facon
suivante.

Théoreme 4.2.1 Soit (x,),c une suite d’éléments deux a deux orthogonaux d’un
espace de Hilbert H. Alors la série Y, x, converge si et seulement si la série
Y, ||%:||* converge et I’on a

2
[T a = X I
neN neN
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Démonstration. Introduisons les sommes partielles S, = Z[q):O Xp. Supposons
d’abord que la série ), x,, soit convergente dans H et notons § = lim$, sa somme.
Par orthogonalité deux a deux des vecteurs, le théoreme de Pythagore assure que

q
Y b2 = 11S411% (4.1)
p=0

Le membre de droite de I’inégalité ci-dessus converge vers ||S||?, donc est majoré
indépendemment de ¢. Par conséquent, la série a termes positifs ¥, ||x,||> est
majorée donc converge.

Réciproquement, si la série ¥, ||x,||*> converge, alors on a

q+q'

HSq+q’_SqH2 = Z HXPHZ
qg+1

< Z %] — 0 quand g — +oo.
q+1

La suite des sommes partielles est donc une suite de Cauchy et comme H est
complet, elle est convergente.

Enfin, en passant a la limite dans 1’égalité (4.1) ci-dessus, on acheve la démons-
tration du théoréme. U

Exercice 4.2.1 Soit (x,),cN une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H telle

que
Y (el < oo
n=0

On suppose qu’il existe un entier Ny tel que, si |n —m| > Ny, alors x, et x,, sont
orthogonaux. Démontrez qu’alors la série Y, x, est convergente et qu’il existe une
constante C, ne dépendant que de N telle que I’on ait

2
| Zw| <C ¥ Il

neN neN
Beaucoup des propriétés remarquables des espaces de Hilbert reposent sur le
théoréme de projection orthogonale sur les convexes fermés.

Théoreme 4.2.2 Soit C une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert H. Pour
tout point x de H, il existe un unique point de C, noté pc(x) et appelé projection de
x sur C, tel que

- = inf |[x —y||.
= pele)]| = inf x|
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Démonstration. Démontrons tout d’abord I’unicité. Soient deux points y; et y,
de C réalisant le minimum. D’apres I’1dentité du parallélogramme, on a

1 ) 2 2 Yit+y2 |2

Sy =yalP = =y 2+ fle = yal 2 = 2= 222

2 2
Or, C est convexe, donc (y; +y2)/2 appartient a C. Par définition de y; et de y»,
on en déduit que ||y; —y2||?> < 0, donc que y; = y,, ce qui assure ’unicité.

Démontrons maintenant I’existence. Par définition de la borne inférieure, il
existe une suite (y,),en d’éléments de C telle

. déf .
tim [}x — y, | = d % inf [lx— .
n—yeo yeC

On utilise a nouveau I’identité du parallélogramme pour dire que, pour tout couple
d’entiers (n,m), on a

yn+ymH2

I = ymll? = 2l = a2+ 21} =yl = 4| = 22

La partie C étant convexe, le milieu de y, et de y,, appartient aussi a C. Ainsi, I’on a
1yn = ymll* < 2[lx = yull* + 2/|x =y |* — 4d*.

Vu la définition de la suite (y,),en, ceci implique que cette suite est de Cauchy.
L’espace H étant de Hilbert, il est complet. Comme la partie C est fermée, elle est
complete et donc la suite (y,),en converge dans C, ce qui conclut la démonstration
de ce théoreme. U

Exercice 4.2.2 Soient C une partie convexe fermée et x un point d’un espace de
Hilbert H. Démontrez que pc(x) est 'unique point de C tel que, pour tout point y
de C, on ait

Re(x — pc(x)|pc(x) —y) > 0.

Exercice 4.2.3 Soit C une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert H. Dé-
montrez que ’application pc est lipschitzienne de rapport 1.

Presque toutes les propriétés importantes des espaces de Hilbert peuvent étre
vues comme des corollaires du théoreme 4.2.2 ci-dessus.

Corollaire 4.2.1 Soit F un sous espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H.
L’application pr est linéaire continue de H dans F et ’on a

H=FOF' et x=pr(x)+pp.(x).
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Démonstration. Considérons un élément x quelconque de H. Pour tout point y
de F, et pour tout réel A, on a

b= pr(x) + Ay11* = A2 [[¥II> + 24 Re(x — pr (x)[y) + lx — pr (1)
Par définition de la projection, on a
e = pr(0) + A3 (1% = [lx = pr(x)[|*.
Ceci impose donc que, pour tout y appartenant a F', on ait

Re(x— pr(x)[y) =0.

Si K =R, il n’y arien de plus a dire. Si K = C, il suffit de changer y en iy pour
obtenir que
x—pr(x) € F1.

Nous venons donc de démontrer que H = F + F, ainsi que le fait que pr est
linéaire (par unicité de la projection). Mais, si x appartient 2 F N F, alors (x|x) =0,
donc x = 0. Le corollaire est ainsi démontré. O

Dans un espace de Hilbert, on dispose d’un critere commode pour caractériser
les parties totales.

Corollaire 4.2.2 Soit A une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Cette
partie A est totale si et seulement si A~ = {0}.

Démonstration. On utilise I’exercice 4.1.2 qui affirme que A+ = (vect(A))=. Si
A+ = {0}, cela signifie, d’aprés le corollaire 4.2.1 que vect(A) est égal 4 H, ce qui
signifie exactement que la partie A est totale.

Réciproquement, si la partie A est totale, alors par définition vect(A) est égal
aH,dou At = {0}. O

Dans le cas ou A est lui-méme un sous-espace vectoriel, on voit donc qu’une
caractérisation de sa densité est A~ = {0}.

Exercice 4.2.4 Soit A une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Démontrez
que

(A1)t = vect(A).

Définition 4.2.1 Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On
appelle base hilbertienne ou base orthonormale de H foute suite (e,),cn d’éléments
de H qui est totale et telle que

<€n|em) = Sum- 4.2)
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Théoreme 4.2.3 Dans un espace de Hilbert séparable de dimension infinie H, il
existe des bases hilbertiennes.

Démonstration. Considérons une partie dénombrable totale libre (ay,),cn. Nous
allons utiliser le procécé d’orthogonalisation de Schmidt. Rappelons ce procédé.

On pose
ao

laol|
Supposons définis des vecteurs (e;)o< j< Vérifiant la relation (4.2) et tels que

ey —

vect{ag, - ,a,} = vect{ep, - ,en}.
Posons .
1
nt1 = St avec  fui1 = anp1 — Z(an+1|ej)61
| far | =0

La vérification de I’hypothese de récurrence est immédiate. Le théoreme est ainsi
démontré. U

Théoreme 4.2.4 Soit H un espace de Hilbert séparable et (ey),cn une base hil-
bertienne de H. L’application .% définie par

S H — (*(N)
x = ((xlen))nen
est une bijection linéaire isométrique. En particulier, on a les identités de Bessel et

de Parseval
x= Z (x|en)en, et |x||* = Z |(x]en)|?
neN neN

Démonstration. Montrons d’abord que ’application .# envoie bien H dans ¢/*(N).

Pour cela, posons
N

déf
Xy = Z(x|en)en
n=0
On a
al 2
(xlxw) = Y (xlen)(xlen) = ZIXIen = [lxew |-
n=0

Appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz au membre de gauche, on en déduit que
lxn|I> < ||Ix|| |lxn||- Par conséquent, soit ||xxy|| = O et il n’y a rien & démontrer, soit
on divise par ||xy|| puis on éleve au carré, d’ou

Al 2 2
Y [xlen)|” < [lx)I°
n=0
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La série A termes positifs ¥,,cx | (x|e, )| est majorée, donc convergente, c’est-a-dire
que .# (x) appartient 4 /*(N).

Par le théoréme 4.2.1, 1a série ¥, cn(x|e,)e, converge dans H. Soit X sa somme.
D’apres le calcul précédent, (x —xy|e,) = 0 pour tout n < N. Passant a la limite
quand N — 4o, on en déduit que x — X appartient a 1’orthogonal de la base
hilbertienne, lequel est réduit au vecteur nul puisqu’il s’agit d’une partie totale.
Ceci nous donne I'identité de Bessel, puis celle de Parseval en réappliquant le
théoreme 4.2.1.

L’injectivité de I’application .# et le fait qu’il s’agit d’une isométrie résultent
simplement de 1’identité de Parseval. Sa surjectivité découle du théoreme 4.2.1. Le
théoreme 4.2.3 est ainsi démontré. U

Remarques. Une conséquence facile du théoreme précédent est que

Vixy) €H?, (xly) = Y (xlen) (V]en).

neN

Le théoréme 4.2.3 peut étre interprété comme signifiant que, d’un certain point
de vue, il n’y a qu’un seul espace de Hilbert séparable de dimension infinie, ¢’est
¢%(N). Par contre, cet espace a plusieurs réalisations concrétes comme L*(Q, dx)
par exemple. On peut également trouver des espaces de Hilbert non séparables,
mais leur utilité dans les applications est pour le moins limitée. Le concept de base
hilbertienne s’adapte également au cas non séparable.

Il est important de ne pas confondre base hilbertienne et base algébrique. La
décomposition d’un vecteur sur une base algébrique ne fait intervenir qu’un nombre
fini de vecteurs de cette derniere. L’existence de bases algébriques pour les espaces
de dimension infinie dépendant de 1’axiome du choix, il est en général impossible
d’exhiber explicitement une base algébrique. Par contre, dans le cas d’une base
hilbertienne, la décomposition d’un vecteur utilise une infinité de termes, et il s’ agit
d’une égalité avec une série convergente. On exhibe également tres explicitement
des bases hilbertiennes dans les espaces hilbertiens courants.

On peut donner comme application de I’existence de base hilbertienne le
théoréme suivant.

Théoreme 4.2.5 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu est
compact si et seulement si il est limite dans £ (H) d’une suite d’opérateurs de
rang fini.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.4.2, on sait que toute limite de suite d’opé-

rateurs compacts, donc en particulier de rang fini, est un opérateur compact.
Réciproquement, soit A un opérateur compact. L’image A(B) par A de la

boule unité B de H est une partie totale de imA. Comme 1’adhérence de A(B) est
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R déf ——— . .
compacte, 1’espace Hy = ImA est un espace de Hilbert séparable. Il admet donc
une base hilbertienne. Désignons par p, la projection orthogonale sur 1’espace
engendré par les n premiers vecteurs de cette base. Nous allons démontrer que

la suite des opérateurs A, det Pn oA (qui sont évidemment de rang fini) converge
vers A.

Soit € un réel strictement positif. L’opérateur A étant compact, il existe une
famille finie (x;)1<j<n, telle que

E
VxeB,3je{l, - ,Ne}/|[Ax—Axj|| < 3

Donc, pour tout x appartenant a la boule unité, on a

2¢€
lAnx —Ax| < sup [Anx; —Axj]| + =
1<j<N¢

Mais, pour tout indice j, lim p,(Ax j) = Ax;. Donc, il existe un entier ng tel que
n—oo

€
n>ny= sup |Ax;—Axj|| <=
i<jNe 3

Ainsi, il existe un entier ng tel que

n>ngp= sup ||Ax—Ax| <e.
Ixll<1

Le théoréme est ainsi démontré. O

En référence au théoreme 4.2.5, on dit qu’un espace de Hilbert possede la
propriété d’approximation. Attention, cette propriété d’apparence naturelle n’est
pas partagée par tous les espaces de Banach.

Exercice 4.2.5 Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable, de dimension
infinie et K un compact de C. Démontrez qu’il existe un élément A de £ (H) tel
que Sp(A) = K.

4.3 Dualité des espaces de Hilbert

La dualité des espaces euclidiens et hermitiens en dimension finie est familiere.
Soit H un espace de Hilbert de dimension finie, on sait que I’application 6 définie
par

6:H — H'
x = 6(x) 1y (ylx)
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est une bijection antilinéaire et isométrique de H sur H' qui permet d’identifier H
et son dual par I’intermédiaire du produit scalaire. Il est remarquable que pour un
espace de Hilbert de dimension infinie, la situation ne différe pas. C’est le fameux
théoreme de représentation de Riesz (plutdt un des fameux théoremes d’un des
Riesz).

Théoreme 4.3.1 Soit H un espace de Hilbert, on consideére I’application § définie
par
6:H — H
x—= 8(x): y— (vx)

C’est une bijection antilinéaire isométrique.

Démonstration. Le fait que ||8(x)||z < ||x||, donc en particulier que §(x) est une
forme linéaire continue, résulte de I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Le fait que 6
est antilinéaire est évident. De plus,

(60, 1) = Il

donc & est une isométrie. L’injectivité de 6 en résulte. Pour démontrer la surjectivité
de &, considérons un élément ¢ de H'\ {0}. Son noyau est un hyperplan (un espace
de codimension 1, comme tout noyau de forme linéaire non nulle) fermé de H. Son
orthogonal est donc de dimension 1. Soit ¢ un vecteur unitaire de ker /1, on pose
x=/{(e)e. Pour tout y € H, écrivons y = (y|e)e +z avec z € ker . 1l vient

£(y) = (yle)t(e) = (yx) = (6(x),y)-
Le théoreme est ainsi démontré. O

Remarques. Dans la pratique, le théoreme de Riesz est utilisé sous la forme
suivante : pour toute forme linéaire continue ¢ sur H, il existe un unique x € H qui
représente cette forme linéaire grace au produit scalaire au sens ou

VyeH, ((y)=(yx).

Il faut €également noter que le théoréme de Riesz implique que la norme duale
sur H' est une norme hilbertienne, ce qui n’est aucunement évident a priori. En
particulier, on a un produit scalaire naturel sur H' défini par

(1]&2)mr = (871 (L2)|67 (1))
en remarquant pour 1’inversion de 1’ordre des termes, que § ! est antilinéaire.

Corollaire 4.3.1 Tout espace de Hilbert est réflexif.
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Démonstration. Notons 8’ I’application de H' dans H” définie par le théoréme de
Riesz, avec H' muni du produit scalaire naturel ci-dessus. Pour tout v € H”, il
existe donc £ € H' tel que y = &'({). Mais il existe aussi x € H tel que £ = J(x).
En d’autres termes, 8’ (8(x)) = y. Par définition de &', ceci signifie que pour tout
'eH,

Wl = (C1(8) 7 (W) = (€10
= (5/|5(x))H/ = (x‘sil(gl»H = <€/,x>[—1/’[-] = <l<x),£/>H//’H/.

L’injection canonique 1 est donc surjective. U

On peut déduire du théoreme de Riesz les deux corollaires ci-dessous qui
montrent d’autres identifications du dual d’un espace de Hilbert donné a 1’aide
de formes bilinéaires (et non sequilinéaires). Ceci pour souligner qu’il n’y a pas
qu’une unique facon d’identifier le dual d’un espace de Hilbert.

Corollaire 4.3.2 La forme bilinéaire définie par

B: L*(X,du) x L*(X,du) — K
(1.8) ~ [ F0)s)dn)

identifie le dual de L*(X ,dp) a L*(X,du).

Corollaire 4.3.3 La forme bilinéaire B définie par

B: L2(R (1+]E)d8) x (RY, (1+]6)°d8) — K
(7.9) > [ F(©s(-E)dE

R4

identifie L>(RY, (1 +|E|?)~*d&) au dual de L*(R?, (1 +|&|?)°dE).

Démonstration. Pour démonter le premier corollaire, il suffit d’observer que dg(f) =
8(f) ce qui assure immédiatement le résultat (qui n’est autre que le théoréeme de
Riesz lui-méme dans le cas K = R).

La démonstration du second corollaire est tres légerement plus délicate. Posons

pour tout s € R,

déf v déf

M(f)(6) = (L+IEP)f(E) et M(F)(E)= (1+[E1)F(=E).
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Nous allons démontrer que 65 = !M o 8g o M_g, ce qui assurera le résultat d’apres
le corollaire précédent et la proposition 3.4.2.

— / F(E)e(—E)dE

_/1+m FE)(1+ [E[2) g(—E)dE

= B(M_,(f),My(g))
)

v

= (8p(M_(f)),M(g)
= <tMSO5BOMfs f>7g>7

d’ou le corollaire. O

Dans un espace de Hilbert, on dispose d’une nouvelle notion de convergence
affaiblie.

Définition 4.3.1 Soient (x,),cr une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H
et x un élément de H. On dit que la suite (x,),cN converge faiblement vers x et ’on
note x, — x si et seulement si

VyeH, (yx) = Olx) quand n— 4.

Comme pour la convergence faible-* sur un dual, il existe une topologie sur H,
dite topologie faible, dont les suites convergentes sont exactement celles définies
ci-dessus. Pour la méme raison, nous n’étudierons pas cette topologie faible.

La définition ci-dessus peut étre reformulée par

X — x = 8(x,) 2 8(x),

en utilisant 1’identification du dual d’un espace de Hilbert avec lui-méme du
théoreme de Riesz.

Le théoreme suivant donne quelques propriétés simples de la convergence
faible.

Théoreme 4.3.2 Soient (x,),cn une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H
et x un élément de H. On a alors

si lim ||x, —x|| =0, alors x, — x, (4.3)
n—yoo
Si Xy — x et ||x,|| = ||x||, alors li_r>n ||x, — x|| = 0. (4.4)
n—soo

De plus, si x, — x, alors la suite (x,),en est bornée.
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Démonstration. Le premier point du théoreme résulte simplement du fait que

|hxn) = )| < [[31] [[n — ]
Quant au second point, il suffit d’écrire que
[bn = x[I = [l |* — 2 Fexlxn) + [l |
Comme la suite (x,),cn tend faiblement vers x, on a
Re(x]x,) — Re(x|x) = [|x||*.

Le deuxieme point est ainsi démontré. Le troisieme point est encore un corollaire du
théoreme de Banach-Steinhaus. En effet, nous avons noté que x;,, — x est équivalent
a 8(x,) = 8(x), ce qui implique que §(x,) est bornée dans H'. Or, le théoreme de
représentation de Riesz dit que 0 est un isométrie. U

Exemple. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et séparable. Considé-
rons une base hilbertienne (e, ),cn de H. D’apres le théoréme 4.2.4, pour tout x
de H, la suite ((x|e,))nen appartient a £2(N). Donc elle tend vers 0. Voila un
exemple de suite faiblement convergente vers O qui ne converge pas au sens de la
norme vers 0 puisque ||e,|| = 1.

Proposition 4.3.1 Soient (x,),en et (yn)nen deux suites d’éléments de H telles
que
Xp —> X ety, =y quand n — +oo.

Alors, on a (xy|yn) — (x|y).
Ce n’est qu’une réécriture dans le cadre hilbertien de la proposition 3.3.1.

Exercice 4.3.1 Trouvez deux suites (X,)nen et (Yn)nen d’éléments de H telles que

Xn = X, Y0 =y et (Xn|yn) 7 (x]y)-

Exercice 4.3.2 Démontrez que, dans un espace de Hilbert H, si une suite (x,)neN
tend faiblement vers x, alors,

x| < liminf [|x,]].
n—soo

Le théoréme suivant est un théoreme de compacité faible de la boule unité d’un
espace de Hilbert. Lorsque celui-ci n’est pas de dimension finie, on sait, d’apres
le théoreme 2.1.2 que la boule unité n’est pas compacte au sens de la topologie
définie a I’aide de la norme. Cependant, on a le théoreme ci-apres qui n’est qu’une
traduction du théoreme 3.3.2.
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Théoréme 4.3.3 Soit (x,),en une suite bornée d’un espace de Hilbert sépa-
rable H, on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente.

Remarque. Le théoreme reste vrai méme si H n’est pas séparable.

Le théoreme de Lax-Milgram suivant est trés souvent utilisé pour résoudre des
problemes d’équations aux dérivées partielles elliptiques.

Théoreme 4.3.4 Soit H un espace de Hilbert, ¢ une forme linéaire continue sur H
et a une forme bilinéaire continue sur H telle qu’il existe o > 0 tel que

VYveH, Rea(v,v)> a|lv||? (on dit que a est H-elliptique).
Alors le probleme : trouver u € H tel que
VYveH, a(u,v)=1~L(v),

admet une solution unique. De plus, [’application qui a { associe u est linéaire
continue de H' dans H.

Démonstration. La forme bilinéaire a étant continue, il existe une constante M
telle que

YvweH, |alvyw)| <M|y|||w]-
On en déduit immédiatement que I’application A de H dans H' définie par (A(v),w) =
a(v,w) est linéaire continue, avec ||Al| ¢y qry < M.

L application A est injective. En effet, si A(v) = 0, alors en particulier 0 =
(A(W),v) = a(v,v) = Rea(v,v) +iSma(v,v), d’ott 0 = Rea(v,v) > a|v||* et par
conséquent v = 0.

L’application A est surjective. En effet, soit v, € H une suite telle que A(v,)
converge dans H’ vers un certain ¢. Cette suite est donc telle que (A(vy)),en est de
Cauchy dans H’. Par conséquent, comme

&||ve — vl % < Rea(vn — Vi, Vi — Vi)
<la(vh = Vi,V — Vi) |
= [{A(vn = Vm),vn— V)|
<Nl An) =A@z Vi — vl 1,

on en déduit que
1vn = vinller < @ HIA W) —A@m) 1

donc (v, )uen est de Cauchy dans H. 1l existe donc v € H tel que v, — v dans H,
ce qui implique que A(v,) — A(v) = ¢ dans H'. En d’autres termes, on vient de
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montrer que I’'image de A est fermée dans H'. On va maintenant montrer qu’elle
est dense. Pour cela, il suffit de remarquer que si w € H' est tel que (A(v)|w)g =0
pour tout v € H, alors prenant v = 8 'w, on en déduit encore une fois que w = 0.
Ceci implique que I’orthogonal de I’'image de A dans H' est réduit au vecteur nul,
donc que cette image est dense. L'image de A étant fermée et dense, elle est égale
a H', ¢’est-a-dire que A est surjective.

Enfin, on remarque que u = A~/ et que ||u||g < = !||£||#, ce qui montre le
théoreme. U

Remarque. Dans le cas d’un espace de Hilbert réel, la condition de H-ellipticité
s’écrit simplement
YveH, a(vy)>aly|>*

On remarque également en multipliant par —i, qu’il suffit que la partie imaginaire
de la forme bilinéaire satisfasse la condition de H-ellipticité pour que la conclusion
du théoreme de Lax-Milgram soit assurée.

4.4 La notion d’adjoint

La notion d’adjoint est cousine dans le cadre hilbertien de celle de transposition.
Elle est bien connue en dimension finie. Etant donné un produit scalaire sur un
espace H de dimension finie d, ’adjointe A* d’une application linéaire est défini
par la relation

V(xy),  (Axly) = (x|A%y).
On sait que si (A;;)1<;,j<q €st la matrice de A dans une base orthonormée, alors
la matrice de A* dans cette méme base est donnée par A;kj =Aj;. De plus, c’est un
théoréme bien classique d’algebre linéaire que si A est autoadjointe (i.e. A = A¥),
alors A est diagonalisable dans une base orthonormée.

Nous allons étudier une généralisation de ces concepts et de ces résultats au
cas des espaces de Hilbert de dimension infinie.

Théoreme 4.4.1 Soit A un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert H.
1l existe un unique opérateur linéaire A* continu sur H tel que

V(x,y) € HXx H, (Ax|y) = (x|A"y).

De plus, I’application qui a A associe A* est une application antilinéaire isomé-
trique de £ (H) dans lui-méme.

Démonstration. L'unicité de 1’opérateur A* résulte immédiatement du fait que
H*+ = {0}. Soit %, : H — H' I'application définie par

(Za(y),x) = (Ax[y).
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I1 est visible que 1’application . est une application antilinéaire continue de H
déf s
dans H'. Posons A* & 8§~ o Z). Par définition de A*, on a

(x[A%y) = (Za(v),x) = (Ax]y).

De plus, on a

|All=sup [(Ax|y)|= sup [(A"x|y)| = [|A"].
[x1<1,lIylI<1 [xI<1,lIylI<1
Le théoreme 4.4.1 est donc démontré. O

Définition 4.4.1 On appelle I'opérateur A* ci-dessus [’opérateur adjoint de A. On
dit qu’un élément A de £ (H) est auto-adjoint si A = A™.

On a défini I’adjoint pour un opérateur continu. Notons que la notion prend
encore plus d’intérét, mais se complique notablement, pour les opérateurs non
continus. Nous n’aborderons pas ces questions ici. Donnons quelques propriétés
de I’adjonction.

Proposition 4.4.1 L’opération de passage a l’adjoint est une involution, c’est-a-
dire que A = A**. On a aussi

(kerA)t =imA* er kerA = (imA*)*. (4.5)
pour tout A € £ (H). De plus, si la suite (x,),cn converge faiblement vers x, alors

la suite (A*x,)neN converge faiblement vers A*x. Enfin, si A est compact, alors A*
I’est aussi.

Démonstration. Le premier point résulte du fait que si (Ax|y) = (x|A*y), alors
(A*y|x) = (y|Ax). Pour démontrer les relations (4.5), écrivons que

Vy€eH, (Ax|ly) =0<Vye H, (x|]A%y) =0.

La traduction ensembliste de I’équivalence ci-dessus est exactement 1’égalité entre
les deux ensembles kerA et (imA*)L. L autre relation s’en déduit par passage a
I’orthogonal.

Soit (x,)nen une suite faiblement convergente vers x. Pour tout y de H, on
a (y|A*x,) = (Ay|x,). La convergence faible de la suite (x,),cn entraine donc
immédiatement celle de la suite (A*x,),eN-

Supposons maintenant que A soit compact. Le théoréme 4.2.5 affirme 1’exis-
tence d’une suite (A, ),cn d’opérateurs de rang fini convergeant vers A. Comme
I’opération * est continue de .2 (H) dans lui-méme, il suffit de démontrer que I’ad-
joint d’un opérateur de rang fini I’est aussi. Soit C un opérateur de rang fini. D’apres
les relations (4.5), le noyau de C* est I’orthogonal de imC, qui est de dimension
finie. Donc, I’image de C* est égale a I’image de C* restreint au sous-espace imC,
qui est de dimension finie. Donc C* est de rang fini.

La démonstration de la proposition est ainsi achevée. U



110 4. Espaces de Hilbert réels et complexes

Remarque. Pour la propriété de convergence faible, I’adjoint n’a rien magique,

puisque A = (A*)*. Notons également que si A est de rang fini, alors rangA* =

rangA. En effet, on a un isomorphisme algébrique entre H /kerA* et imA*, et un

isomorphisme topologique entre H/(imA)~ et imA car imA est fermée.
Mentionnons une derniere propriété importante.

Proposition 4.4.2 Soit A un isomorphisme sur un espace de Hilbert H. Alors A*
est un isomorphisme avec (A*)~! = (A~1)*,

Démonstration. Posons B = (A~!)*. Pour tout (x,y) € H*, ona
(Ax|By) = (A~1(Ax)|y) = (x|y) d’une part, et d’autre part (Ax|By) = (x|A*By),
d’ou A*B =1d. De méme
(Ax|[BA"y) = (x|A"y) = (Axly),

d’out BA* = Id puisque A est surjective. U

4.5 Spectre d’un opérateur auto-adjoint compact

On donne ici I’analogue infini dimensionnel du théoreme de diagonalisabilité
orthogonale des matrices symétriques ou hermitiennes en dimension finie. C’est un
résultat d’une grande importance en théorie des équations aux dérivées partielles.

Proposition 4.5.1 Tout opérateur compact de H dans H transforme les suites
faiblement convergentes en suites fortement convergentes.

Démonstration. Soit A un opérateur compact et (x, ),y une suite qui tend faible-
ment vers x. D’apres la proposition 4.4.1 appliquée a A*, on a Ax,, — Ax. D’un
autre coté, la suite (x,),cn est bornée, donc la suite (Ax,),cn est relativement
compacte. Soit (7,) ,en une sous-suite telle que Ay,, — y. Clairement, comme a
fortiori Axn,, — y, on ay = Ax, ce qui montre que la suite (Ax,),cn n’a qu’une
seule valeur d’adhérence. Comme elle est dans un compact, elle converge vers
cette valeur d’adhérence. UJ

Théoreéme 4.5.1 Soit A un opérateur compact auto-adjoint d’un espace de Hil-
bert H séparable de dimension infinie.

i) Le spectre de A est la réunion de {0} et soit d’une suite (A;) jcn de valeurs
propres réelles non nulles tendant vers 0, soit d’'un nombre fini de valeurs propres
réelles non nulles.
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ii) L’espace vectoriel ker (A — A;1d) est de dimension finie si A; est non nul.
iii) Il existe une base hilbertienne (e;) jen de H formée de vecteurs propres et
l'ona
VxeH, Ax= Z ;Lj(x|ej)ej et HAxH2 = Z Zﬂ(x\ej)]z,
JjeN jEN
ou la famille (Zj)jeN est formée de la suite ou de la famille finie des valeurs
propres non nulles, éventuellement complétée par la valeur propre nulle. De plus

A = Ail.
Al 2 m) I}g}gﬂ il

Démonstration. Démontrons le premier point en commencant par montrer que
0 appartient au spectre. En effet, si 0 n’appartenait pas au spectre, A serait un
isomorphisme et d’apres le théoreme de 1’application ouverte, ’'image de la boule
unité contiendrait une boule, donc ne serait pas relativement compacte.

Montrons ensuite que tout élément non nul du spectre est une valeur propre.
Notons d’abord que si A appartient au spectre de A, alors A aussi. En effet,
(A—21d)* = A — A1d et si I’'un est un isomorphisme, 1’autre aussi. Soit A # 0
appartenant au spectre et tel que A — A 1d soit injective. On va montrer qu’alors
A — A 1d est surjective, ce qui sera une contradiction.

Montrons d’abord que 1’image de A — A 1d est fermée. Pour cela, on note qu’il
existe une constante C > 0 telle que I’on ait I’'inégalité

VxeH, |x]|<C|Ax—Ax]|. (4.6)

En effet, s’il n’existait aucune telle constante C, on construirait une suite (x;),eN

telle que
1

llxn |l = 1 et [[Ax, — Axy || < e
Extrayant si besoin est une sous-suite, on peut aussi bien supposer qu’il existe
x € B(0,1) tel que x, — x. Comme A est compact, on en déduit que Ax,, — Ax au
sens de la norme. Par conséquent

o6, — A7 LAx|| < |47 Ax, — Ax|| + || 7| Ax, — Ax,|| — O quand 7 — oo,

On en déduit deux choses : d’une part la suite x,, converge fortement, donc sa
norme passe a la limite, c’est-a-dire ||x|| = 1; d’autre part x = 2 ~'Ax, c’est-a-
dire x € ker (A — A1d). Or on a supposé que A — A 1d est injective, donc c’est une
contradiction. Par conséquent, 1’inégalité (4.6) a bien lieu. Cette inégalité montre
immédiatement que im(A — A Id) est fermée.

Notons maintenant que toutes les valeurs propres sont réelles. En effet, soit A
une valeur propre associée a un vecteur propre unitaire x. Comme A est auto-adjoint,
il vient

A = (Ax|x) = (Ax|x) = (x]Ax) = (x|Ax) = A.
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Soit alors A un élément du spectre non nul qui n’est pas une valeur propre. D’aprés
ce qui préceéde, A appartient aussi au spectre et n’est pas une valeur propre. Par
conséquent,

H = (ker (A —A1d))* =im(A — 11d),

c’est-a-dire que I’image de A — A Id est dense. Comme elle est fermée, on en déduit
que A — A Id est surjective, donc que A n’appartient pas au spectre, contradiction.
Les éléments non nuls du spectre de A sont donc tous des valeurs propres.
Notons enfin que si A} # A, sont deux valeurs propres distinctes, les vecteurs
propres x1, xo qui leur sont associés sont orthogonaux. En effet

A] (X] ‘XQ) = (Ax1 |X2) = (x1 |AX2) = 7Lz(x1 ]xz).

Résumons ce que nous avons montré jusqu’a présent. Le spectre de A est formé
de O et de valeurs propres réelles non nulles, associées a des vecteurs propres
deux-a-deux orthogonaux. Comme H est séparable, ceci implique que les valeurs
propres sont en nombre au plus dénombrable. Soit il n’en existe qu’un nombre
fini non nulles, et on a terminé le premier point, soit on en a une suite (4;) jcn.
Donnons nous (e;) jen une suite de vecteurs propres orthonormés correspondants.
La suite (e;) jen tend faiblement vers 0. Comme A est compact, la suite (Ae;) jen
tend vers 0 en norme. Mais comme Ae; = A jej, on en déduit que

4] lle;|l — 0.

Les vecteurs e; étant de norme 1, la suite (A;) jen tend vers 0.

Démontrons ensuite le deuxieme point du théoréme. Posons E; = ker (A —
A;1d). Soit (x,),en une suite bornée de E ;. L’opérateur A étant compact, on peut
en extraire une sous-suite (x,,),en telle que la suite (Ax,,),en converge. Mais
Ax,, = Ajxn, et A; est non nulle. La boule unité de E; est donc compacte. D’apres
le théoréme 2.1.2 de Riesz, la dimension de E; est finie.

Pour le troisieme point, on va d’abord montrer que A admet au moins une
valeur propre. Pour cela, on pose

déf
2= sup |(Ax|x)|.
x| =1

Si Ap = 0, on a alors (Ax|x) = 0 pour tout élément x de H. Or, I’opérateur A étant
auto-adjoint, on a

(Ax) = 5 (AGc+3)be-+3) — (Axl) - (Aoly)).

Donc, si 49 =0, on a (Ax|y) = 0 pour tout couple (x,y) d’éléments de H, ce qui
implique évidemment que A = 0. Comme A* = A, (Ax|x) est réel, donc quitte a
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changer A en —A, on peut supposer que

Par définition, il existe une suite (x,),cn d’éléments de la sphere unité telle que
lim (Ax,|x,) = Ao
n—oo

On peut trouver un x dans B(0,1) et une sous-suite tels que Xp, — x. Comme
I"opérateur A est compact, on en déduit que Ax,, — Ax. D’apres la proposition 4.3.1,
il vient alors

(Axn, |xn,) — (Ax|x) = Ao.
Bien siir, x # 0 puisque Ay est strictement positif. De plus, si I’on avait ||x|| < 1,
alors on aurait

(A 2) = o

el kel 7 el

ce qui contredit la maximalité de Ay car Ay est strictement positif. Donc ||x|| = 1,
et un simple argument d’homogénéité permet alors d’affirmer que

VzeH, olll* — (Azfz) = 0.
Prenant z = x+th pour ¢ € R* et faisant tendre ¢ vers 0", on obtient
VheH, 249 Re(x|h) —2Re(Ax|h) =0,

ce qui entraine que Ax = Agx. Nous avons vu que x était non nul, donc A est bien
valeur propre de A.

Soient A;, j € Nou 1 < j <N, les valeurs propres non nulles de A. Dans chaque
E; et dans kerA choisissons une famille orthonormée. La réunion de ces familles
orthonormées est orthonormée et totale. En effet, son orthogonal M est stable par
A et le spectre de la restriction de A a M ne contient pas de valeur propre, ce qui
contredit ce qui précede, sauf si M = {0}. Nous pouvons alors renuméroter cette
base hilbertienne de telle sorte que la plus grande valeur propre en valeur absolue
soit A9 = Ao, en renumérotant également les valeurs propres non nulles et nulles.

Nous avons ainsi construit une base hilbertienne (¢;) jeny de H formée de vec-
teurs propres. Pour tout x € H, les identités de Bessel et de Parseval impliquent
que Y jen 112\ (x[e;)]* < A3|1x||* est une série convergente, d’ou I’on déduit immé-
diatement que

Ax=Y Aj(xlej)e; et Ax|* =) A7|(xle;)|*.
jeN jeN
On en déduit que ~
lAx]? < AG lx]1*.

Comme par ailleurs, on sait déja que |Ao| < ||A|| #(H)» le théoréme est entierement
démontré. U
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Remarque. Mis a part 0, le spectre d’un opérateur ne contient donc que des valeurs
propres. La valeur O peut ou peut ne pas €tre valeur propre. Si elle ne 1’est pas,
alors A est injective. Si elle I’est, sa multiplicité peut prendre toutes les valeurs
possibles : n’importe quel nombre entier strictement positif si A n’est pas injective,
mais kerA est de dimension finie, et +oo si kerA est de dimension infinie.



Chapitre 5

Les espaces L?

5.1 Rappels sur la théorie de la mesure et I’intégra-
tion

Dans cette section, nous allons rappeler — et parfois redémontrer — les princi-
paux énoncés de base de la théorie de la mesure et de I’intégrale de Lebesgue.

Définition 5.1.1 Soit X un ensemble. On dit qu’une partie # C P (X) est une
o-algebre (ou tribu) sur X si elle satisfait les trois propriétés

— L’ensemble X appartient a M,

- SiAe A alorsX\A e .

— Si (A}) jen est une famille dénombrable d’éléments de ., alors

+o0
UAjE%.

J=1

Le couple (X, ) est appelé espace mesurable. Les éléments de .4 sont appelés
les ensembles mesurables de X.

Noter les analogies et les différences entre cette notion et celle de topologie
introduite au chapitre 1. Les propriétés suivantes des ensembles mesurables sont
élémentaires : 0 € .4, Ui_|A; € M, N A€ M et(Vi_|A; € M.

Etant donnée une partie .o/ de Z2(X), il existe une plus petite o-algebre qui
contient <7. On I’appelle la c-algebre engendrée par o7 . Elle est construite sim-
plement, mais de facon pas tres explicite, en prenant 1’intersection de toutes les
o-algebres qui contiennent .o7. Dans le cas ou X est aussi un espace topologique,
muni d’une topologie @, la o-algebre Z engendrée par les ouverts de & est ap-
pelée tribu borélienne. Ses éléments sont des boréliens. 1l est facile de voir que
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les fermés, les réunions dénombrables de fermés (ou Fg) et les intersections dé-
nombrables d’ouverts (ou Gg) sont des boréliens. Mais ce sont loin d’étre les seuls
boréliens !

Définition 5.1.2 Soit f une application de X espace mesurable dans Y espace
topologique. On dit que f est mesurable si pour tout ouvert V de Y, f~1(V) est
mesurable.

Clairement, une application f est mesurable si et seulement si I’image réciproque
de tout fermé est mesurable (le vérifier), et plus généralement si et seulement si
I’image réciproque de tout borélien est mesurable. Dans le cas ou X est un espace
topologique, il est clair que toute fonction continue est mesurable pour la tribu
borélienne. Les applications mesurables a valeurs dans R ou C sont dans ce cas
appelées fonctions boréliennes.

Dans le cas des fonctions a valeurs réelles ou infinies, on a la caractérisation sui-
vante. On munit R = [—oo, 4-c0] de la topologie de I’ordre, dont une base d’ouverts
est donnée par les intervalles ouverts de R et les intervalles de la forme [—eo, a[ et
Ja, +ee].

Proposition 5.1.1 Une fonction f de X dans R est mesurable si et seulement si
pour tout a € R, Uensemble f~'([a,+o]) est mesurable.

Démonstration. Si f est mesurable, comme [a, +o] est fermé, f~!([a,+0]) est
bien mesurable. Réciproquement, considérons un intervalle ouvert |a,b[ de R.
Montrons que f~!(]a,b[) est mesurable. On a

la,b[ = ]a, +oo] N [—o0,b] = |a, +o0] N (R\ [b, +o9]).
Par conséquent,

fHa.bl) =~ (Ja, +e)) N (X f7([b, +e0])),

et ’on a gagné si 1’on montre que f~!(]a, +o0]) est mesurable. Or,

(o] o>}

la,+eo| = U [a+1/n,+o0] d’ol fﬁl(]a,—i—oo]) = U fﬁl([a—kl/n,—f—oo])

qui est une union dénombrable d’ensemble mesurables. On note alors que tout
ouvert V de R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts, V = U;"Zl]an,bn[,
donc f~1(V) = U, f~'(Jan,bn]) est mesurable. Pour conclure, on remarque
que les ouverts de R ne sont rien d’autre que les ouverts de R, éventuellement
complétés par {—oo} ou {+oo}. Or, prenant a = +oo, on sait déja que £~ ({+oo})
est mesurable, et comme £~ ({—o0}) = f~1(R) \ Upens ' ([~n, +]), 'ensemble
F~1({—oo}) est aussi mesurable. O
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Remarque. Pour les fonctions a valeurs dans R, il suffit de montrer que pour tout
a € R, ’ensemble f~!([a,+oo[) (ou f~1(]a,+oo[)) est mesurable.
Les fonctions mesurables ont de nombreuses propriétés de stabilité.

Proposition 5.1.2 i) Si f et g sont mesurables de X dans R alors (f,g) est mesu-
rable de X dans R>.

i) Si h est continue de Y dans Z et f est mesurable de X dans 'Y, alors ho f est
mesurable de X dans Z.

iii) Si f et f» sont mesurables de X dans R alors f1+ f2, fi1f2, f1+if> sont
mesurables de X dans C. L’ensemble des fonctions mesurables a valeurs dans R
ou C est un espace vectoriel.

Démonstration. ii) est évident. iii) découle de 1) et de ii). Pour montrer 1), il suffit
de remarquer que tout ouvert de R? est réunion dénombrable de rectangles ouverts

etque (f,8)"" (Ja,b[ x]e,d[) = f~'(Ja,b))ng~" (Je,d]). U

Une conséquence utile de ii) est que si f est mesurable a valeurs dans R, alors
||, fv et f_ sont mesurables & valeurs dans R, = [0, +-o0]. De méme, si f est me-
surable a valeurs dans C, alors |f], Re f1, Re f_, Im f; et Sm f_ sont mesurables
a valeurs dans R . Remarquons que I’ensemble des fonctions mesurables a valeurs
dans un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel.

Une autre caractéristique de la mesurabilité des fonctions est sa tres grande
stabilité par passage a la limite, a la grande différence de la continuité.

Proposition 5.1.3 Soit (f,),cn une suite de fonctions mesurables de X dans R,
alors les fonctions inf,cy fn, Sup,cn fu, liminf,,, o f,, et limsup,, ., ., f, sont me-
surables de X dans R. De plus, si ’on définit une fonction f de X dans R par
f(x) =0 si la suite (f,(x))nen ne converge pas et f(x) = limy,_, o f,(x) sinon,
alors f est mesurable de X dans R.

Démonstration. Montrons d’abord la mesurabilité de la borne inférieure. Soit
g = inf,cy f,. Pour tout a € R, dire que x € g~ !([a, +o0]) est équivalent a dire que
pour tout 7 € N, f,(x) > a. En d’autres termes, g~ ! ([a, +0]) = Nyenfy ' ([a, +o0])
qui est donc mesurable. Comme sup,,cy f, = —infpen(—fn), liminf, o f; =
sup,en (infesy fi) et limsup,_, ., f = —liminf,—, 1o (—f;), ces trois autres fonc-
tions sont aussi mesurables.

Considérons I’ensemble E = {x € X; f,(x) converge} = h~'({0}) ot h =
limsup,, , ., f, —liminf, .. f,. L’ensemble E est donc mesurable. Par consé-
quent, posant / = limsup,,_, ., fu, on voit que si a > 0, alors f~!([a,+]) =
I71(a,+o0]) \ E est mesurable, et si a < 0, alors f~!([a,+o0]) =1 ([a, +o0]) UE
est aussi mesurable. O
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Remarque. En particulier, si une suite de fonctions mesurables converge simple-
ment, alors sa limite est une fonction mesurable.

Parmi les fonctions mesurables a valeurs dans R (ou dans un espace vectoriel),
il en est de plus simples que les autres, ce sont les fonctions simples ou fonctions
étagées.

Définition 5.1.3 Soit (X,.#') un espace mesurable. On appelle fonction étagée
toute application mesurable de X a valeurs dans R dont I'image est finie.

En d’autres termes, une fonction étagée est une fonction mesurable qui ne prend
qu’un nombre fini de valeurs. Il est facile de voir que toute fonction étagée s’écrit
sous la forme f = )", A;1g, ou les A; sont les valeurs prises par f, les ensembles
E; forment une partition mesurable de X et 1g, désigne la fonction caractéristique
de E;, qui vaut 1 en tout point de E; et O ailleurs. Réciproquement, toute fonction
qui peut s’écrire sous cette forme (sans que les E; ne forment nécessairement
une partition de X) est une fonction étagée. Les fonctions étagées permettent
d’approcher les fonctions mesurables générales.

Lemme 5.1.1 Soit f une fonction mesurable de X a valeurs dans R.. Il existe une
suite croissante de fonctions étagées a valeurs dans R qui converge simplement
vers f.

Démonstration. Définissons les fonctions f,, pour n > 1 par

déf (@)1 J "
Jo = J:ZO ﬁlfq([L 1) T2 1 (21

Il est clair qu’il s’agit de fonctions étagées. Les valeurs que peut prendre f;, vont de
0 a 2" par incréments de 1/2". Si x est tel que f(x) est fini, alors il existe ng tel que
pour tout n > ng, on peut encadrer f(x) par de telles valeurs, ¢’est-a-dire qu’il existe
un unique 0 < j < (2")% — 1 tel que j/2" < f(x) < (j+1)/2". Par conséquent, on
a pour tout n > ngp, 0 < f(x) — fu(x) < 1/2". Donc f,,(x) < f(x) et fu(x) = f(x).
Si f(x) = oo, alors trivialement f,(x) < f(x), et comme x € f~!([n, 4o0]) pour
tout n, f,(x) =2" — f(x).

Il reste & montrer qu’il s’agit d’une suite croissante. Si f(x) = +oo, c’est clair
d’apres ce qui précede. Si f(x) est fini, alors il existe ng tel que pour tout n < ny,
f(x) > 2" auquel cas f,(x) = 2" est croissante. Puis pour n > ng+ 1 il existe
0<j<(2M?—1tel que j/2" < f(x) < (j+1)/2" Onaalors f,(x) = j/2". Si
2j/2" 1 < f(x) < (2j+1)/2%, alors £, 1(x) =2j/2""! = f,(x), par contre si
(2)+1)/271 < f(x) < (2j+2)/21, alors fu (x) = (2 1)/2"1 > fu(x).
Dans les deux cas, on a bien fy,1(x) > fu(x). O
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Remarque. Si f est de plus bornée, alors il est clair que la suite f,, converge
uniformément vers f.

Définition 5.1.4 Soit (X, .#') un espace mesurable. On appelle mesure positive sur
M toute application L de M a valeurs dans [0, +oo|, dénombrablement additive,
c’est-a-dire telle que pour toute famille dénombrable (A;) jcn d’éléments disjoints
de A, on ait

u (UM) = f H(A)),
j=1 j=1

et telle qu’il existe A € M tel que [L(A) < +oo. Le triplet (X,.# ,|L) est appelé
espace mesuré.

Remarques. La série ci-dessus est a termes positifs, sa convergence dans [0, o]
est donc toujours assurée. On dit souvent qu’un couple (X, 1) est un espace mesuré,
la o-algebre étant sous-entendue. Une mesure définie sur les boréliens est appelée
mesure de Borel ou mesure borélienne.

Les propriétés suivantes des mesures positives découlent de leur définition
de facon élémentaire : (@) = 0; pour toute famille finie d’ensemble mesu-
rables disjoints p(U4_A;) =Y_; u(A;);si A C B, u(A) < pu(B);siAj CAjpi,
1(An) — p(UT_,4;) quand n — oo (cette propriété, qui découle immédiatement
de I’additivité dénombrable, est fondamentale pour le théoréme de convergence
monotone) ; siA; DA, et s’il existe i tel que p(A;) < +oo, U(A,) = u(ﬂ;":]Aj)
quand n — oo,

La mesure que nous utiliserons le plus souvent en analyse est la mesure de
Lebesgue sur R?. Si P = Hle]ai, b;[ est un pavé de R?, on sait définir son volume
d-dimensionnel vol P = [T, (b; — ).

Théoréme 5.1.1 1l existe une mesure positive sur une c-algébre # de R? notée
£y telle que

i) A contient les boréliens.

ii) Pour tout pavé P, £;(P) = vol P.

iii) La mesure £ est invariante par translation, i.e., pour tout A dans # et
tout x dans R, A+x € M et Ly(A+x) = Zy(A).

1v) Si U est une mesure de Borel positive invariante par translation et finie sur
tout compact, alors il existe ¢ > 0 telle que WW(A) = c.£;(A) pour tout borélien A.

La démonstration de 1’existence (et de I’unicité au sens de iv)) de la mesure de
Lebesgue est un peu délicate. Nous ne la donnons pas ici.

Une remarque importante concernant la mesurabilité des fonctions. Dans la
pratique, quand on travaille sur R? avec la mesure de Lebesgue, il est inutile de
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s’obnubiler sur la question de la mesurabilité des fonctions auxquelles on a affaire.
En effet, étant donnée la richesse de la tribu borélienne sur R? (complétée par les
ensembles de mesure de Lebesgue nulle) et I’extraordinaire stabilité de la classe
des fonctions mesurables par rapport aux opérations que 1’on peut appliquer a ces
fonctions, on peut dire que, grosso modo, toute fonction qui s’écrit un tant soit peu
explicitement est automatiquement mesurable (car par exemple continue, ou limite
presque partout d’une suite de fonctions continues, ou composée de fonctions
boréliennes, etc.).

En fait, pour étre plus précis et pour ceux qui s’intéressent a la théorie des
ensembles, on peut montrer que 1’existence d’une fonction sur R non mesurable
pour la mesure de Lebesgue est équivalente a I’axiome du choix, ou plus exactement
que I’on peut sans contradiction remplacer 1’axiome du choix général par une
version plus faible de ce méme axiome, complété par I’axiome de Solovay qui
prescrit que toutes les parties de R sont Lebesgue-mesurables. Attention toutefois,
les boréliens n’épuisent jamais tous les ensembles Lebesgue-mesurables, quels que
soient les axiomes de théorie des ensembles que 1’on choisisse.

Il convient quand méme d’infléchir 1égerement les remarques qui précedent :
dans certains contextes et notamment en probabilités, on ne travaille pas forcément
sur R? ni avec la tribu borélienne, et dans ce cas, les questions de mesurabilité des
fonctions deviennent cruciales.

Soit (X, i) un espace mesuré. L’intégrale de Lebesgue permet d’associer sim-
plement & toute fonction f i valeurs dans R, et mesurable sur X et  tout ensemble
mesurable A, un élément de R ., appelé intégrale de f sur A par rapport 2 la mesure
u etnoté [, fdu. On commence par le cas des fonctions étagées.

Définition 5.1.5 Soit f =Y " | A1, une fonction étagée de X dans R.. On appelle
intégrale de f sur A la quantité

[ fdu=Y du(Ena) ek,
i=1

avec la convention 0 - (4o0) = 0.

Il est important de noter que dans cette définition, on prend f a valeurs finies.
Par contre, on peut avoir p(E;NA) = 4o d’ou la nécessité de la convention si
Ai=0.

Il n’est pas tres difficile de montrer que cette quantité ne dépend que de f et non
pas de la représentation de f en combinaison linéaire de fonctions caractéristiques
choisie (en effet, il y a une infinité de telles représentations pour une méme fonction
simple). On montre également sans grande difficulté les propriétés fondamentales
suivantes :

D [y fdi = [y flady:
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i) si fi < fralors [, fidu < [, fadu;
iii) pour tout A >0, [, Afdu=2A [, fdu et
V) f(fitf2)du= [y frdu+ [, fdu.

De plus, a f fixée, on a évidemment que @(A) = [, fdu est une mesure
positive sur X. Nous pouvons maintenant définir I’'intégrale de Lebesgue d’une
fonction mesurable 2 valeurs dans R, .

Définition 5.1.6 Soit f une fonction mesurable de X dans R.. On appelle inté-
grale de f sur A la quantité

/fd[,t = sup {/ sdu;s fonction étagée a valeurs dans R, |s < f} .
A A

Par définition, cette intégrale est un élément de R, . Elle satisfait visiblement les
propriétés 1) a iii) et la nouvelle définition coincide avec la définition précédente
quand f est une fonction étagée a valeurs dans R .

Dans le cas oit X = R et u = %, est la mesure de Lebesgue, on note I’intégrale
simplement [, f dx.

Toute la puissance de I’intégrale de Lebesgue tient au théoréme absolument
remarquable suivant, le théoréeme de convergence monotone de Lebesgue.

Théoreme 5.1.2 Soit (fy,),en une suite croissante de fonctions mesurables sur X
a valeurs dans R ;. Cette suite converge simplement vers une fonction mesurable f
etl’ona

/fnd,u—>/fd,u quand n — +-oo.
X X

Démonstration. 1l est clair qu’une suite croissante de fonctions a valeurs dans
R.. converge simplement vers une limite, puisque toute suite croissante dans R,
est convergente. De plus cette limite f est mesurable, comme limite simple de
fonctions mesurables. On peut donc définir son intégrale.

De méme, la suite [y f,du est croissante a valeurs dans R, donc convergente.
Comme f, < f, par ii) on a évidemment

lim [ fody < / fdu.
X X

n—o0

Toute la difficulté tient dans I’inégalité inverse.
Pour cela on se donne une fonction étagée s a valeurs dans R telle que s < f
et un nombre positif o < 1. Définissons des ensembles mesurables

E,={x€X; fu(x) > as(x)}.

Comme la suite f, est croissante, on a E,, C E, . Soit x € X. Si s(x) = 0, alors
x € E, pour tout n. Si s(x) > 0, alors comme f,(x) — f(x) > s(x) > as(x), il
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existe ng tel que x € E, pour tout n > ng. Par conséquent, on vient de montrer que
X = UpenEy. Or f, > f,1Eg,, donc

| foaw= [ fudu> [ asap—ap(En).
X E, E,

ou @ est la mesure positive associée a I’intégrale de s. Comme la famille dénom-
brable E, est croissante et d’union égale a X, par les propriétés élémentaires des
mesures positives, on en déduit que

os(E,) — @5(X) quand n — oo,

soit
lim / fodu > opy(X) = oc/ sdll.
X X

n—yoo

Prenant d’abord la borne supérieure du membre de droite sur tous les & < 1, puis
sur toutes les fonctions s, on obtient le théoréme. O

Remarque. En particulier, on peut appliquer le théoréme de convergence monotone
a la suite de fonctions étagées construite au Lemme 5.1.1. Ceci implique d’ailleurs

que [y fidu+ [y fodu = [y (fi + f2)du, ie., la propriété iv).

Lemme 5.1.2 (de Fatou) Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de X
dans Ry. On a

/X (liminf £,) d §11g1£f< /X fndu>.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme de convergence
monotone. En effet, liminf,cy f, = sup, infy>, fi par définition. Or, pour tout n,

8n = inkanfk < fn, d’ou
/gndus/fndu.
X X

Mais la suite g, est croissante et tend simplement vers sup, g, = liminf, ey fy.
Donc, par le théoréme de convergence monotone, [y g,dit — [y (liminf, . f») d UL,
d’ou le résultat en passant a la limite inférieure dans 1’inégalité ci-dessus. O

Il est facile de retenir le lemme de Fatou, car celui-ci exprime simplement que
I’intégrale est une fonction semi-continue inférieure pour la convergence simple.
Une fois que 1’on sait définir I’intégrale d’une fonction a valeurs dans R, on peut
définir I’intégrale d’une fonction a valeurs dans R ou C.

Définition 5.1.7 On dit qu’une fonction f mesurable de X dans R ou C est inté-
grable si

/ fldp < +oo.
X
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On pose alors

[ pu= [ Reryau— [ Rep)-du+i[ Smp)du—if (Smp)-dp

Comme | f| majore chacune des quatre intégrandes du membre de droite, il est
bien clair que ces quatre intégrales sont des réels, i.e., ne sont pas infinies. La
combinaison linéaire définissant I’intégrale de f a donc bien un sens. Elle n’en
aurait pas si on autorisait [y | f|dt = oo, car on pourrait voir apparaitre des formes
indéterminées oo — co. L’intégrale satisfait les propriétés de linéarité et d’additivité
usuelles. De plus, on a I’inégalité d’usage extrémement fréquent suivante :

[ rau| < [ 171an.

(faire bien attention que le membre de gauche n’a de sens que pour les fonctions
intégrables, alors que le membre de droite est défini pour toute fonction mesu-
rable). En effet, soit 6 € R tel que | [y fdu| =€ [y fdu. Il vient | [y fdu| =
Jxefdu = [xRe(ef)du < [yl fldu = [x|fldp.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue qui suit est ’'un des plus
importants en analyse.

Théoreme 5.1.3 Soit (f,),cN une suite de fonctions mesurables sur X a valeurs
dans C qui converge simplement

fo(x) = f(x) quand n — oo,

et telle qu’il existe une fonction g sur X a valeurs dans R_. intégrable telle que
I’on ait
VxeX, |[fulx)] <g(x),

alors f est intégrable et l’on a

/ |fu — fldu — 0 quand n — +oo.
X

En particulier,

[ dudu— [ rau

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme de Fatou. On sait que
f est mesurable et la majoration uniforme des f,, par g montre qu’elle est intégrable.
Comme |f,, — f| < 2g, on voit que 2g — | f, — f| > 0 etlim,_, 1 (2g — |/ — f|) = 2g.
Par le lemme de Fatou, il vient

[ 20 <timint( | @g=1f,— fdu) = [ 2¢dp—timsup( [ £~ fldn).

n—r—+oo
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Comme [y 2gdu < +oo, on en déduit que

timsup ([ 1, fldu) <0.

n—r+oo

et une suite positive dont la limite supérieure est négative tend bien str vers 0. On
remarque ensuite que

’/and.lt—/xfdu‘:‘/X(fn—f)dulg/xyfn_ﬂdu_)o_

O

Définition 5.1.8 On dit qu’une propriété a lieu [-presque partout ou pour -
presque tout x, si elle a lieu sauf sur un ensemble de L-mesure nulle.

Les ensembles de p-mesure nulle sont appelés ensembles t-négligeables. La
terminologie vient du fait que les ensembles p-négligeables « ne sont pas vus » par
la mesure u. Attention, cela ne signifie pas nécessairement qu’ils soient « petits »,
tout dépend de la mesure p. Par exemple, si 4 = &, la masse de Dirac en 0 sur R
définie par u(A) =1si0 € Aet u(A) =0si0 ¢ A, alors R* est u-négligeable. Si
u est la mesure de Lebesgue sur R, alors Q est p-négligeable. Si 1 est la mesure
de comptage, 1(A) = CardA, alors le seul ensemble p-négligeable est I’ensemble
vide.

Proposition 5.1.4 La relation d’égalité [L-presque partout est une relation d’équi-
valence sur I’ensemble des fonctions mesurables.

Démonstration. C’est presque €vident. Notons f ~ g si f = g [l-presque partout,
c’est-a-dire s’il existe un ensemble N tel que u(N) = 0 et tel que f(x) = g(x) pour
tout x ¢ N. Clairement, f ~, f en prenant N =0; si f ~ g, alors g ~ f; si
f ~u g et g ~y h, notant N le premier ensemble négligeable et N, le deuxieme
ensemble négligeable, on voit que f(x) = g(x) = h(x) pour tout x & Nf UN, et
L(NJUN,) < u(Np)+ u(N,) =0, donc f ~ h. ]

Attention, dire que deux fonctions sont égales (-presque partout ne signifie pas
nécessairement qu’elles se ressemblent beaucoup, tout dépend encore une fois de
la mesure . Par exemple, si i = &, alors f ~; g si et seulement si £(0) = g(0).
Si p est la mesure de Lebesgue, alors 1g ~, 0. Si u est la mesure de comptage,
alors f ~ g sietseulementsi f = g.

Cette relation d’équivalence définit une partition de I’ensemble des fonctions
mesurables en classes d’équivalence. Du point de vue de I’intégrale, les éléments
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d’une méme classe d’équivalence sont indiscernables au sens suivant : si F' est une
fonction continue de C dans R et si f ~, g, alors

/Fofdu:/Fogd,u.
X X

Eneffet, | [y(Fof—Fog)du|=|[y(Fof—Fog)du| < pu(N)supy|Fof—Fo
g| = 0 avec la convention 0 - o = (. De telles quantités intégrales ne dépendent
donc que de la classe d’équivalence, et non pas d’un représentant particulier de
cette classe. Elles passent au quotient par la relation d’équivalence, ¢’est-a-dire
sont en fait définies sur I’ensemble des classes d’équivalence modulo 1’égalité
H-presque partout.

Convention importante. On peut en général sans grand danger confondre une
fonction mesurable sur X et sa classe d’équivalence modulo 1’égalité p-presque
partout, et I’on parle couramment de « fonction », alors que I’objet dont on parle
est en réalité une classe d’équivalence. Cet abus de langage permet d’éviter une
certaine lourdeur, il est pratiqué de facon quasi-systématique mais il convient de
garder en arriere-plan de son esprit que c’est bien un abus de langage. En effet,
dans certaines situations tres particulieres, il peut advenir que 1’on soit contraint
de considérer non pas une classe d’équivalence, mais un de ses représentants. Ce
ne sera pas le cas dans ce cours. Une autre facette de cette convention est que
I’on identifie systématiquement les fonctions continues a leur classe d’équivalence
modulo I’égalité p-presque partout. C’est en ce sens que I’on pourra éventuellement
parler d’injection de I’espace des fonctions continues dans un espace de type L?
(au moins pour certaines mesures).

Remarque tout aussi importante. Le lemme de Fatou et les théorémes de conver-
gence monotone et dominée restent valables si I’on remplace les diverses limites et
majorations ponctuelles par des limites et des majorations p-presque partout.

L’inégalité de Holder joue un réle crucial dans la théorie des espaces L. Dans
toute la suite du cours, nous prendrons la convention suivante :

Sipellee, pf dgfil» sip=1, p' ¥ 4o, etsip=oo, P 1.
p

Les exposants p et p’ sont dits conjugués et, en convenant que 1/+c =0, on a
dans tous les cas

Lemme 5.1.3 Soit f une fonction mesurable sur X a valeurs dans R telle que
Jx fdu = 0. Alors f =0 p-presque partout.
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Démonstration. Soient E = {x € X; f(x) >0} et E, = {x € X; f(x) > 1/n}. Clai-
rement, E, C E, 1| et E = U,cn+E,. Par les propriétés élémentaires des mesures,
on en déduit que u(E) = lim,— 4o U(E,). Or

w(E) = [ aw<n [ faw<n [ ran=o

En En X

Donc u(E) = 0, ce qui signifie bien que f ~ 0. O
Voici I’énoncé de I’inégalité de Holder.

Théoréme 5.1.4 Soient (X, L) un espace mesuré, f et g deux fonctions mesurables
sur X a valeurs dans R .. Alors pour tout 1 < p < o0, on a

[rsaws ([ rraw)""([ o an)""

Démonstration. Soit A = ([, fPdu)""” et B = ([, " du)"/"". Si A =0, alors
f = 0 u-presque partout, donc fg aussi et I’inégalité est vérifiée. Si A > 0 et
B = +oo, il n’y arien a démontrer. Placons-nous donc dans le cas ou 0 < A, B < 40
et posons F = f /A et G = g/B. 1l vient immédiatement

/F”du :/Gp’du — 1.

X X

Pour tout x € X tel que 0 < F(x) < +o0et 0 < G(x) < +o0, on pose
s=plnF(x) ett = p'InG(x).

Comme 1/p+1/p’ =1, la convexité de la fonction exponentielle implique que

+7

e% < —ef 4 /et,
p p
c’est-a-dire | |
F(x)G(x) < —F(x)P + = G(x)"".
p p

Cette inégalité reste trivialement vraie si au moins un de ses termes vaut 0 ou +-oo.
L’intégrant sur X, on obtient

! L
/FGdug—/FPdu+—,/GPdu:1
X P JX P JX

qui n’est autre que I’inégalité de Holder. 0
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Commentaires. Remarquons que chacun des termes de cette inégalité peut prendre
la valeur +-oco.

Une conséquence importante de I'inégalité de Holder est I’inégalité de Min-
kowski.

Corollaire 5.1.1 Soient (X, ) un espace mesuré, f et g deux fonctions mesurables
sur X a valeurs dans R.. Alors pour tout 1 < p < 4o, on a

(/X(f+g)pdu>l/p§ </Xfpd“)l/p+</xg”du>l/p'

Démonstration. 11 suffit d’appliquer I’inégalité de Holder a la fonction (f + g)P =
f(f+e)P " +a(f+g)r". O

Nous pouvons maintenant définir les espaces L”.

Définition 5.1.9 Pour tout p € [1,4oo| et toute fonction f mesurable sur X a
valeurs dans R ou C, on pose

1/
£l e (x an) = (/X Ifl”du) "
Soit Sy ={o € R; u(|f| 71 (Jo, +o0]) = 0}. On pose

£l z=(x au) = Inf Sy 51 Sp # 0 et || f| 1= (x ap) = +o° 5i Sy = 0.

La signification de la quantité || f{|;=(x 4u) quand elle est finie est que |f| ne peut
dépasser strictement cette valeur que sur un ensemble de mesure nulle, mais que | f|
dépasse toute valeur qui lui est strictement inférieure sur un ensemble de mesure
strictement positive. Quand elle est infinie, |f| prend des valeurs aussi grandes
que I’on veut sur des ensembles de mesure strictement positive. C’est pourquoi on
I’appelle aussi la borne supérieure essentielle de |f], supess|f|. Il est facile de voir
que quand Sy n’est pas vide, || f||z=(x,au) € Sr et que [f(x)| < A p-presque partout
si et seulement si A > || f1|1=(x qp)-

Définition 5.1.10 Pour tout p € [1,4o0| on appelle LP(X,dW) I’ensemble des
(classes de) fonctions mesurables sur X a valeurs dans R ou C telles que

1 zr(x ) < oo

L’ensemble LP(X,dL) est un espace vectoriel, il est normé par ||f||1r(x au) et
complet pour cette norme.



128

5. Les espaces L?

Démonstration. Le fait qu’il s’agisse d’un espace vectoriel découle directement
de la définition dans les cas p =1 et p = +oo et de I'inégalité de Minkowski pour
1 < p < 4o0. Le fait que I’on ait affaire a une norme découle du lemme 5.1.3 et de
I’inégalité de Minkowski et de 1’inégalité triangulaire dans R ou C.

Montrons rapidement que L” (X ,du) est complet. Supposons d’abord 1 < p <
+o0. On se donne une suite de Cauchy f,, dans LP(X,du). Pour tout € > 0, il
existe ng tel que pour tout n,m > no, || fo — fnllzr(x au) < €. Prenant & = 2% pour
k € N, on extrait donc une sous-suite fy, telle que || fu, — fu,,, lLr(x ap) < 27%.On
considere la fonction

$0) =Y urs — il ).
k=0

Cette fonction est bien définie u-presque partout comme série a termes positifs
et prend ses valeurs dans [0, +cc|. De plus, c’est une limite ponctuelle de fonc-
tions mesurables, elle est donc mesurable. Comme ||g||z»(x au) < Li—o 27k <2
(Minkowski + Fatou), g appartient en fait a LP(X,du). En particulier g est finie
U-presque partout.

Par conséquent, il existe un ensemble p-négligeable N tel que g(x) < oo si
x & N et pour x en dehors de cet ensemble la série

w(x) = Y (fuer = f) (%)
k=0
est absolument convergente. Elle définit donc une fonction mesurable et, comme
lu(x)| < g(x), appartenant a LP(X,du). Pour conclure, il suffit de montrer que
fo > (4 fry) dans LP(X, dpt) quand k — +0. OF f, — foy = Y= (s, — fi) ().
donc f, — (u+ fy) — O p-presque partout. De plus, |f,, — (u+ fu,)|? < (Ju| +
|g|)? avec u et g dans LP(X,du). Le théoreme de convergence dominée de Le-
besgue montre donc que || f, — (u+ fug) |17 (x,au) — 0 quand k — +oo.

Le cas p = +oo est plus simple. Soit Ay et B, , les ensembles sur lesquels
> el €€ Lin () = Fu6)] > [1fn — fall=(x ) respectivement. Ces
ensembles sont de mesure nulle et sont en nombre dénombrable. Par conséquent,
leur réunion E est de mesure nulle. En dehors de E, les suites f;,(x) sont de Cauchy
dans R ou C et bornées par sup || fi||z=(x,qu)- Elles y convergent donc vers une
fonction f bornée par sup || filz=(x,au)- Si on définit f(x) =0 pour x € E, alors
fer(X,du) et fu— fll=(x.aqu) — 0 par construction. O

Remarque. Quand X = N et u est la mesure de comptage, alors LP(X,du) = ¢P
que I’on retrouve donc comme cas particulier.

On déduit facilement de I’'inégalité de Holder le
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Corollaire 5.1.2 Soient (X, 1) un espace mesuré, p € [1,+)|, f une fonction
de LP(X,du) et g une fonction de LY (X,du). Alors, le produit fg appartient
aL'(X,du) et

J Vel <171l

On en déduit aussi facilement le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.3 Soient p et q deux éléments de [1,+o0| tels que

11
—+-<1
p 4q

et définissons r € [1,+o0] par

Alors application
{ LPx L1 — L'
(f.8) — fs

est une application bilinéaire continue.

Démonstration. Le résultat est évident si p = g = r = +-oo. Sinon on peut supposer
que p < +oo et ’on applique ’inégalité de Holder avec s = p/r. Il vient

J sl an < 171l

ce qui signifie que
178l < IF Nl llgllze,
d’ou le corollaire. O

On peut réécrire le théoreme de convergence dominée de Lebesgue dans le
contexte des espaces L. La démonstration est immédiate.

Théoreme 5.1.5 Soient 1 < p < +oo et (f,)nen une suite de fonctions de LP (X ,d ).
Si, pour W-presque tout x de X,

lim £, (x) = f(x),

n—yoo

et s’il existe une fonction g de LP (X ,d) telle que, pour l-presque tout x de X, on
ait
[fn(x)] < g(x),
alors, on a
FeV e limifi=flur =0



130

5. Les espaces L?

Corollaire 5.1.4 L’espace L*(X,du)NLP(X,du) est dense dans LP(X,du).

Démonstration. En effet, posons

Jn=1ip1<nf-

Comme une fonction de L? est finie @-presque partout, il est clair que, pour presque
tout x, on a

lim f,(x) = f(x).

n—soo

De plus, on a clairement I’inégalité

[fa(x) = f(O) P < 2P[f(0)[7.
Le théoreme de convergence dominée assure alors le résultat. 0

Le théoreme de convergence dominée admet une réciproque partielle au sens
du théoréme suivant.

Théoréme 5.1.6 Soit p € [1,+o0|, on consideére une suite (f,)nen de LP(X,du)
qui converge dans LP (X ,dw) vers une fonction f. Il existe une sous-suite n,, et une
fonction g € LP(X,d) telles que

iMoo f) (%) = £(%) } \
pP— np ’
-presque partout par rapport a x.
()] < g(x), f H

Démonstration. Ceci est un sous-produit de la démonstration du fait que L” (X, d )
est complet. O

On supposera dans la suite, comme il est classique, que la mesure [ est o-
finie, c’est-a-dire que X est une réunion dénombrable d’ensembles de mesure finie.
C’est le cas par exemple de la mesure de Lebesgue, puisque R? est 6-compact,
i.e., réunion dénombrable de compacts, et que chaque compact est de mesure de
Lebesgue finie.

L’inégalité de Holder est fondamentale. Nous allons voir qu’elle est optimale
au sens suivant.

Lemme 5.1.4 Soit (X,1) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable et
positive et p un élément de [1,+0|. On a alors

1/p
( / fraw) "= sup / fedp
X 820, [gll, y<1/X

pour p < +oo et

supess f = sup /fgd/.t
§20,]lgll,1<1/X



5.1. Rappels sur la théorie de la mesure et ’intégration

131

pour p = +oo. Si de plus la fonction f appartient a L?, alors

£l = sup | [ fodul

Il <1

Démonstration. Soit f mesurable sur X a valeurs dans [0,+|. Si f =0, il n’y
a rien a démontrer. Supposons donc f # 0. D’apres 1’inégalité de Holder, on a
toujours

1/p
(/ fpdu) > sup fgdu et supessf > sup fegdu
X <1/X <1/X
llgll, <1 llell <1

Commengons par démontrer le lemme dans le cas out p = +o0. Pour tout A > 0,
on pose Ej det {xeX;f(x) > A}. Soit A tel que

1(Ey) > 0.

Prenons un ensemble mesurable F) C E; tel que 0 < p(Fy) < oo (il en existe un
puisque  est supposée étre o-finie) et soit g5 = w(F;)~'1 F, - C’est une fonction
de L', positive, supportée dans E, et d’intégrale 1. On a alors

| terdu=[ forduza [ gdu=2.
X E; E;

d’ou le lemme dans ce cas.

Supposons maintenant que p soit réel. Remarquons tout d’abord que si f = 4o
sur un ensemble de mesure strictement positive, alors 1’égalité est trivialement
satisfaite. On peut donc supposer que f est finie presque partout. Considérons alors
une suite (E,),cn croissante d’ensembles de mesure finie dont la réunion est X
(toujours car U est o-finie) et posons d’abord

o= lEnﬂ{fgn}f'

1l est clair que la fonction f,, appartient 2 L' N L donc a L” pour tout p € [1, 40|,

On peut donc définir alors
_r
/

gn=1gngremy | fall )l 127

(Ie premier facteur dans 1’expression de g, étant inutile pour p > 1). Il est également

clair que g5y = || full .7 fit pour p > 1et g = 1g,n(y<n) pour p =1, d’ol ||gnl|,» =
1 (au moins pour n assez grand dans le deuxieme cas).
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_pr
La définition des fonctions f;, et g, montre que fg, = fugn = || full ./ ¥ donc

P _r
7 7

[ Fendi= ([ sraw)lfallet” = 15057 = Mfallos

On en déduit que

/Xfé’dué( sup /ngdu)p.

§20gll <1

Comme f est finie presque partout, le théoreme de convergence monotone de
Lebesgue appliqué a la suite croissante (f ),cn implique alors immédiatement que

Jrran<( s [ redu)”

520, <1

d’ou le lemme pour f > 0.

Soit maintenant f a valeurs complexes et appartenant a L”. On pose sgnf(x) =
F@)/1f ()] si f(x) % 0 et sgnf(x) = 1 sinon. Pour tout § € L' a valeurs positives,
on pose également g = sgnfg. Il vient |g| = g et fg = |f|g. Par conséquent,

sup
Il <1

[ feau|>  sw [ |rizan.

g20.gl <1

ce qui implique d’apres 1’étude du cas positif que

» /p
sup | [ fean| > ([ 1f17aw) " =11fu
lgll, <1/ X

d’ou le lemme. O

Noter les précautions prises dans le cas positif pour prendre en compte la
possibilité que les intégrales prennent la valeur +oco.

Nous rappelons maintenant sans démonstration quelques théoremes utiles.

Théoréme 5.1.7 (de dérivation sous le signe somme) Soient (X,1) un espace
mesuré, Q un ouvert de R? et f une application mesurable de Q x X dans K.
Si, pour presque tout x de X, la fonction

z— f(z,x)
est différentiable sur Q, si pour tout 7 de €2,

x+— f(z,x) et xw— D,f(z,x)
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sont intégrables sur X et si enfin, pour presque tout x de X et pour tout z de Q, on a
ID.f(z,x)| < g(x) avec geL'(X,du),
alors I’application
z—> / f(z,x)du(x)
X

est différentiable sur Q et l’on a

D( [ f0du) = | Dof v du(v).
C’est une conséquence du théoreme de convergence dominée.

Théoreme 5.1.8 (de Fubini positif) Soient (X1, 1) et (Xo, lp) deux espaces me-
surés o-finis et F une fonction mesurable positive de X; x X, dans [0,+o0]. On a

Jy P a0 2 diaten) = | (], Flor )t

= " (/XlF(xl,xz)dlvll(xl))d“Z(xZ)'

Notons qu’une bonne partie de la difficulté que nous éludons ici réside dans la
définition de la mesure produit (; ® Uy et d’une o-algebre adéquate sur X x X;.
En appliquant ce théoréme, on résout 1’exercice suivant.

Exercice 5.1.1 Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (X,[L). On a

~+oo
1A112, = p/o AP u(f] > A)dA.

Théoreme 5.1.9 (de Fubini) Soient (X|,1;) et (Xo, ) deux espaces mesurés
o-finis et F' une fonction mesurable sur X; X X». Si la fonction F appartient a
L' (X x Xa,du; @duy), alors

i) Pour presque tout point x| de X1, la fonction F (xy,-) appartient a L' (X5, dus),
la fonction [y, F(x1,x2) da(x2) appartient a L' (Xy,du) et

H/XzF(xbxz)duz(m)’

Ll(Xl,d,u]) < HFHLI(X1><X2,d[J]®dy2)'

il) De méme, pour presque tout point x, de X,, la fonction F(-,x,) appartient
a L' (Xy,duw,), la fonction Jx, F(x1,x2) d iy (x1) appartient a L' (Xp,duwy) et

n Flrw)dp o)

L' (X, dwo) < HFHLI(XIXXLd[Jl@de)'
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1) Enfin, dans ce cas on a

/XIXXZF(xuxz)dul(m)®du2(x2) =/ (/ F(xhxz)duz(m))du](xl)

X \JX,

= N (/XlF(xhxz)dul(xl)>d“2(x2)-

Mentionnons enfin un dernier théoréme classique, tres important en théorie de la
mesure.

Théoréme 5.1.10 (de Radon-Nykodym) Soit (X,.#') un espace mesurable et i
et v deux mesures positives sur M telles que v(X) < +oo et | est G-finie. Si pour
tout E € M tel que W(E) =0ona v(E) =0, alors il existe une unique fonction
h € L'(X,du) positive telle que

VA e, v(A):/hdu.
A

La fonction h est appelée dérivée de Radon-Nykodym de la mesure v par rapport
a la mesure U.

Démonstration. L’unicité de h est évidente. Démontrons en I’existence en com-
mengant par le cas ot 1t(X) < 4o0. On pose A = U + v, ¢’est une mesure positive
finie sur ./ . Considérons la forme linéaire sur L?(X,dA)

()= [ rav.

Cette forme linéaire est continue sur L?(X,dA), car par 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz,

o< ([rav) ([ av)”
< ([ £2a2) 00002 = U flany (v00) 2

Par le théoreme de représentation de Riesz 4.3.1, il existe donc une fonction
g € L*(X,dA}) telle que

Ve (X.dr). ((f) = [ gfdr.

En utilisant la définition de A, cette égalité se réécrit sous la forme suivante :

VfeLX(X,dA), /X (1-g)fdv = /X gfdp. 5.1)
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En particulier, pour tout A € .#, on peut prendre f =14, d’ou

/A(l—g>dV=/Agdu-

On déduit immédiatement de cette égalité que 0 < g < 1 u- et v-presque partout.
On peut donc sans modifier aucune des intégrales supposer que 0 < g < 1 partout.
Ceci nous amene a introduire les ensembles

R={xeX;gx) <1} et S={xeX;g(x)=1},
de telle sorte que X = RUS, RNS =0 et u(S) = 0. Posant alors
vi(A)=V(ANR) et Vvi(A)=Vv(ANS),
on obtient une décomposition de la mesure v
V=V,+ V. (5.2)
Comme g € L*(X,dA), on peut prendre f = (Zi‘{:o gi) 14 dans I’égalité (5.1),

ce qui donne
k+1

/AﬂR(l — g dv = /A(; gl’) dp.

Sur I’ensemble R, 1 — g&*!(x) — 1 quand k — +oo, donc par le théoréme de
convergence dominée, on voit que

/ (1—g N dv — v,(A) quand k — +eo.
ANR

Comme g est positive, la suite de fonctions Ay = ):f.‘ill g' est croissante. Elle
converge donc vers une fonction 4 mesurable a valeurs dans [0, 40| et par le
théoréme de convergence monotone, on voit que

/hkdu%/hdu quand k — +-oo.
A A

On a donc montré que pour tout A € .#, on a
V(A) = / hdu.
A

Prenant A = X, on en déduit que 4 € L' (X,d) et par conséquent

VAe., v(A)= /Ahdu—l— Ve(A).
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Comme u(ANS)=0,onavs(A) =v(ANS) =0, d’ou le théoreme quand u est
finie.

Soit pour finir (E,),cn une suite croissante d’ensembles de p-mesure finie dont
la réunion est X. Pour chaque #, il existe une unique fonction &, € L!(E,,du) telle
que

VA, VANE,) = / hnd
ANE,
L’unicité de la dérivée de Radon-Nykodym implique immédiatement que si n > m,
alors (hy)|g,, = hm- 1l existe donc une fonction mesurable positive / sur X telle que
h, = 1g,h, si bien que 1’égalité ci-dessus devient

VAe., V(ANE,) :/lEnhdu.
A

Le théoreme de convergence monotone permet de passer a la limite dans les deux
membres quand n — 4-oo,

VA ., Vv(A) =/hdu,
A

et le choix A = X montre enfin que » € L' (X,du). O

Remarques. Quand ’hypothese u(E) = 0= v(E) =0 a lieu, on dit que Vv est
absolument continue par rapport a (1. En ’absence de cette hypothese, on a démon-
tré en fait un petit peu plus que ce qui est annoncé dans I’énoncé du théoreme, a
savoir I’existence et I’unicité de la décomposition de Lebesgue (5.2) d’une mesure
positive finie par rapport a une mesure positive o-finie. La mesure vy est appelée
partie singuliere de v par rapport a U, la mesure Vv, est sa partie absolument conti-
nue. Remarquons que si v est également o-finie, on obtient encore une dérivée de
Radon-Nykodym A, mais celle-ci n’est plus dans L' (X, du). Enfin, si une des deux
mesures n’est pas o-finie, le théoreme de Radon-Nykodym peut étre mis en défaut.

On a jusqu’a présent seulement considéré des mesures positives. On peut
tout aussi bien considérer des mesures réelles ou complexes, c’est-a-dire des
fonctions dénombrablement additives sur .# a valeurs dans R ou C, les séries qui
interviennent dans cette définition étant absolument convergentes. Si v est une telle
mesure, on définit sa variation totale |v| par |v(A)| = sup(¥|V(A;)]), le sup
étant pris sur toutes les partitions mesurables dénombrables de A. On démontre
alors que |Vv| est une mesure positive finie. Ceci conduit a la décomposition de
Jordan d’une mesure réelle, en posant

1 1
v, = §(|v| +v)etv_ = §(|v| —V)sibienquev=v, —v_et|v|=v +V_.

u _ ux u itiv i ées variations
Les mesures v, et v_ sont deux mesures positives finies appelées t
positive et négative de v. Une mesure complexe se décompose en parties réelle et
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imaginaire qui toutes deux admettent une décomposition de Jordan, soit au total
quatre mesures positives finies. Vu les considérations précédentes, le théoreme de
Radon-Nykodym reste vrai pour de telles mesures.

Corollaire 5.1.5 Soit (X,.#) un espace mesurable et |1 une mesure positive o-
finie et Vv une mesure réelle ou complexe sur #. Si pour tout E € M tel que
U(E) =0o0na |V|(E) =0, alors il existe une unique fonction h € L' (X ,du) réelle
ou complexe telle que

VAe., v(A):/hdu.
A

Pour clore cette section, nous allons définir quelques espaces fonctionnels, les
espaces LP locaux. Ici, X sera un espace métrique o-compact muni de la tribu
borélienne et 1 une mesure de Borel positive finie sur tous les compacts de X (une
telle mesure est appelée mesure de Radon), donc o-finie.

Définition 5.1.11 L’espace noté LI, (X,du) des fonctions localement L? sur X
est I’ensemble des fonctions mesurables f sur X telles que, pour tout compact K
de X, on ait

feLlP(K,du).

Remarque. Attention, Lﬁ)c (X,dp) n’est pas un espace normé de fagon naturelle,

au sens ou sa topologie naturelle, que nous ne précisons pas ici, n’est pas en
général engendrée par une norme, sauf si X est lui-méme compact, auquel cas
LY, (X,du) = LP(X,dp).

loc

Proposition 5.1.5 Si p < g, alors L (X,du) est inclus dans Lf .(X,dp).

loc

Démonstration. Pour démontrer cela, il suffit d’utiliser I’inégalité de Holder qui
implique en particulier que ¢ > p = L4(K,du) C LP(K,du). O

Définition 5.1.12 Soit f une fonction de L}, (X,du), le support (par rapport a la
mesure W) de f noté Supp f est le complémentaire du plus grand ouvert U tel
que fiy soit nulle L-presque partout.

Remarque. Il est bien clair que cette notion ne dépend que de la classe d’équi-
valence de f modulo 1’égalité p-presque partout, et non pas du représentant f
choisi pour tester I’annulation sur un ouvert. Le support d’une fonction localement
intégrable est donc toujours un fermé, le plus grand ouvert en question existant
bien, c’est la réunion de tous les ouverts ou f s’annule (-presque partout.

On peut caractériser le support d’une fonction f a I’aide d’intégrales. Pour cela,
on suppose que X est localement compact, c’est-a-dire que chaque point est le
centre d’une boule fermée qui est compacte. C’est naturellement le cas dans RY.
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Proposition 5.1.6 Soit f une fonctionde L\ (X,dw). Un point x de X n’appartient

pas au support de f si et seulement il existe un réel r > 0 tel que, pour toute fonction
mesurable bornée @ nulle en dehors de la boule B(x,r), on ait

/Xgofduzo.

Démonstration. Six ¢ Supp f, il existe r > 0 tel que J1B(x,r) = O p-presque partout.

Réciproquement, soit x ayant la propriété de I’énoncé. On peut choisir r assez
petit pour que K = B(x,r) soit compact. Pour toute fonction ¢ bornée et nulle en
dehors de K, @ f est donc intégrable sur X et

[ ordu= [ osan.

On applique alors le lemme 5.1.4 sur K. Il vient

1Ak apy = sup ofdu =0,
@l p=<1/K

donc f est nulle p-presque partout sur B(x,r). O

Remarque. La notion de support pour une fonction LllOc (X,du) dépend fonda-
mentalement de la mesure (. C’est pourquoi elle peut jouer des tours par rapport
a I'intuition. Par exemple, si X = R et u = &y la masse de Dirac en 0, alors le
support de la fonction f(x) = 1 pour tout x € R est le fermé {0} ! En effet, elle
est bien nulle p-presque partout sur R*, vu que p(R*) = 0, et elle n’est pas nulle
u-presque partout sur R, vu que ¢ (R) = 1. Quand p est la mesure de Lebesgue sur
un ouvert Q de R?, la notion de support d’une fonction LIIOC(Q) est plus conforme
a I'intuition, puisqu’elle coincide avec la notion classique (complémentaire du plus

grand ouvert ou la fonction s’annule) pour les fonctions continues sur Q.

5.2 Densité des fonctions continues dans ..”

Dans ce chapitre, Q désignera un ouvert de R? muni de la distance euclidienne
usuelle, 1 une mesure de Borel positive finie sur tous les compacts de Q (donc o-
finie) et nous ne considérerons que des fonctions a valeurs réelles, le cas complexe
étant tout-a-fait analogue. Ces hypotheses ne sont pas essentielles, et 1’on peut
aisément généraliser ce qui suit avec quelques aménagements, mais c’est le cadre
dans lequel on appliquera ces résultats ultérieurement. On admettra tout d’abord
un résultat de théorie de la mesure.
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Théoreme 5.2.1 Pour tout ensemble A appartenant a la tribu borélienne complé-
tée et de mesure finie et pour tout € strictement positif, il existe un ouvert U et un
compact K tel que

KCACU e up(U\K)<Ee.

On dit que u est une mesure régulicre. Rappelons que la tribu borélienne est la plus
petite o-algebre qui contient tous les ouverts. On la complete en lui ajoutant tous
les ensembles qui sont compris au sens de 1’inclusion entre deux boréliens dont
la mesure de leur différence ensembliste est nulle. Du théoreme 5.2.1, on déduit
I’énoncé fondamental suivant.

Théoreme 5.2.2 Soit p € [1,+oo|, I’espace C.(Q) des fonctions continues a sup-
port compact dans Q est dense dans LP (Q,d ).

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se fait en plusieurs étapes. Soit
d’abord A un borélien borné. On va approcher sa fonction caractéristique par une
suite de fonctions continues a support compact, ¢’est-a-dire que

Ve >0, 3 feC(Q) telle que |14 — fl|r < €.
D’apres le théoreme 5.2.1, il existe un ouvert U et un compact K tels que
KCACU et u(U\K)<E€>.

Comme on a supposé que A est borné, et on peut supposer que 1’adhérence de U
est compacte. Il suffit pour cela de prendre I'intersection de U avec une boule
contenant A. D’apres la proposition 1.2.7, il existe une fonction continue f de € a
valeurs dans [0, 1] telle que

fiow=0 et fx=1

Comme U est compact, f est a support compact dans Q. De plus, on voit facilement
que
14— f]| <1y etdonc que |14 — fIP <1y
D’ou il vient
4= fller <e.
Soit maintenant A un borélien de mesure finie et approchons sa fonction carac-

téristique. Soit (K, ),cn une suite exhaustive de compacts. D’apres le théoreme de
convergence dominée, il est clair que

lim 14 =14 dans LP.
n—soo
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Comme K, NA est borné, on sait I’approcher par une suite de fonctions continues
a support compact par I’étape précédente. Un argument de double limite permet
donc d’approcher 14 dans L”.

Une fois que I’on sait approcher une fonction caractéristique d’un borélien
de mesure finie, on sait approcher une fonction étagée non nulle sur un ensemble
de mesure finie. En effet, une telle fonction est une combinaison linéaire de fonc-
tions caractéristiques de boréliens de mesure finie, et I’'inégalité triangulaire et la
positivité homogene de la norme permettent de conclure dans ce cas.

Soitalors f € LP(Q,du) positive. On considere les fonctions étagées f,, définies
par la formule du lemme 5.1.1 pour n > 1. Celles-ci sont telles que lim,,_,e f;(x) =
f(x) et fu(x) < f(x) pour tout x dans Q. Le théoréme de convergence dominée
assure que f, — f dans L? quand n — +oo. Les fonctions f, étant dans L”, les
ensembles A, j = f! ([%, j;l D et A, = f~1([2",4o0]) correspondant a des
valeurs strictement positives sont de mesure finie (attention, A, o peut ne pas étre
de mesure finie, mais 0 x 1, , est excellemment approché par la fonction continue
a support compact 0). On est donc dans la situation précédente et I’on sait, pour
chaque n fixé approcher f;, dans LP(Q,d ) par une suite de fonctions continues a
support compact. Un argument de double limite permet donc d’approcher f dans
LP.

Pour conclure, il suffit de remarquer que f = f — f_. 0

Remarque. Les fonctions continues a support compact ne sont clairement pas
denses dans L™(X,du). Quelle est leur adhérence ?

Corollaire 5.2.1 Pour tout réel p > 1, I’espace LP(Q,d ) est séparable.

Démonstration. Soit (K,),cn une suite exhaustive de compacts dans Q. D’apres
le théoréme précédent, 1’ensemble U, cnC(K,) est dense dans LP(Q,du). Or pour
chaque n, C(K,) est séparable pour la topologie de la norme uniforme, donc a
fortiori pour la topologie L?, en raison du théoréme de Weierstrass et en approchant
chaque polynome a coefficients réels par une suite de polyndmes a coefficients
rationnels. Un argument de suite diagonale permet donc de conclure. 0

Remarque. Rappelons que L*(Q,d.Z;) est un exemple d’espace de Banach
concret non séparable.

Exercice 5.2.1 Soient x € R? et 7, ’application définie par
7.t LP(RY,d.%)) — LP(RY,d.%y)
f=nlf) y= flx—y).
L’application T, est une isométrie de LP(R?,d.%)) dans LP (RY,d.%}) et, si p est
réel, alors, on a

) < o dé
Vil im|ns = flw=0 avee J)< (=),
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5.3 Dualité entre L” et L

Le théoreme principal et d’ailleurs unique de cette section est le théoreme
suivant, qui dit comment I’on peut représenter une forme linéaire continue sur les
espaces L? lorsque p est réel. Nous traiterons le cas des fonctions a valeurs réelles,
le cas complexe étant tout-a-fait analogue. Pour simplifier, nous nous plagons
toujours dans le cas ol Q est un ouvert de R?.

Théoréme 5.3.1 Soient p € [1,+oo[ et B la forme bilinéaire définie par

B: L7 (Q,du) x LP(Q,du) — R
(3.f) ~ [ F@etdu.

Alors la forme bilinéaire B identifie le dual de LP(Q,du) a L (Q,du).

Démonstration. On va donner une preuve de ce théoréme fondamental qui repose
sur le théoreme de Radon-Nykodym. On a déja noté que, comme p est finie sur
les compacts, elle est o-finie. Par I’inégalité de Holder, I’application dg (voir
section 3.2) est isométrique, donc injective. On va montrer qu’elle est surjective.

Commengons par le cas ol [(Q) < +oo. Soit @ une forme linéaire conti-
nue sur L”(Q,du). Pour tout A C Q mesurable, comme f(A) < 4o0, ona 14 €
LP(Q,du) et I’on est en droit de poser

V(A) = ®(14).

Montrons que Vv est une mesure réelle. SiANB = 0, alors 145 =14 + 1p, d’ou
par linéarité de P,
V(AUB) = v(A) +v(B).

On en déduit que v est additive. Montrons qu’elle est aussi dénombrablement
additive. Soit (A,),cn une famille dénombrable disjointe d’ensembles mesurables,
et notons By, = U;‘:OA,' etB= U;:BA,-. Il vient

s —1p,|lr = (u(B\BY))'” >0 quand &k — +eo,

puisque U est une mesure finie (c’est ici que I’on a utilisé ici le fait que p < +o0).
La continuité de ¢ implique donc que
k
Y v(A) =v(By) = v(B) quand k— oo,
i=0

c’est-a-dire que Vv est bien dénombrablement additive.
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Soit E tel que p(E) =0 et soit F C E. La fonction caractéristique de F est donc
nulle p-presque partout, sa classe d’équivalence dans L? est la classe nulle, donc
v(F) = 0. Ceci implique que |V|(E) = 0 par la définition de la variation totale. On
peut donc appliquer le théoréme de Radon-Nykodym au couple (v, i) pour en
déduire qu’il existe une fonction g € L'(Q,du) telle que

VAE.M, D(14)=v(A)= /A g(x)dp = /Q g(x)1xdp.

Par linéarité, pour toute fonction f étagée, de la forme f(x) = Y, a;14,(x), on
obtient

(/) = [ sl 5.3

Par une approximation supplémentaire, cette égalité reste vraie pout tout f €
L>(Q,du), cf. 1a démonstration du lemme 5.1.1. La suite f,, de fonctions étagées
qui y est construite tend vers f dans L”(Q,du), d’ou la convergence du membre de
gauche, et uniformément, d’ou la convergence de I'intégrale du membre de droite
car g € L'(Q,du).

Il faut maintenant montrer que g € L (Q,du) et que I’égalité (5.3) reste vraie
pour tout f € LP(Q,du). On pose signet = —1 sit < 0 etsigner = 1sit >0.On
distingue deux cas suivant les valeurs de p.

Dans le cas out p =1, si I’on prend f = signe g1, on déduit de (5.3) que

/A\g(X)!du <@y ltallpr = (1@l g1y 1 (A),

d’ou [g(x)[ < [P (11 p-presque partout. En effet, sil’on pose B, = {x € Q;[g(x)| >
||| L1y +1/n} et B={x € Q;[g(x)| > [|P][ (1)}, I'inégalité précédente implique
que u(B,) =0, d’ou u(B) = 0 puisque B, C By, et B=UB,,. En résumé, on a
g€ L™(Q,du) et [[g]l= < [|P]| 11y

Soit maintenant 1 < p < +oo. Introduisons les fonctions

. 1
gn(x) = Lyjg1<pny (x)g(x) et fu(x) = signe (g(x)) 1y g<ny (x)]g(x)[P~T.
Ona f, € L*(Q,d), gfn = |gn|V et |fu|? = |gn|¥’. Appliquant (5.3), il vient

/

, P
/ 8n ()7 dit = (fu) < Dl oy lfulle = 1Dl @y ligall/
Q
d’ot immédiatement
gnll < 1Pl zry-

. / . / 2 N
La suite |g,|P converge en croissant vers |g|”, donc par le théoréme de convergence
monotone, on obtient

geLl(Qdu) et gl <I[IPlzry-
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Il est maintenant trivial de vérifier que (5.3) reste vraie pour tout f € LP(Q,du)
puisque L*(Q,du) est dense dans L”(Q,du) et que les deux membres sont de
formes linéaires continues sur L”(Q,du). L’inégalité de Holder implique alors

gl = [[Pll(zry ce qui termine la démonstration dans le cas () < +oo.
On passe au cas général comme dans la démonstration du théoréme de Radon-
Nykodym. U

Remarques. On n’a pas vraiment utilisé le fait que Q est un ouvert de R?. Le
théoreme reste vrai plus généralement au sens ou le dual de LP(X,du) est bien
LY (X,du) pour 1 < p < +oosi u est o-finie. Notons aussi que L' (Q,du) n’est pas
en général (sauf pour certaines mesures U trés particulieres) le dual de L*(Q,du) :
il existe des formes linéaires continues sur L*(Q,d L) qui ne sont pas représentées
par une fonction de L'(Q,du). Donnons en un exemple. Supposons que Q =
]—1,1] et définissons ®(f) = f(0) pour tout f € €([—1,1]). C’est une forme
linéaire continue sur le sous-espace vectoriel € ([—1,1]), donc par le théoréme de
Hahn-Banach, elle admet un prolongement continu a L= (Q, dx) tout entier. Il est
facile de voir que cette forme linéaire n’est pas représentée par une fonction g de
LY(Q,dx).

Développons en quelques mots une description possible du dual de L*(Q, dx).
Nous avons vu que tout élément ® de L=(,dx)’ donne naissance a une mesure
finiment additive v et que cette mesure est bornée puisque pour tout A mesurable,
[V(A)| < [|P||=(q.dxy- Par ailleurs, si g(A) = 0, alors v(A) = 0 également. On
peut montrer que de telles mesures ont une variation totale finie et définir a partir
de 1a une notion d’intégrale de fonctions mesurables bornées en prolongeant par
continuité la formule évidente pour les fonctions étagées. Le dual de L™ est identifié
de la sorte a I’espace des mesures finiment additives, bornées, normé par la variation
totale de I’espace entier, a travers cette notion d’intégrale. Le crochet de dualité est

donc (v, f) = [o fdv.

Corollaire 5.3.1 Sous les hypothéses du théoréme précédent, LP(X,d) est ré-
[fexif pour tout 1 < p < 4-o0.

Démonstration. On omet la démonstration, qui ne se réduit pas, on le rappelle, a
juste constater que (p’) = p! O

5.4 Convolution et régularisation

Dans toute cette section, nous travaillerons dans I’espace R muni de la mesure
de Lebesgue. La convolution est un outil crucial pour I’étude des fonctions sur R,
L’idée de la convolution repose sur le théoréme suivant.
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Théoréme 5.4.1 Soient f et g deux fonctions de L'. Alors, pour presque tout x
de R, la fonction

y= fx—y)g(y)

est intégrable et la fonction F définie par

déf

Fl) = | fx=y)s(y)dy

appartient & L. Elle est appelée la convoluée de f et de g et notée f*g. L’opéra-
tion de convolution x ainsi définie est une application bilinéaire continue de L' x L!
dans L'. De plus, ona fxg =g« f.

Démonstration. Comme les fonctions f et g sont supposées étre dans L', on a

/Rded |f(x—y)||g(y)|dxdy=/Rd Ig(y)l(/Rd If(x—y)ydx>dy,

par le théoreme de Fubini positif 5.1.8. Or le changement de variable z =x—y
montre que [pa |f(x—y)|dx = [ga|f(z)|dz. Par conséquent,

[ M= 9)lg0ldady = 1 fsllglr < +o=
RIxR4

d’oi
[f(x=y)[1g(y)| € L'(RY x RY).

Les conclusions du théoréme 5.1.8 entrainent immédiatement la premiere partie du
théoreéme. O

Le méme changement de variable montre que
fre)= [ fle=et)dy= [ fgle—2)dz=gx ()

Remarque. La convolution est commutative. Elle est aussi associative. En effet,
on vérifie trés facilement que (fxg)xh = f* (g h). Ces deux propriétés ne sont
en fait que le reflet des propriétés analogues de 1’addition dans R?.

On peut aussi définir la convolution d’une fonction de L? par une fonction
/
de L?.

Théoreme 5.4.2 Soient f une fonction de LP et g une fonction de L?. La formule
déf
()0 [ flx=3)g0)dy

. . . o s . . / oo
définit une application bilinéaire continue de LP x LP dans L.
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Démonstration. Choisissons un représentant quelconque de la classe d’équiva-
lence modulo 1’égalité presque partout f, que nous notons également f. D’apres
I’inégalité de Holder, pour tout x dans R¢, I’application

y= flx—y)g(y)

est intégrable et pour tout x € RY,

[(F*8) @ <Al llgll s

d’ou le théoreme. Il

Remarque. Le choix d’un représentant de f fournit un représentant de f xg. En
effet, si f = f’ presque partout, alors clairement, fxg = f’x g presque partout. Par
contre, les représentants de la convoluée ainsi obtenus sont tous bornés partout, et
pas seulement presque partout. En fait, il est facile de voir que f x g est continue
bornée par densité de C.(R?) dans L” et L.

Le théoréme ci-dessus se généralise encore. On peut définir la convolution de
deux fonctions si elles appartiennent a des espaces L” convenables. Plus précisé-
ment :

Théoréme 5.4.3 Soit (p,q,r) un triplet de réels tel que

111
I4==—4- (5.4)
rp q

Alors, pour presque tout x de R?, la fonction

y= flx—y)g(y)

est intégrable et la fonction f * g définie sur R¢ en I'intégrant par rapport a y
appartient a L”. L’application (f,g) — f g est bilinéaire continue de LP x L1
dans L" avec

1f &l < If Nl ligllrs-

Démonstration. Dans le cas général, cette preuve est un exemple d’application du
lemme 5.1.4. Nous avons déja vulescas p=¢g=r=1etg=p/, r = +o0. On peut
donc supposer que 1 < r,7/ < +ooet p,g < +oo.
Soit ¢ une fonction de L, nous allons majorer
déf
(£ ) [ =)@ dxdy.
R4 x R4

Soient & et B deux réels de I’intervalle |0, 1] a choisir intelligemment plus tard. On
écrit

Ip(f.8) = /Rded =" g0 Plo )] |f (x =) *Ig ()P dxdy.
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Appliquons I’inégalité de Holder avec la mesure

du = |f(x—y)|%g()[P dxdy

et les exposants r et /. Il en résulte que

Ip(£,8) < Ip1(f,8)7 Ipa(f.8)"  avec

loa(f:8) = [, 19@I|fr=)|lg(y) P drdy et

Toalf.9) = [, 1=y (- @lg(y) 0P dvay

R x R4

Majorons Iy 1(f,g). Pour ce faire, on choisit les deux parametres ¢ et 8 pour
que les divers exposants qui apparaissent soient agréables. Plus précisément, on
prend

o=

r—-p r—q
t B=—>
r—1 et B r—1’°
qui sont bien compris entre O et 1 car r > p et r > ¢. Il résulte de ce choix et de la
relation (5.4) que
B

o
“+E -
P q

L’inégalité de Holder entraine alors que

B
q

/Rd Fx=y)%lg)P dy < </Rd \f(x—y)\“xgdy)g(/w ,g(y)|ﬁX%dy>
= I£1% g%,

D’ou il résulte par Fubini (en intégrant d’abord en y, puis en x) que

! T
loi(f:8)” <ol If1zollgll o
Pour majorer Iy >(f, g), remarquons que
(l—a)r+a=p etque (1-B)r+p=gq.

Ainsi on a, encore par Holder et Fubini,

loa£8) < (/[ lras)’ ( L, sl

p q
< If1lz»llgllza-
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On trouve donc finalement que

g+2  B+d
Lo(f:8) <ol I1fllz " llelza

Mais, par définition de ¢ et 3, on a
o« p
I

— =1,

2
,

d’ou
Io(f:8) <ol [l fllzrllglls-

On déduit en premier lieu de I’inégalité qui préceéde que la fonction (x,y) —
|f(x—y)g(»)@(x)]| est intégrable sur R x R?. Par le théoreme de Fubini, on en
déduit que pour presque tout x, la fonction y — |[@(x)||f(x —y)g(y)| est intégrable,
d’ou en choisissant une famille dénombrable appropriée de fonctions ¢,, que pour
presque tout x, la fonction y — | f(x —y)g(y)| est intégrable. On peut donc définir
f * g par la formule intégrale usuelle et ’on a par Fubini positif

/Rd |f*g(x)§0(X)|dx:/Rd( y \f(x—y)g(y)ldy)kp(x)]dx

=1lp(f,8) <@l If I llgllee-
On en déduit que fxg € L" avec || f*g||.- < ||f|lzr|lgllzs par le lemme 5.1.4. OJ

Remarque. Les deux cas extrémes p = g = 1 et ¢ = p’ faisant intervenir unique-
ment I’un le théoréme de Fubini, I’autre 1’inégalité de Holder, il est normal que les
cas intermédiaires fassent intervenir simultanément ces deux résultats.

Théoreme 5.4.4 Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP et L1 telles

que
1 1
—+->1
JZ
Alors, on a

Supp(f*g) C Adh (Supp f + Suppg).

Démonstration. L’hypothese faite sur les exposants nous permet de définir la
convolution d’apres le théoréme précédent. Soit x un point de R? et p un réel
strictement positif tels que

B(x,p) N (Supp f + Suppg) = 0.

Pour toute fonction ¢ bornée et nulle en dehors de B(x,p), on a

L, o@fG-y)g0dxdy = [ olz+3)f@)e0)dady
RexR

R4 xR

=0,

car I’intégrande est identiquement nulle. On en déduit le théoreme en appliquant le
lemme 5.1.4. U
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La convolution est une opération cruciale. Elle permet, parmi bien d’autres
choses, une procédure explicite d’approximation et de régularisation.

Théoreme 5.4.5 Soient ¢ une fonction de L' (Rd) d’intégrale 1 et p un réel supé-
rieur ou égal a 1. Posons

Pe(x) = e (g) :

On a alors, pour toute fonction f appartenant a L?,
lim ||@e x f — fl|Lr = 0.
e—0
Démonstration. On se ramene d’abord a une fonction a support compact en posant
~1
ox@= ([ o0)dy) Lyor (0.
B(0.R)

Cette fonction est bien définie pour R assez grand, elle est d’intégrale 1, a support
dans la boule de centre O et de rayon R. De plus,

L! - g_d/
|z|<eR

([ 900) o0
— €
o PO)) lote 2 dz
ved [ lo(e"2)ldz
|z|>€R

-1
1= ([ 000) | [ Jotolas
""/ |@(x)|dx — 0 quand R — +o0
|x|>R

| Pe — @r €|

uniformément par rapport a €. Pour toute fonction g continue a support compact,
on peut donc écrire

Pexf—f=(Pc— Pre)* [+ Prex (f—8) + (Prexg—8) + (8~ f).
Majorons chaque terme en norme L”. On a
[(0e — @re)* fllr < ||9e — Prell 1] f]lLr,
puis
lorex (f =&)ller <l @rellprllf = gllr = I @rllr I f = gllr <2[l@l i 1f = gller

si R est assez grand, car |, B(O.R) ¢(y)dy — 1. En résumé, il vient

19ex f = fllr <|9e = Qrell [l /ller + Cll@ll + DIS = gller +[|9r e xg = 8l
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Par densité des fonctions continues a support compact dans L7, il suffit de donc
considérer le dernier terme a R fixé. Comme @ est d’intégrale 1, on obtient par un
calcul simple que pour tout x € RY,

Pre*g(x) —g(x) = /B(O % or(z) (g(x— €2) — g(x)) dz.

La fonction g est continue a support compact, donc uniformément continue. Le
support de @g ¢ est inclus dans B(0, Re), ce qui implique que pour € < 1, le support
de g ¢ * g est inclus dans K = Adh (B(0,R) + Suppg) qui est un compact donc de
mesure finie. Par conséquent, pour tout ) > 0, il existe & > 0 tel que |y — )| < R
implique que [g(y) —g(y/)| <n ||(pR||L_11 (Z(K))~'/. On voit donc que dés que
e<a,

|9r.e % g(x) —g(x)| < n(Lu(K))~"7,
d’ou
| Pr.e*g—gllr <M.
Le théoreme est ainsi démontré. U

Remarque. Si I’on examine la derniere étape de la démonstration, on s’apergoit
que si f est uniformément continue sur R? et @ est & support compact, alors Qg  f
est bien définie et converge uniformément vers f sur R,

Remarque importante. Ce théoreme ne s’ applique pas pour p = —+oo.

Exercice 5.4.1 Considérer pour f la fonction de Heaviside H (la fonction carac-
téristique des réels positifs) et pour Q une fonction continue a support compact,
paire et d’intégrale 1. Démontrer alors que

lim || Qe % f — f]|1= # 0.
£—0

Comme nous allons le voir, le théoreme 5.4.5 est extrémement important pour
la régularisation des fonctions localement intégrables. En effet, le théoreme de déri-
vation sous ’intégrale assure que si @ est une fonction indéfiniment différentiable
a support compact, alors la fonction ¢ * f est aussi indéfiniment différentiable.
Ainsi I’on aura approché au sens de L? toute fonction de L?, pour p réel, par une
suite de fonctions C*.

Théoreme 5.4.6 Soit k € N. Si ¢ appartient a CK(RY) et est a support compact,
alors pour tout f € LP(R?), @ x f € CK(RY). Si ¢ appartient a C*(R?) et est a
support compact, alors @ x f € C*(R%).
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Démonstration. Commengons par le cas k = 0. Si ¢ est continue a support compact,
alors elle est trivialement dans L” (R9) et 1a convolution @ x f est bien définie et
appartient 3 L=(R?) (¢ est aussi trivialement dans L' (R?) donc ¢ % f appartient
aussi a LP (R? )). Dans la suite, on choisit un représentant de f.

Soit x € R? et x,, une suite de points de R¢ qui tend vers x. I est facile de voir
que I’ensemble

K= U n— Supp @)

est fermé borné, donc compact. On a

0 () =+ /() = [ (9t =3) = 9lx=1)S0)dy
= [ (@t =) = plx=))s ) dy

Par conséquent,
0% () =S (0)] < [ 190 =3) = (x=) 1) dy:

Soit M = maxsyppe |@|. Comme f appartient a LP(R9), elle est dans L. (R?),

loc
donc intégrable sur K. Comme ¢ est continue, on a donc

[9(xn —y) = @(x—y)|lf(¥)| = 0quand n — +eop.p.eny
@ =) =@ =)If W] < 2M|f(y)],
et le théoreme de convergence dominée nous donne la continuité de ¢ x f en x.

Regardons maintenant le cas k = 1. Soit xg € R un point fixé et Q = B(xo, 1)
une boule ouverte qui contient ce point. Comme plus haut, on note que

K' =Uyeq(x—Supp9)

est un compact, et I’on a

@ * f(x) / o(x—y)f(y)dy,

pour tout x € Q. On note aussi que la fonction 2: Q x K', h(x,y) = @(x—y)f(y)
est différentiable par rapport a x, intégrable sur K’ ainsi que sa différentielle par
rapport a x et que
[Dyh(x,y)| < max [De||f(y)],
Supp ¢

avec f intégrable sur K’. Le théoréme de dérivation sous le signe somme 5.1.7
assure donc que @ x f est de classe C' sur Q avec a((;prf)( )= ax * f(x).
J
Le cas général se fait par récurrence sur k. 0
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Remarque. La seule propriété de f que 1’on a utilisé est que f est localement
intégrable. Dans ce cas, ¢« f est également bien défini car ¢ est a support compact,
et appartient 3 C¥(RY). L’existence de fonctions indéfiniment différentiables a

support compact doit étre démontrée, car elle est loin d’aller de soi. Commencons
par en fabriquer une a la main.

Lemme 5.4.1 Soit f la fonction de R dans R définie par
flt)= eFTsit <1 et f(t) =0 sinon.
Cette fonction est indéfiniment différentiable sur R.

Démonstration. 11 suffit d’observer que dans I’intervalle | —co, 1],

P(t) o

t—1

(- &

AOE

ou P est un polyndme. Les dérivées a tout ordre se raccordent doncaOent = 1.
Les détails sont laissés en exercice. U

Corollaire 5.4.1 Soit Q un ouvert de R%, on désigne par 9(Q) I’ensemble des
fonctions indéfiniment différentiables et a support compact inclus dans Q. L’es-

pace P (Q) est différent de {0}.

Démonstration. On note |x|? le carré de la norme euclidienne de x. C’est une
fonction de classe C* sur R?. Soit xo € Q et & > 0 tel que B(xp,a) C Q. La

fonction )
B |x — xo]
o) = (52)

N

ou f est la fonction définie dans le lemme 5.4.1 est C* a support dans B(xo, @).0]

Une fois que 1’on a construit cette fonction particuliere, on en a en fait énormé-
ment a notre disposition.

Corollaire 5.4.2 Pour tout réel p > 1, 'espace P(R?) est dense dans LP (R?).

Démonstration. D’apres le corollaire 5.4.1, il existe une fonction ¢ indéfiniment
différentiable a support compact d’intégrale 1 (on prend la fonction précédente,
elle est positive, donc d’intégrale strictement positive, et on la divise par cette
intégrale). Considérons la famille (¢, )
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Considérons alors une fonction f de L”. On peut trouver une fonction g de L” a
support compact telle g soit arbitrairement proche de f dans LP. posons

8e = Qe *g.

D’apres la proposition 5.4.4, la fonction g¢ est a support compact. Comme la
fonction @ est indéfiniment différentiable, il en est de méme pour la fonction g¢
par le théoréme 5.4.6. Comme on a vu que g¢ — g dans L”(R?) quand € — 0, on a
bien le corollaire. 0

Remarque. Une famille (@) qui a les propriétés ci-dessus est appelée suite régu-
larisante ou bien approximation de l’identité.

Corollaire 5.4.3 Pour tout réel p > 1, ’espace 9(Q) est dense dans LP (Q).

Démonstration. Considérons une suite de exhaustlve de compacts (K, ),en de Q

(voir la définition 1.6.1 page 54). On pose alors fn = lK f>que I’on étend par 0
en dehors de Q. D’apres le théoreme 5.1.5, on a

Tim [1fy = fllr(e) =

Posons alors f, ¢ def Q¢ * fn. Cette fonction est indéfiniment différentiable sur
R<. De plus, son support est inclus dans le compact K, + B(0,€), c’est-a-dire
I’ensemble des points a distance au plus € de Kj,. D’apres la proposition 1.6.1
page 53, il existe &, > 0 tel que pour € < g,, alors le compact K, + B(0,€) est
inclus dans €, d’ou le corollaire. O

Remarque. Une autre application de la régularisation est la construction de parti-
tions de I'unité de classe C*.



Chapitre 6

Distributions sur un ouvert de R¢

6.1 Présentation des idées

Les deux idées de base qui fondent la théorie des distributions sont la dualité
et la transposition. Le but principal est de dégager une généralisation de la notion
de fonction la plus vaste possible qui permette de garder un sens aux opérateurs
différentiels linéaires.

Tout repose sur 1’observation suivante. Soit une fonction f fixée sur un ouvert
Q de RY. 11 est possible de lire ses propriétés a travers les quantités scalaires
suivantes :

(.0) = [ Fx)o)dx,

a condition de prendre suffisamment de fonctions ¢, dites fonctions-test, par
exemple les fonctions indéfiniment différentiables a support compact, pour pouvoir
faire la différence entre deux fonctions distinctes. L'idée est de ne pas regarder les
fonctions en tant que telles, mais de les considérer comme des formes linéaires sur
certains espaces de fonctions. Ce faisant, on sera amené a généraliser considérable-
ment le concept méme de fonction.

En particulier, on regardera la convergence d’une suite de fonctions (f};),en,
non plus au travers de la convergence ponctuelle, mais au travers de la conver-
gence des quantités [, f,(x)@(x)dx. Cette idée est étroitement liée a celles de
convergence faible-* des chapitres 3 et 5, mais dans un cadre encore plus général.
Vérifions d’abord que les fonctions indéfiniment différentiables a support compact
sont assez nombreuses pour retrouver ces notions de convergence faible-x.

Proposition 6.1.1 Soient Q un ouvert de R?, p un élément de |1,+[, (f,)nen
une suite bornée d’éléments de LP (Q) et f une fonction de LP(Q). On a alors

fu 5 f quand n— oo ¥ p € 7(@), | fi0p)dr— [ fx)p)d
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ot 2(Q) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans Q.

Démonstration. 1l est clair que seule I’'implication de droite a gauche est a démon-
. / . , . .. .
trer puisque Z(Q) C L” (Q). Soit € un réel strictement positif et g une fonction
/ . . . . N
de L?. D’apres le corollaire 5.4.2, il existe une fonction ¢ appartenant a Z(Q)

telle que
€

sup || fulle + || fllzr)

e~ 0l < 57

On a alors
[ ws@de= [ fsar] <| [ fwewdx— | e dd+ .

d’ou la proposition. U

Tout ceci est bel et bien, mais nous sommes toujours dans le cadre classique
des fonctions. Voyons un autre exemple qui montre que ces considérations amenent
naturellement 2 sortir de ce cadre. Soient f une fonction positive de L' (R?) d’inté-
grale 1, nulle en dehors d’une boule et (&,),cn une suite de nombre réels tendant
vers 0, et considérons la suite définie par

fe ) E e, f ().

n

cf. le théoréme 5.4.5. Cette suite est bornée dans L' (R¢), néanmoins, pour n’im-
porte quelle sous-suite (&, ) ,cN, il n’existe aucune fonction f appartenant a Ll (RY)
telle que, pour toute fonction ¢ € Z(R%), on ait

tim [ e, (o) dr= [ F(x)p(x)dx

p—reo

En effet, pour toute fonction bornée g nulle sur un voisinage de 1’origine, on a

Jeu(x)g(x)dx =0
R4

a partir d’un certain rang n puisqu’alors les supports de f¢, et de g sont disjoints.
Donc, d’apres le lemme 5.1.4, si la fonction fexiste, alors elle est nulle en dehors
de I’origine. Donc elle est nulle dans L!. Mais ceci est impossible puisque si une
fonction g vaut identiquement 1 pres de I’origine, alors

e (x)g(x)dx =1
R4

a partir d’un certain rang, ce qui est contradictoire.
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En tant que suite de fonctions, la suite construite ci-dessus converge unifor-
mément vers 0 en dehors de tout voisinage de 0 et vers +oo ou 0 en 0 suivant les
valeurs de f(0). Ce qui précede montre que cette convergence ponctuelle perd
certaines informations. Vers quoi donc converge alors la suite (fg, ),en quand on
la regarde comme suite de formes linéaires ? La proposition suivante répond a la
question.

Proposition 6.1.2 Soit (f,,),cn une suite de fonctions de L' (R?) positives et d’in-

tégrale 1 telle que, pour tout entier n, le support de f, soit inclus dans une boule

de rayon Q, la suite de réels strictement positifs (0, )en vérifiant lim oy, = 0. On
n—soo

a alors

V€ Go(RY), lim | fu(x)o(x)dx = 9(0).

Démonstration. En effet, on peut écrire

(@) =90 = | [ f(00()dx=(0) [ fu(x)ds

< [ 1u)l0(x) = 9(0) dx

= [ hWlewW-eO)]d
(0,01)

< sup [o(x)—0(0)].

x€B(0,a,)

La continuité de la fonction ¢ assure la conclusion de la proposition. U

On voit donc que la suite f, converge de ce point de vue vers la forme linéaire
¢ — ¢(0). Cette proposition admet une interprétation physique. Si les fonctions f,
sont vues comme des densités de masse ou de charge électrique qui se concentrent
autour de I’origine en gardant une masse totale égale a 1, la « limite » doit étre vue
comme une masse ou une charge ponctuelle portée par I’origine.

Du point de vue mathématique, on voit ici un exemple d’une suite de fonctions
bornée dans L' qui souhaite sortir 4 la limite de I’espace L! (ce qui ne se produit
pas dans les L?, p > 1) pour converger vers un objet d’une toute autre nature.

Considérons maintenant la suite (g,),cn de fonctions de la variable réelle
définie par

1

Zsixe ]0,—[etgn(x) = 0 sinon.

1
gn(X)— n Slx€:| 1’170[7 gn(x) n

S

Cette suite n’est méme pas bornée dans L' (R). Néanmoins, soit ¢ une fonction
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de 2(R), alors on a
(gn: @) = ¢(0) /R gu(x)dx+ ¢’ (0) /R xgn(x) dx
* /R(q)<x) — ¢(0) —x¢'(0))gn(x) dx.

Le premier terme est nul a cause de la parité des fonctions g,. Le second terme
vaut ¢’(0). Quant au troisieéme, il est majoré par

[ HL°°/ > 1"l
3 L gn(x)dx = o

La convergence mise en évidence ici

(gn: @) = 9'(0)

est la convergence vers une forme linéaire définie sur les fonctions de classe C!.
Comme dans le cas précédent, la notion de convergence ponctuelle ne donne aucun
renseignement pertinent. Par contre, la limite peut s’interpréter en disant que la
limite d’une charge totale n positive située entre O et 1/n et d’une charge totale n
négative située entre —1/n et 0 est un dipdle de moment 1.

Une des raisons majeures pour introduire les distributions est que celles-ci
permettent de formuler et de résoudre bon nombre de problemes d’équations aux
dérivées partielles. Nous allons voir que I’on peut dériver indéfiniment toute distri-
bution, méme s’il s’agit d’une fonction qui n’est pas dérivable au sens classique.

Donnons un exemple tiré de la physique. Soit Q un ouvert borné de R3. On
suppose que la frontiere de € est couverte d’une fine couche de métal totalement
conductrice. On place en un point xo de €, par ailleurs supposé vide, une charge
électrique ponctuelle, disons un électron, et 1I’on veut calculer le potentiel électrique
qui s’établit dans Q. La physique nous dit qu’il s’agit d’une fonction u définie
sur Q telle que u = 0 sur dQ, qui est une surface équipotentielle, et telle que

5> 22, q est la charge
de I’électron et Oy, est la masse de Dirac en x, objet que nous avons déja rencontré
en tant que mesure, et qui revient ici en tant que distribution comme limite de
densités de charges qui se concentrent en xq et dont la définition comme forme
linéaire est (Jy,, ®) = @(xp). Or cette masse de Dirac n’est absolument pas une
fonction. On voit donc mal comment u pourrait étre une fonction classiquement
deux fois dérivable. Donner un sens a 1’équation de Laplace précédente dans un
contexte classique n’est pas aisé. Par contre, celle-ci se formule trés naturellement
dans le cadre des distributions ou la dérivation est un jeu d’enfant.

Prenons un second exemple, encore issu de la physique. Considérons une corde
élastique infiniment longue et infiniment mince et intéressons-nous aux déplace-
ments transverses de faible amplitude de cette corde. On cherche donc une fonction

Au = g6y, ou le Laplacien est I’opérateur différentiel A = ):1 |
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u(x,t) qui représente le déplacement transverse du point de la corde d’abscisse x
a I'instant 7. Ce déplacement doit satisfaire I’équation des ondes ‘3—?5‘ — 23—1'2‘ =0
(cette équation modélise également la propagation d’une onde électromagnétique
plane dans un milieu homogene infini). Parmi toutes les solutions se trouvent les
ondes progressives qui sont des fonctions de la forme u(x,t) = f(x+ct) avec f de
classe C2, des profils qui se déplacent vers la droite ou vers la gauche 2 la vitesse ¢
sans changer de forme, dont on vérifie aisément qu’elles satisfont I’équation des
ondes. Or la restriction f de classe C? n’est pas du tout physique et 1’on souhaiterait
pouvoir considérer des solutions moins régulieres, par exemple f Lipschitzienne,
disons affine par morceaux pour fixer les idées. Une telle fonction n’étant pas déri-
vable ne peut en aucun cas étre considérée comme une solution de 1’équation des
ondes au sens classique. C’est pourtant une solution physiquement acceptable et en
fait on peut voir qu’elle satisfait bien 1’équation des ondes en tant que distribution.

Il y a méme des situations plus compliquées (dynamique des gaz, écoulement
de I’air autour d’un avion) dans lesquelles la physique s’intéresse explicitement a
des solutions carrément discontinues d’équations aux dérivées partielles, ce sont
les ondes de choc. Tout ceci s’exprime aisément en termes de distributions. On
pourrait continuer longtemps cette liste.

6.2 Définition des distributions et premieéres proprié-
tés

Au début de cette section, nous allons introduire des notations que nous utilise-
rons dans toute la suite du cours. Ces notations permettent de manipuler de facon
pratique les dérivées partielles a tous ordres. Soit & un multi-entier, ¢’est-a-dire
un élément de N, on appelle longueur de ¢ et I’on note |ct| I’entier &) + - - - + aty.
La notation 8 < « signifie que, pour tout j, B; < ¢;; la notation f < « signifie
que B < o et que B # a. Enfin, si f est une fonction || fois différentiable, sur un
ouvert de RY, alors, on pose

o o g
dx; ---8xd

0% f

Ainsi, pour & = (0,0,.....,0), ona 9%f = f, pour & = (1,0,....,0), ona 9%f = $,
pour o = (1,1,...,0),ona d%f = % etc.
Définition 6.2.1 On appelle fonction-test sur un ouvert Q de R? une fonction

de 2(Q;K) = 2(Q). Pour tout compact K de I'ouvert Q, on désigne par Px
I’ensemble des fonctions-test a support dans K.
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Définition 6.2.2 Une forme linéaire u sur 2(Q) est appelée distribution sur Q si
et seulement si, pour tout compact K de Q, il existe un entier N et une constante C
(qui dépendent a priori de K) tels que

Vo e Dk, [{u,@)| <C sup ||0%0]|L-. (6.1)

|a|<N
L’ensemble des distributions sur Q est un espace vectoriel noté 2'(Q).

Remarque. Si K = R, on parle de distributions a valeurs réelles, si K = C de
distributions a valeurs complexes. Dans les deux cas, il s’agit visiblement d’imposer
une condition de continuité sur les formes linéaires u considérées. Comme la
topologie sur Z() qui est cachée derriere est un peu compliquée (elle n’est pas
normée, ni méme métrisable), et que 1’on en a rarement, sinon jamais, besoin dans
les applications, nous la passerons allegrement sous silence. Il est néanmoins utile
de savoir dire quand une suite converge dans Z(Q2).

Définition 6.2.3 On dit qu’une suite ¢, d’éléments de 9 (Q) converge vers ¢ €
P(Q) au sens de 7 (Q) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) 1l existe un compact K C Q qui contient le support de tous les @,,

i) Pour tout multi-entier o, d%* @, converge uniformément vers 0% .

Cette définition de convergence permet en fait de caractériser en pratique les
distributions.

Proposition 6.2.1 Soit u une distribution sur Q et (¢,),cN une suite de fonctions-
test qui converge vers ¢ dans P (). Alors on a

(u, @) — (u, Q). (6.2)

Réciproquement, si une forme linéaire u sur 2(Q) satisfait la propriété (6.2) pour
toute suite (@) neN qui converge dans 7 (Q), alors c¢’est une distribution.

Démonstration. Soit u une distribution et (@, ),cn une suite qui converge vers @
dans Z(Q). Par la définition 6.2.3, il existe un compact K qui contient tous les
supports des ¢, ainsi que celui de ¢. On peut donc trouver un entier N et une
constante C tels que I'inégalité (6.1) a lieu. Or @, — @ est aussi a support dans K,
donc

[(ut, @n) — (4, @) = [{u, @0 — @)| < C sup [|0% (s — @)]|1=,
|a[<N
d’ou la conclusion puisque toutes les dérivées partielles de ¢, convergent unifor-
mément vers celles de ¢ sur K, et que I’on prend le sup sur un nombre fini d’entre
elles.
La réciproque est nettement plus délicate et nous I’admettrons. 0
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Remarque de premiére importance. Bien que nous ne 1’ayons pas démontrée, la
réciproque de la proposition 6.2.1 fournit un moyen pratique de montrer qu’une
forme linéaire sur Z(Q) donnée est une distribution : il suffit de la tester sur les
suites convergentes dans Z(Q) (méme si la topologie de Z(Q) n’est pas du tout
une topologie métrisable). Il est bien souvent plus facile de vérifier cette continuité
séquentielle que de montrer I’existence pour tout compact K d’un entier N et d’une
contante C tels que (6.1) ait lieu.

Donnons maintenant la définition de 1’ordre d’une distribution.

Définition 6.2.4 Soit u une distribution sur Q. Elle est dite d’ordre fini si et seule-
ment si il existe un entier Ny tel que l’inégalité (6.1) soit vraie avec N = Ny pour
tout compact K de Q. L’ordre de la distribution u est alors défini comme étant le
plus petit entier positif vérifiant cette propriété.

Voyons tout de suite quelques exemples. Soit &y la forme linéaire définie par

8: 2(RY) — K
o~ 0).

De toute évidence, cette forme linéaire est une distribution sur R? d’ordre 0. On
I’appelle la masse de Dirac en 0. De méme, la forme linéaire &) définie par

8: 2(R) — K
¢ = —¢'(0).

est une distribution sur R d’ordre 1.

Il est maintenant essentiel de se demander ce que deviennent les fonctions
usuelles dans ce cadre. Il faut se restreindre aux fonctions localement intégrables.
En effet, la facon la plus simple de définir une forme linéaire sur Z(Q) a partir
d’une fonction f est de poser

(.00 = [ 70p(x)da

pour toute fonction-test ¢. Or pour que I’intégrale ait un sens, il faut bien que la
fonction f soit dans L'(K) pour tout compact K de Q puisque les fonctions-test ¢
sont a support compact. C’est le minimum que 1’on puisse exiger. Nous considérons
toujours les fonctions Llloc(Q) comme des distributions grace au théoréme suivant.

Théoreme 6.2.1 Soit 1 I’application linéaire définie par

1L (Q) = 2'(Q)

loc

;oo [ fxewd
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L’application 1 est une injection. De plus, elle est continue au sens ou, pour tout
compact K de Q, on a

Vo € Tk, [(L(): o) < Iflwixlloll-

Démonstration. Vérifions d’abord que 1(f) est bien une distribution. C’est clair
car si ¢ € Yk, alors

[(1(F), @)l < /Q [f () @) dx < || fllr i)l @l

c’est-a-dire que 'inégalité de définition est satisfaite avec C = || f| 1 (x) et N =0,
d’ou aussi la continuité de 1’application t. Montrons qu’il s’agit d’une injec-
tion. Pour cela, considérons f € LIIOC(Q) qui est telle que t(f) = 0, c’est-a-dire
(1(f),9) = 0 pour tout ¢ € Z(Q). Par densité des fonctions de Z(Q2) dans les
fonctions continues a support compact, on en déduit que |, f(x)v(x)dx = 0 pour
toute fonction v continue a support compact.

Soit B(xg,r) C Q. Comme on peut approcher presque partout la fonction carac-
téristique de tout ensemble mesurable de A par une suite de fonctions continues a
support compact de fagon dominée, on en déduit que [, f(x)dx = 0. Par linéarité
de 'intégrale, il s’ensuit que [ ) f(x)g(x)dx =0 pour toute fonction étagée g
a support dans B(xo,r). Comme toute fonction mesurable bornée est limite uni-
forme croissante de telles fonctions étagées, on applique la proposition 5.1.6 pour
conclure que f = 0 p.p. sur B(xp,r), donc finalement, f = 0 sur Q. ([l

On voit que cette identification, que nous ferons systématiquement et sans ja-
mais plus utiliser la notation t(f), nous améne a considérer les fonctions localement
intégrables comme des distributions d’ordre 0.

Avertissement sans frais. Si les fonctions localement intégrables s’identifient a
des distributions a 1’aide de I'intégrale, il faut bien se garder d’écrire le crochet
d’une distribution générale avec une fonction-test comme une intégrale ! Une
écriture du style [, u(x)®(x)dx ol u est seulement une distribution n’a absolument
aucun sens et doit €tre évitée a tout prix, bien qu’elle soit courante dans la littérature
physique, au moins tant que I’on ne s’est pas assuré le cas échéant que u se trouve
étre en fait une fonction localement intégrable.

Nous allons maintenant donner une définition de la convergence d’une suite de
distributions.

Définition 6.2.5 Soient (uy),cn une suite d’éléments de 9'(Q) et u une distribu-
tion sur Q. On dit que la suite (uy,),eN converge vers u (au sens des distributions)
si et seulement si

Vo € 2(Q), (un, ) — (u, @) quand n — +oo.
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Bien que I’on puisse définir sur I’espace des distributions une topologie pour la-
quelle les suites convergentes sont précisément les suites satisfaisant a la définition
ci-dessus, nous nous limiterons a ce concept de suite convergente qui est suffisant
dans la plupart des applications. Cette définition de la convergence est exactement
analogue a la notion de convergence faible-* dans le dual d’un espace vectoriel
normé que nous avons déja rencontrée. Ceci n’est bien sir pas fortuit.

Proposition 6.2.2 Soit p un élément de |1,0|, on considére une suite bornée (fn)neN
de fonctions de LP (Q) et f une distribution sur Q. On a alors

fu— fdans 7' (Q) <= fell(Q)etf,—f.

Démonstration. L’implication de droite a gauche est immédiate. Le fait que la
suite (fy)nen converge dans 2'(Q) signifie que

Vo € 2(Q), lim (fo,9) = (f,9).

Mais, les distributions f,, étant des fonctions localement intégrables, on a

) = [ Sl

La suite (f;)qen étant bornée dans L?, il existe une constante C telle que

Vo e 7(Q Jo(x)dx| < Cllo,.

Par passage a la limite, on en déduit que

Vo e 2(Q), [(f, ) <Cloll,

La distribution f est donc une forme linéaire sur () qui est continue pour la
topologie de la norme L?". Comme par hypothése, p > 1,0ona p’ < +e0, donc 2(Q)
est dense dans Lp/(Q). D’apres le théoreme de prolongement 2.2.2, cette forme
linéaire admet un unique prolongement en une forme linéaire continue sur LY (Q),
notée f D’apres le théoreme 5.3.1, il existe alors une fonction f* appartenant
aLr(Q) telle que

VgELp /f dx—(f, ).

Cette égalité est a fortiori vraie pour toute fonction-test ¢, d’ou il vient

Yo e D(Q L/f x)dx = (f, ).
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D’apres le théoreme 6.2.1, ceci signifie que 1’on peut identifier la distribution f
a la fonction f*, ce que I’on abrege usuellement en déclarant que f appartient a
I’espace LP(L2). On peut donc écrire que

Yo e (@), lim | o dr= | fpwdx

On conclut alors en appliquant la proposition 6.1.1. 0

Le lien avec la convergence faible-* apparait également au travers du théoreme
suivant, analogue du théoreme 3.3.1.

Théoréme 6.2.2 Soit (u,)nen une suite de distributions sur un ouvert Q de R?
telle qu’il existe une forme linéaire u sur 9(Q) telle que

Vo 2(Q), Lim (un,¢) = (u,9).
Alors u est une distribution, c’est-a-dire que

VK compact de Q,3N,C,Y ¢ € Dk, |(u, )| <C sup ||0%®||r~.

<N

Ce théoreme (que nous admettons) est en fait une conséquence de 1’extension du
théoreme de Banach-Steinhaus aux espaces de Fréchet (nous n’avons pas rencontré
les espaces de Fréchet, disons rapidement qu’il s’agit d’espaces vectoriels munis
d’une topologie rendant continues les opérations d’espace vectoriel, métrisable et
complete, mais en général pas normée, en omettant une partie de I’histoire...).

Remarque. Ce théoreme a une portée non négligeable. Il permet, lorsqu’une forme
linéaire sur Z(Q) est mise en évidence comme limite d’une suite de distributions,
de se dispenser de vérifier que la forme linéaire limite vérifie les inégalités de la
définition d’une distribution. Cela dit, en pratique, le plus souvent on doit établir des
inégalités de ce type uniformément par rapport a n pour montrer la convergence !
Le gain est donc plus apparent que réel.

6.3 Opérations sur les distributions

Nous allons dans cette section, étendre aux distributions quelques opérations qui
nous sont familieres pour des fonctions régulieres. Commengons par un exemple
tres simple, mais qui donne la tonalité générale, la conjugaison complexe (dans le
cas des distributions a valeurs complexes).

Définition 6.3.1 Soit u une distribution sur un ouvert Q de R. On définit la
distribution i par

Yo e 2(Q), @ 9) Y uwa).
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Démonstration. Tout d’abord, u est bien une forme linéaire sur Z(Q). Utilisons la
proposition 6.2.1. Soit (¢, ),cN une suite qui converge vers ¢ dans Z(Q). Il est a
peu pres évident que @, — @ également dans Z(Q). Comme u est une distribution,
on en déduit que (u,@,) — (u, ®). Comme la conjugaison est continue de C dans
C, on voit que (u, ¢,) — (i, @) et u est une distribution. O

On voit que I’'idée sous-jacente est de travailler par transposition, en passant
toute la difficulté (éventuelle) sur la fonction-test.

Il convient de vérifier que, lorsque f est une fonction Llloc(Q), la conjugaison
au sens des distributions coincide avec la conjugaison ordinaire pour les fonctions.
En effet, pour toute fonction-test ¢,

((7).9) = @7 = [ rpde= [ Fodr=a(F).0).
donc les deux formes linéaires 1(f) et 1(f) sont égales.

De plus, la conjugaison définie ci-dessus est séquentiellement continue, c’est-
a-dire que si ’on a une suite (u,),cn de distributions convergeant vers une dis-
tribution u, alors %, — # au sens de &’ (Q). En effet, pour toute fonction-test ¢,
on a

lim <un7¢> = <u7 (P>

n—oo

Il en résulte que

nlgrolo <”n7¢> = <”7¢>
= <ﬁ7 §D>

Nous allons définir sur le méme modele, c’est-a-dire par transposition, diverses
opérations sur les distributions. La plus importante, et de tres loin, est la dérivation.
C’est elle qui rend les distributions aussi essentielles en analyse.

Définition 6.3.2 Soit D; la forme linéaire sur 2(Q) définie par

(Djug) = —(u. 3%,

J

Alors, Dju est une distribution que I’on appelle dérivée partielle par rapport a
la j-eme variable d’une distribution u et que [’on note 37”
J

Démonstration. C’est clair car si ¢, — ¢ dans Z(2), on a visiblement d ¢, /dx; —
d¢/dx; dans Z(Q) (le vérifier !), donc

<Dju,(pn> = —<u,aa—f;l> — —<u,§7(l;> = <Dju,(p>.

On conclut a I’aide de la proposition 6.2.1. U
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La dérivée d’une distribution est donc toujours définie et ¢’est une distribution.
Il convient de vérifier si cette définition — ainsi que la notation afférente — est
cohérente avec la notion de dérivation usuelle quand celle-ci s’applique. C’est
I’objet de la proposition suivante.

Proposition 6.3.1 Soit f € C'(Q). Ona

of

Démonstration. Si f est de classe C' sur Q, df/dx ; est continue sur Q, donc ces
deux fonctions sont localement intégrables et sont par conséquent des distributions.
Par définition de D, on a

Voe2(Q), (Dif,¢)=-— ; /f ax,

car f est Llloc. La fonction ¢ est a support compact, donc il existe une bande
B = {x € R%|x;| < M} telle que supp¢ C B. Comme le produit fo¢/dx; est
identiquement nul en dehors de supp @, on peut étendre f de facon quelconque,
mais C!, & B tout entier sans modifier I’intégrale. Par le théoréme de Fubini, il
vient donc

w5t wa= [ rgtwar= [ ([ 10358 wax)ar

ot x’ désigne le point (xi,...,Xj_1,Xj41,...,X7). Une intégration par parties usuelle
dans la variable x; donne

f(x) dfl[f(x)‘P(X)]ng_lM— . _M a—f(x)(p(x)dxj dx’'.
/ ax] /]R /]R (/M ox;

Or, par définition de la bande B, si |x;| = M, alors ¢(x) = 0. Finalement, en
réappliquant Fubini, on obtient

oo w0 - [ Liowose= (L0}

ce qui montre le résultat a I’aide de 1’identification des fonctions localement
intégrables avec des distributions. U

Remarques importantes. On est donc parfaitement fondé a utiliser la notation
des dérivées partielles usuelles pour la dérivation des distributions. Bien siir, on
peut dériver ainsi toutes les fonctions localement intégrables, méme celles qui ne
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sont absolument pas dérivables au sens classique ! Evidemment, dans ce cas, la
dérivée ne sera pas une fonction, mais une distribution. De plus, la dérivation est
une application trivialement séquentiellement continue dans Z’, au sens ol

8un du ,
axj a—x] dans ( )

u, — u dans 7'(Q) =

En effet, (du,/dx;, Q) = —(un,d¢@/dx;) — —(u,d¢@/dx;) = (du/dx;,@). Cette
propriété frappante n’a pas d’analogue pour la dérivation au sens classique. Il faut
naturellement bien garder a I’esprit que la convergence en question est tres faible.
La formule qu’il faut retenir est

(50)=(50)

L’ opération de dérivation peut bien siir €tre itérée. On peut donc définir les dérivées
partielles successives a tout ordre par la formule

<a(xu7(p> = (_1)‘0“ <u,aa(p>‘

Encore une remarque. On a démontré en cours de route que si f est C! sur Q et
g est C! a support compact sur Q, alors

df
Qa_xj( /f 8xj

C’est un cas particulier de la formule d’intégration par partie en dimension d, une
formule de la plus grande importance qu’il convient de bien connaitre. Quand on
ne suppose pas g a support compact, la formule d’intégration par partie devient
beaucoup plus compliquée : I’analogue du terme tout intégré en dimension 1 est en
effet assez délicat a définir.

Exemple. 11 est facile de vérifier que la distribution &) définie plus haut est la
dérivée de la masse de Dirac en O sur R.

Voyons maintenant quelques opérations supplémentaires de moindre impor-
tance, comme la dilatation.

Définition 6.3.3 Soir A un réel strictement positif. On définit ’application A, par
_ X
Are(x) =21 (I) :

Pour tout u € 9'(RY), on définit la forme linéaire uy, par (uy, @) = (u,A; @). Alors
u; est une distribution que I’on appelle la dilatée de u de rapport A.
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Démonstration. C’est tout aussi clair que précédemment. Par ailleurs, on étend
ainsi aux distributions la dilatation usuelle. En effet, pour tout fonction f localement
intégrable, on a

F9) = (1420) = [ F@0A 0 (F) dr= [ F(Ax)g()dx

d’ou f; (x) = f(Ax). Notons enfin que si u, — u dans Z'(R?), alors u,, ; — u;
dans 2’ (R?), tout aussi trivialement. O

Dans la méme veine, on a la translation.

Définition 6.3.4 Soient a un vecteur de R? et A, 'application définie par

Aa(p<x> = (p(x+a)'

Pour tout u € 9'(RY), on définit la forme linéaire T, par (tu, ®) = (u,A,@). Alors
T,u est une distribution que I’on appelle translatée de u par a.

Démonstration. Remarquons que cela étend bien la notion de translation des
fonctions car si f est une fonction localement intégrable, on a,

f(x a) dx—/ fx)o(x+a)d

O

La dilatation et la translation sont des cas particuliers de changements de
variables pour les distributions.

Définition 6.3.5 Soit ® un C*-difféomorphisme d’un ouvert Q de R¢ dans lui-

méme. On définit I’application Ag par

def _ _
Ae9(x) = J(@7(x)) "' p(®@ ' (x))

on J(y) = |detVO(y)| est le jacobien de ®, VO désignant ici la matrice d X d

des dérivées partielles premieres des composantes de ©. Pour tout u € 9'(Q),

on définit la forme linéaire uo® par (uo®, @) = (u,Ag®P). Alors uo ® est une
distribution sur Q que I’on appelle la composée de u avec O.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que Agp € Z(Q). De plus, d’apres la for-
mule de Leibniz, on a

I*(Aep) = Y, CFa* PO '(x) )P (po®").

B<a
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La formule de dérivation composée d’ordre quelconque s’écrit

B
8 (POG) Z aa (87( ))7

|af=1

oll P, est un polynome en les dérivées partielles 07(®~!); des composantes de
® avec 1 < |yl <|B|—|a|+ 1. 1l en résulte que si @, — ¢ dans Z(Q), alors
AP, — Ap® dans Z(Q), d’oti le résultat.

Il convient de vérifier que 1’on a ainsi étendu aux distributions la composition
usuelle. En effet, pour tout fonction f localement intégrable, on a

(£20.0) = (f.400) = | F()7(0(x) ' p(© (W) dx= [ F(©()p()dy

en posant x = O(y). O

On peut multiplier toute distribution par une fonction de classe C*.

Définition 6.3.6 Soit f une fonction indéfiniment différentiable sur un ouvert

de R%. Pour tout u € 9'(Q), on définit la forme linéaire A ru par (A pu, @) = (u, £ ).

Alors Agu est une distribution sur Q que ’on note fu.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que f¢ € Z(Q). De plus, d’apres la formule
de Leibniz, on a
%(fo) =Y, Cga*Pralo

B<a

Dong, si ¢, — ¢ dans Z(Q), visiblement f¢, — f¢ dans Z(Q), d’ou le résultat.

De plus, si g est localement intégrable, alors

(Ar8.0) = (5.59) = [ s/ ()p(x) .

d’ou Ayg = gf et ’explication du terme de multiplication d’une distribution par
une fonction C*. U

Remarque. On ne peut pas en général multiplier une distribution par une fonction
qui soit moins que C*, encore moins par une autre distribution. En fait, on peut
montrer qu’il n’existe aucune multiplication raisonnable sur I’espace 2'(Q).

On va maintenant définir et étudier la convolution d’une distribution sur R? par
une fonction indéfiniment différentiable a support compact. Pour toute fonction y
définie sur R?, on note  la fonction définie sur RY par
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Définition 6.3.7 Soitu € 7'(R?) et w € 2(RY). On définit la convoluée de u avec

v par
VxeRY, uxy(x) = (u,y(—x+-)).

La convolution d’une distribution par une fonction indéfiniment différentiable a
support compact est donc une fonction. I est clair que si u € L}OC(R" ), on retrouve
la convolution usuelle.

Proposition 6.3.2 La fonction ux y est indéfiniment différentiable et I’on a
0% (uxy) = (0% )y =ux(d%y).

Démonstration. Soit e; le i-eme vecteur de base. On considere le quotient différen-
tiel

uxY(x+he;) —uxy(x) < Y(—x—hei+-) —y(—x+-) >
/) A\ h '
Considérons une suite 4, — 0 avec |h,| < 1. Les supports des fonctions &, ' (Y(—x—
hnei+-) — W(—x+-)) sont contenus dans un méme compact. De plus, par le théo-
réme des accroissements finis, cette suite converge uniformément vers —d;(—x +
-). De méme, pour tout multi-entier «, on voit que d%*(h, ' (Y(—x — he; +-) —
Y(—x+-))) converge uniformément vers —d%(d;¥(—x+ -)). On en déduit que
cette suite converge dans Z(R%), d’ou

u*xY(x+hpe;) —u*y(x)
hn

=~ (—x+-)) = (1, ey (x+-)) = (O, W(—x-+-)),

d’ou le résultat pour les dérivées d’ordre 1. Le cas général s’en déduit par récur-
rence. UJ

Remarque. Ce résultat implique en particulier que u x Y est une fonction locale-
ment intégrable, donc aussi une distribution. L’action de cette distribution sur les
fonctions-test s’exprime également par transposition.

Proposition 6.3.3 Pour toute distribution u et tout couple de fonctions indéfiniment
différentiables a support compact (¢, V), on a

(urxy, @) = (u, *9).
Démonstration. Par définition de la convolution, on a
wry.9) = [ (s y)(0)p(x)dx

= [ wx s Dowdx= [ p=x+)900)dx
R R
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11 suffit donc de montrer que pour toute fonction ® € 2(RY x R?), on a

/Rd<u,q>(x,.)>dx: <u,/Rch)(x,.)dx>‘

Ce résultat est trivialement vrai si ® est de la forme
k
D(x,y) = Y 0i(x)wi(y).
i=1

On conclut par un argument de densité de I’ensemble de ces fonctions, le produit
tensoriel 2(R%) @ 2(R?), dans 2 (R x R?), densité que nous montrons un peu
plus loin. U

On en déduit un résultat de densité des fonctions indéfiniment différentiables a
support compact dans les distributions.

Proposition 6.3.4 Pour tout u € 9'(R?), il existe une suite (u,),cn de fonctions
de 2(RY) telle que
uy — u dans 9'(RY).

Démonstration. 11 suffit de prendre une suite régularisante y;,,, une fonction 0 de
2(R?) identiquement égale a 1 sur la boule unité et de poser u,(x) = 6(x/n)ux
Y, (x). La suite y, est aussi une suite régularisante, donc

W, *x @ — @ dans Q(Rd).

Comme il est clair que 0 (x/n)y, * ¢ = ¥, * ¢ pour n assez grand, on en déduit le
résultat grace a la proposition 6.3.3. U

Montrons rapidement la densité du produit tensoriel évoquée plus haut. On
rappelle que le produit tensoriel Z(R?) ® 2(R?) est I’espace des fonctions défi-
nies sur R? x R? qui s’écrivent sous la forme ®(x,y) = Y~ | ¢:(x)w;(y) pour un
certain k avec ¢; et y; éléments de 2(R?). Il n’y a bien sfir pas unicité d’une telle
décomposition.

Proposition 6.3.5 Pour tout ® € 2(R? x R?), il existe une suite (®,),cn de
fonctions de 2(R4) @ 2(RY) telle que

®, — ® dans 2(R? x RY).

Démonstration. Soit ® € Z2(RY x R?) et K un compact de RY x R? dont 1’inté-

rieur contient le support de ®, de la forme K = [—%,5]9 x [-£,£]?. On étend la
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restriction de @ a K en une fonction ®, K -périodique sur R¢ x R?. Cette fonction
admet donc un développement en série de Fourier

Bry)= Y cope @08
(o,B)eN x N4

ot (+|-) désigne le produit scalaire usuel sur R?. Les coefficients de Fourier sont
donnés par

Cag :L—2d/Ke—izf((x|a)+(y|ﬁ))&)(x7y) dxdy
:L_zd/ e—izf”((x\a)+(y|ﬁ))q)(x,y)dxdy.
R9 x R4

En intégrant cette formule k fois par parties, on voit que pour tout k, il existe une
constante Cy telle que pour tous multi-indices o et 3, on ait

lcapl < Ce(1+ ol +|B))7".

Choisissons maintenant une fonction 8 € Z2(R?) telle que 8 ® 6 = 1 sur le
support de @ et 6 ® 0 est a support dans K. Il vient donc

D(x,)) = D(x,y)0XO() = Y capeTHVO(x)T IR g(y).
(a,B)eNd x N4
Posant o .
Dy(xy)= Y cape' T WD) TOPIg(y),

max(|el,|B|)<n

on voit que @, € 2(R?Y) ® 2(R?) et que @, — ® dans Z2(R? x R?), puisque la
série de chaque dérivée partielle est normalement convergente. Il suffit en effet de
prendre k assez grand dans 1’estimation des coefficients de Fourier ci-dessus. Par
ailleurs, tous les termes de cette série sont a support dans K. 0

Remarque. Le résultat de densité ci-dessus, légerement généralisé a un produit de
deux ouverts de deux espaces de dimension différente — mais ¢’est bien exactement
la méme preuve — permet de définir le produit tensoriel de deux distributions
u € 2'(Q1) etuy € 2'(Qy), avec ; ouvert de R%. On définit en effet

(U1 @uz, @1 @ @) = (ur, Q1) (uz, ¢2)

puis u; @ up sur Z2(Q1) ® 2(Q;) par linéarité (le résultat ne dépendant pas de la
décomposition), puis par densité sur Z(Q x Q). Ceci permet d’ailleurs d’établir
que

(1 @up, @) = (u1, 1) = (u2, y2)
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Vi(x) = (u2, @(x,-)),  valy) = (w1, P(-y))
formule que 1’on a utilisé dans le cas particulier de u ® 1 plus haut.

A partir du produit tensoriel de deux distributions, il est possible de définir la
convolution de deux distributions avec une plus grande généralité que ce que ’on a
exposé plus haut. Néanmoins, il n’est pas possible de convoluer deux distributions
quelconques. Pour que leur convolution soit définie, les deux distributions doivent
satisfaire des conditions de support, notion que nous rencontrerons un peu plus
loin.

6.4 Exemples de distributions et d’équations dans
@/

Nous avons déja rencontré la masse de Dirac et sa dérivée. Considérons main-
tenant la fonction de Heaviside. La fonction Heaviside H est la fonction caracté-
ristique des réels positifs. C’est une fonction de L*(R), elle est donc localement
intégrable et c’est une distribution sur R. Calculons sa dérivée au sens des distribu-
tions. Par définition, c’est la distribution H’ définie par

V(PEQ(R% <H/=(P>:_<H7(P/>'

Par définition de H, on a

(H,9) = = | o/ (x)ax
= ¢(0).
La dérivée de la fonction de Heaviside est donc la masse de Dirac. On a ainsi
trouvé une primitive au sens des distributions a la masse de Dirac (a titre d’exercice,
montrer qu’une primitive de H au sens des distributions est x, et calculer des
primitives successives).

Remarquons que la fonction de Heaviside est dérivable partout au sens usuel
sauf en 0, et que cette dérivée au sens usuel est nulle 1a ou elle existe. La notion
usuelle de dérivée est donc inopérante au point ol justement se produit la variation
de H. De la dérivée au sens des distributions de H, on déduit aisément la propriété
suivante, dite formule des sauts.

Théoréme 6.4.1 Soit f une fonction de classe C* par morceaux sur R. On désigne
par (an)1<n<n Ses points de discontinuité. Sa dérivée au sens des distributions est
la somme de la dérivée usuelle sur R\ {ay,--- ,an} et de la distribution

N
;(f(ai)—f(a;))%,
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ou &, désigne la masse de Dirac au point ay, i.e. la distribution définie par

(Gay> @) = @(an).

On pourrait penser que la classe des fonctions localement intégrables est suf-
fisamment large pour contenir toutes les fonctions que I’on aimerait pouvoir ma-
nipuler au sens des distributions. Il n’en est rien. Ainsi, la fonction x — 1/x est
localement intégrable sur R et y définit donc une distribution. Elle n’est par contre
pas localement intégrable sur R et ne s’identifie pas directement a une distribution
sur R, en raison de sa singularité non intégrable en 0.

Pour contourner cette difficulté, on utilise 1’artifice suivant. On définit une
forme linéaire u sur Z(R) par

<u’(p>:/_]jewdx’

ou R est un réel strictement positif tel que le support de ¢ soit inclus dans I’inter-
valle |—R, R|[. Vérifions d’abord que cette définition ne dépend pas du choix de R.
En effet, une fonction-test @ étant donnée, choisissons un autre nombre réel R’
ayant la méme propriété vis-a-vis du support de ¢@. On a, en supposant que R est le
plus grand des deux (sans perte de généralité),

[ SO 800 [ [
= 0.

Nous allons ensuite montrer que 1’on a bien affaire a une distribution sur R. C’est
clair, car on a

| / O =90 4] < 2R g1

par le théoreme des accroissements ﬁms. Donc, nous avons bien défini une distri-
bution sur R. Cette distribution u s’appelle la valeur principale de 1/x et elle est

1 . . .
souvent notée vp —. Pour comprendre cette terminologie, nous allons étudier son

X
action sur des fonctions-test de Z(R \ {0}). Soit ¢ une telle fonction-test et R un
réel associé. Par définition, on a

<Vp)1_67¢> _ /’; o) —9(0)
R

X

o) .

R X
:/wdx
R

X

() wor®)
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On voit que la distribution valeur principale de 1/x considérée comme distribution
sur R\ {0} est égale a la fonction 1/x € Ll (R\ {0}) (c’est assez subtil, il faut
bien comprendre ce qu’est un compact de R \ {0}). On pourra s’amuser 2 montrer
que, bien qu’elle représente d’une certaine facon une fonction, cette distribution
valeur principale est d’ordre 1 en tant que distribution sur R, et non pas d’ordre 0
(alors qu’elle est bien stir d’ordre 0 en tant que distribution sur R \ {0}).

On peut également voir la valeur principale de 1 /x comme la limite, au sens des
distributions, d’une suite de fonctions classiques. Soit ( f,),cn la suite de fonctions
définie par

ful) =1 si =t
X n

Il n’est pas trop difficile de montrer que

et fu(x)=0 sinon.

lim f,, = u dans Z'(R).

n—soo

Etudions maintenant un exemple sur lequel la continuité de la dérivation méne
a des résultats qui peuvent paraitre paradoxaux, sauf si I’on ne perd pas de vue
qu’il s’agit de distributions. Soit f la fonction définie sur R par

Cette série (de Fourier) étant normalement convergente, elle définit une fonction
continue sur R. Par contre, la série des dérivées n’est pas normalement convergente,
et il n’est pas clair que f soit dérivable au sens classique. Les choses s’aggravent
au fur et 2 mesure que 1’on dérive la série terme a terme. Par contre, nous pouvons
dériver autant de fois que nous le souhaitons la fonction f a condition de le faire
au sens des distributions. En effet, pour toute fonction-test ¢, on a

N

lim Z izsin(nx) o(x)dx = /Rf(x)(p(x) dx,

N—oo JR nzln

puisque la série converge uniformément et que @ est a support compact. Donc on a
N1
Z —5sin(n) — f  dans 7' (R).
n
n=1

D’apres la continuité de la dérivation dans 2’(IR), qui est une banalité, rappelons-le,
on en déduit que, pour tout entier /, on a

d d'f
Y 7 sin(n-) — =7 dans Z2'(R).
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Donc, en particulier, la suite (Zlnvzl sin(n-)) NeN
les suites (Y ncos(n:)) oy (Enein?sin(n)) oy etc. Démontrer cette pro-
priété directement est un exercice trés formateur.

Donnons pour finir un exemple de distribution sur R qui n’est pas d’ordre fini

+o0
u= Z 5,£n).
n=0

Nous allons maintenant exposer quelques exemples de résolution d’équations
dont I’inconnue est une distribution. La premiere propriété montre que les distribu-
tions se prétent a un calcul des primitives semblables a celui des fonctions.

converge dans 2’ (R), mais aussi

Proposition 6.4.1 Soir u une distribution de 9'(R). Si u' = 0, alors la distribu-
tion u est une fonction constante (et réciproquement).

Démonstration. Fixons une fonction 0 appartenant 2 Z(R) et d’intégrale 1. Soit ¢
une fonction indéfiniment différentiable a support compact quelconque sur R. La
fonction

0 — ( J:O(p(t)dt>9

est d’intégrale nulle. Donc la fonction

v [ (06— ([ ptar)ors)ds

est indéfiniment différentiable a support compact et

v=o-( :wfp(x)dx)e

D’ou il résulte que

o=v+( j(p(X)dX)G-

En appliquant la distribution u a 1’égalité ci-dessus entre fonctions indéfiniment
différentiables a support compact, on trouve que
~+oo

(u,9) = (w )+ (| o@adx)w,0)
=W+ ([ owar)we)

—00

- ( Jj(p(x)dx) (1, 0)

~+oo

= [ wo)owax

—o0

et la distribution u s’identifie a la fonction constante x — (u, 6). La réciproque est
évidente. U
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Remarque. Le résultat reste vrai sur un intervalle ouvert de R et plus généralement
en dimension quelconque : si Q est un ouvert connexe de R et u est une distribution
sur Q telle que dju =0 pour i = 1,...,d, alors u est une constante.

Corollaire 6.4.1 Soit u une distribution sur R. Il existe U € ' (R) telle que U' = u
et pour toute distribution V telle que V' = u, on a V = U + ¢ ol c est une constante.

Démonstration. On définit un opérateur sur Z(R) comme a la proposition précé-

dente par
@)= [ (o6~ ([ o)) as

ou 6 est choisie une fois pour toutes. On vérifie aisément que 7" est s€équentiellement
continu, ¢’est-a-dire que si ¢, — ¢ dans Z(R), alors T(¢,) — T(¢) dans Z(R).
On définit alors, pour tout ¢ € Z(R)

<U7 (P> = _<M7T((p)>'

D’apres la continuité de 7', on voit que U est une distribution. De plus,

(U, 9)=—(U,¢") = w,T(¢)) = (u,9),

donc U est bien une primitive de u au sens de 2’ (R). Enfin, si V! = u, alors
(V—U) =0 et on conclut grace a la proposition 6.4.1. O

Remarque. On peut donc prendre indéfiniment des primitives de distributions,
et ’on aura que si U (W) =y alors V.= U+ P ot Pest un polyndéme de degré
inférieur a n — 1, sur R ou sur un intervalle ouvert de R. L’analogue en dimension
supérieure est par contre nettement plus délicat.

Proposition 6.4.2 Soit u une distribution sur R%. Alors
Vie{l,---,d}, xju=0&34 eK,u=21.

Démonstration. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral. Soit ¢ une
fonction-test. On a

d
0)+ Zx] 8xj x)dt.

Soit B, la boule centrée en 0 et de rayon 1 € N et j,, une fonction de Z(IR¢) valant
identiquement 1 sur B,,. Pour toute fonction-test ¢ dont le support est inclus dans
B,, on a bien slr x,¢ = ¢, d’ou il vient que

d < 1
o) = 900+ L) avee 0,00 E o) [ S r)ar
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Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, et du fait que ), est a support
compact, on voit que @; € (RY), d’ott

d
(u, @) = (U, Xn) Z U,X;P;).

Le fait que x;u = 0 implique que (u,x;¢;) = 0. Donc, on a

(u, ) = 2,9(0),

pour toute fonction-test ¢ a support dans B,,, avec A, = (u, x,,). Maintenant, si ¢
est a support dans B, elle est a fortiori a support dans B, 1. On en déduit donc
que A1 = A, = A est indépendant de n. Comme le support de toute fonction-test
est inclus dans une boule B, finalement, u = A dy.

Réciproquement, il est facile de vérifier que x;(A6y) = 0. O

Voyons maintenant un exemple d’équation algébrique dont la solution au sens
des distributions réserve une petite surprise.

Proposition 6.4.3 Soit u une distribution sur R. Alors
xw=1<31 ek, w=vp_ +7L50

ou Vp% est la distribution définie page 173.

Démonstration. Vérifions d’abord que xvp% = 1. Soit ¢ une fonction-test et R
un réel tel que le support de ¢ soit inclus dans I’intervalle ouvert | —R, R]. Par
définition de la valeur principale de 1/x et de la multiplication par une fonction
C”,ona

<xvp ,(p> = <vp%,xq)> = /_1; de: /_I;(p(x)dx: (1,0).

On a donc bien x vp (%) =1.
D’autre part, si u; et up sont deux distributions telles que xu; = xup = 1,
alors x(u; —up) = 0 et la proposition 6.4.2 conclut la démonstration. 0

6.5 Support d’une distribution, distributions a sup-
port compact

Les distributions sont a priori définies de fagon globale sur Q. Dire qu’une
distribution vaut ceci ou cela en tel ou tel point de 2 n’a absolument aucun sens.
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Les distributions conservent néanmoins un caractere de localité qui se traduit
notamment dans le concept de support d’une distribution. Celui-ci est fondé sur
la notion de restriction d’une distribution a un ouvert. Soient @ et Q deux ouverts
de R tels que le premier soit inclus dans le second. Pour toute fonction ¢ € Z(®),
son prolongement par 0 & Q, noté @, est visiblement un élément de Z(Q). Cette
propriété nous mene naturellement a la définition suivante.

Définition 6.5.1 Soient 0 C Q deux ouverts de R?. Considérons une distribution u
sur Q. On définit alors la restriction de u a ®, notée U|g, par

déf
Vo< I(0), (e ¢) = (U@).
Le fait que la forme linéaire u/, est bien une distribution est élémentaire.

Définition 6.5.2 Soit u une distribution sur Q, on appelle support de u et I’on note
Suppu le complémentaire du plus grand ouvert @ inclus dans € tel que u|,, = 0.

Remarques. Le support d’une distribution est par définition un fermé de Q pour
la topologie induite. De plus, cette notion de support d’une distribution prolonge
celle du support d’une fonction. En effet, soit f une fonction de LIIOC(Q) et @ un
ouvert tel que f|p = 0 au sens des distributions. D’apres la définition précédente,

ceci signifie que

Yo € Do), (f,0) = /w F()@(x)dx = 0.

D’apres le théoreme 6.2.1, ceci signifie exactement que, pour presque tout x de ®,
on a que f(x) = 0. Ceci montre bien que la définition de support d’une distribution
coincide bien avec la définition usuelle dans le cas des fonctions localement
intégrables.

Définition 6.5.3 Une distribution sur Q dont le support est un compact de Q est
assez logiquement appelée distribution a support compact. L’espace vectoriel des
distributions a support compact est désigné par &' (Q).

Nous allons maintenant voir que 1’espace des distributions a support compact
peut s’identifier au dual de I’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur
Q. Pour cela, commencgons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 6.5.1 Soient u une distribution a support compact sur et X une fonction
de 2(Q) valant identiquement 1 sur le support de u. Alors, on a

Vo e @(Q‘)v <M7%(P> = <u7(p>
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Démonstration. Notons tout d’abord qu’une telle fonction y existe car le support
de u est compact. Il suffit d’écrire que, pour toute fonction-test ¢, on a

(U, x9) = (u, @) + (u, X9 — 9).

Par définition de y, le support de (¥ — 1) est un compact inclus dans le complé-
mentaire du support de u, donc par définition du support de u, on a

(u,xo— ) =0,

d’ou le lemme. O

Proposition 6.5.1 Soit u une distribution a support compact. Il existe une unique
forme linéaire u définie sur C*(Q) (I’ensemble des fonctions indéfiniment dif-
férentiables sur Q) prolongeant u et telle qu’il existe un compact K' C Q, une
constante C et un entier N tels que

Vo €C™(Q), [(u,9)] <C sup [9%0(x)].
x€K’
lo| <N
Démonstration. Soit ) une fonction-test de 2(Q) valant 1 sur le support de u, on
définit u sur C*(Q)* par
~ déf
<I/£,(])> = <uvx¢>
Par un argument analogue a celui qui vient d’étre exposé, on vérifie aisément
que cette définition ne dépend pas du choix de x. De plus, le lemme 6.5.1 ci-
dessus montre que que u prolonge bien u. Comme les fonctions y ¢ sont toutes a
support dans le méme compact K’ = Supp x et u étant une distribution, il existe
une constante C et un entier N tels que

V¢ €C™(Q), [(u,0)] <C sup [[0%(x9)l|z=-

| <N
La formule de Leibniz assure que

Vo €CT(Q), [(i,9)] < C sup |09 (x)]. (6.3)

xeK’
lot| <N

Ceci montre 1’existence du prolongement ii. On admettra qu’il y a également
unicité (voir proposition suivante). U

Corollaire 6.5.1 Toute distribution a support compact est d’ordre fini.

Démonstration. Cecin’est qu’une traduction de 1’inégalité (6.3). 0
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Proposition 6.5.2 Soit u une forme linéaire sur C*(Q) continue au sens de (6.3).
Alor u définit par restriction une distribution a support compact.

Démonstration. 11 est tout a fait clair que la restriction de u a 2(Q) définit un
élément u de 2'(Q). De plus, si le support de ¢ est contenu dans le complémentaire
de K, alors ¢ est nulle sur K’ et ’estimation (6.3) implique trivialement que
{(u, @) = 0. Par conséquent, u est a support dans K'. O

Remarque L’espace C*(Q) étant parfois noté &(Q), la notation &’(Q) utilisée
pour les distributions a support compact insiste sur le fait que 1’on identifie les
formes linéaires sur C*(Q) « continues » — c’est-a-dire vérifiant (6.3) — et les
distributions sur Q a support compact. Naturellement, tout ceci peut étre mis dans
un cadre topologique rigoureux.

Mentionnons dans le méme ordre d’idées la propriété de faisceau des distri-
butions : on peut « recoller » deux (ou plus) distributions définies sur deux (ou
plus) ouverts qui coincident au sens de la restriction sur leur intersection, en une
distribution sur la réunion des ouverts. Plus précisément,

Proposition 6.5.3 Soient Q et Q deux ouverts, uy € 2'(Qy) etuy € 7' () deux
distributions telles que uy|q,nq, = Uz|Q,nq,- Alors il existe une unique distribution
ue 2'(QU,) telle que U, = Ui et U, = U,

Démonstration. Soit (0;,6,) une partition de 1’unité C* associée aux ouverts Q; et
Qy, c’est-a-dire que Supp6; C Q;,0<6;, < 1et 6;+ 6, =1. Notons Q =Q;UQ,.
Pour tout ¢ € Z(Q2), on définit

(u, 9) = (u1,901) + (u2, 962).

On vérifie facilement que u € 2'(Q). Calculons sa restriction aux ouverts Q;. Si @
appartient & Z(Q), alors @6, appartient & (] N£Y,). On voit donc dans ce cas
que

(u2,9602) = (210,10, P62) = (U1j0,nQ,, PO2) = (U1, 96s),
d’ou

(@) = (w1, 961) + (11, 06) = (u1, (61 + 62)) = (u1, ),
et donc uq, = uj, et de méme sur Q).

Il faut maintenant s’assurer de I’unicité de u. Soit v € 2’(Q) une distribution

qui réponde a la question. Pour tout ¢ € Z(Q),ona ¢ = @(0;+ 6,) = @6, + @6,
avec ¢0; € 7(Q;). On a donc

(v, 0) = (»001) + (v, 06:) = (vq,,901) + (va,, 962)
= <u1,(p91> + <l/t2,(p92> = <I/t,(P>,

donc v =u. O
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Remarquons que si Q1 NQy = 0, le résultat de recollement est vrai sans aucune
condition de compatibilité entre u; et u; ! Comme indiqué plus haut, on généralise
sans difficulté a un nombre quelconque d’ouverts.



Chapitre 7

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est un des outils de base de I’analyse.

7.1 Définition sur espace L'.

Définition 7.1.1 Soit f une fonction de L'(RY;C). On appelle transformée de
Fourier de f et ’on note f ou bien .% f la fonction définie par

VEER! f(§)=Ff&)= [ fmarec. @

On utilisera indifféremment les deux notations pour la transformée de Fourier
d’une fonction.

1l est clair que la transformée de Fourier d’une fonction de L! est une fonction
bornée, mais nous avons le théoréeme plus précis suivant.

Théoréme 7.1.1 L’application .F est linéaire continue de L' (R?;C) a valeurs

dans 'espace Co(RY;C) des fonctions continues nulles a infini muni de la norme
L>(R%;C).

Démonstration. Le corollaire 5.4.2 affirme en particulier que les fonctions indé-
finiment différentiables & support compact sur R? sont denses dans 1’espace L'.
Comme il est évident que

£l < I f s (7.2)

on en déduit que la transformation de Fourier est a valeurs dans les fonctions
continues bornées. En effet, si ¢ € ¥ (Rd ), alors .7 @ est une fonction continue et
si ¢, — f dans L!, alors .Z ¢, — .Z f uniformément par 1’estimation (7.2).
Il suffit des lors de démontrer que
Vo e 2(R?), lim §(§)=0 (7.3)

&=
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pour assurer le théoreme par le méme argument de convergence uniforme.

Pour démontrer (7.3), nous allons utiliser une idée que nous reverrons fréquem-
ment : la régularité d’une fonction et la décroissance a I’infini de sa transformée de
Fourier sont indissolublement liées. En effet, remarquons que

d 2
(14 [ER)e ) = (1d-A)e @) avec A=Y .
=197

Ainsi dong, il vient

(1+EP)P(E) = /Rd ((1a-4)e 09) () p(x)dx

La fonction ¢ est indéfiniment différentiable a support compact ; on peut donc
intégrer deux fois par parties dans I'intégrale ci-dessus. On trouve alors que

(1+1EP)9(E) = [ e ™0 1a-a)p(x)dx
- 7 ((14-8)9).

Mais la fonction ¢ étant indéfiniment différentiable a support compact, (Id —A)¢@
également et est donc intégrale. Ainsi donc, on a

(1+1EP)P(E)] < [I(1d—2) g,

Divisant par 1+ |E|?, ceci implique I’assertion (7.3). UJ

Exercice 7.1.1 Démontrez par une méthode analogue que, si ¢ est une fonction
indéfiniment différentiable & support compact sur RY, alors, pour tout entier N, il
existe une constante C telle que

P(E)|<c1+EH)7N.

La proposition suivante décrit partiellement les rapports entre transformation
de Fourier et convolution.

Proposition 7.1.1 Soient f et g deux fonctions de L'. On a

o~

F(frg)=r&
Démonstration. La fonction Fg définie de R? x R? dans C par

déf iy i i
Fe(x,y) S e W8 fx = y)g(y) = e 019 fx — y)e V1S g(y)
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est, pour tout £ appartenant 2 R, une fonction de L' (R? x R¢). Le théoréme de
Fubini assure que

Frea@) = [ ([ rx-near)as

) (/ e*i(x*y‘é)f(X—y) dx> eiimé)g()’) dy
R4

A
_ /Rd (/Rde"(zgf(z) dz) e U18)g(y)dy

i

(

@8 £(2)dz /R () dy

par le changement de variable z = x —y. O

Remarquons I’harmonie de ce résultat : L' est une algebre pour la convolution
et Cp est une algebre pour le produit ordinaire.

Nous allons maintenant examiner I’influence des dilatations sur la transforma-
tion de Fourier.

Proposition 7.1.2 Soient f une fonction de L' (R?) et A un réel strictement positif.
On a alors

FaNE =2F(3).

Démonstration. 11 suffit de faire le changement de variables y = Ax dans I’intégrale
définissant la transformée de Fourier, ce qui donne

FUONE) = [ WO ax=2- [ GO 0)ay=2-7(3),

R4
d’ou la proposition. O

Une transformée de Fourier importante est celle des gaussiennes, G,(x) =
al,|2
e~ 3l pour a > 0.

Proposition 7.1.3 Soit a un réel strictement positif. On a alors
N Ry
T _le? T
76, (2) e ¥ = () a0 (7.4

Démonstration. Commengons par la dimension d = 1 et posons

8(¢) (Ef/ e e dx,
R
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La fonction g est bien évidemment dérivable et I’on peut écrire en justifiant aisé-
ment la dérivation sous le signe somme et I'intégration par parties

§'(&) :/—ixe_ixée_xzdx
R
:/ie‘ixéli(e_xz)dx
R

1 d ,

= E/R_iﬂ (e_”§> e_xzdx
1 .

= —/ izée*’xéefxzdx
2 JR

= —%g(é)-

Cette équation différentielle est facile a résoudre. On a

8(&) = g(0)e

52
F

Il est classique que
g(0) = / e dx = VT
R

La proposition 7.1.2 assure alors le résultat en dimension 1. En dimension d
quelconque, il suffit d’observer que

. aj.,.|2 d . a2
e—zxée—j\x\ _ He—zxjﬁje—jxj
J=1

et que, si les f; sont des fonctions de L' (R), posant (f| ®- - ® fy)(x) = H?Zl fi(x)),
ona

F(fie-0f)=hHo O f,
par le théoreme de Fubini. On applique alors d fois la formule (7.4) établie dans le
cas unidimensionnel. 0

En itérant le résultat, on a immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 7.1.1 Ona
F(FG,) = (2n)G,.

Le corollaire se réécrit sous la forme suivante, cas particulier important du
I’inversion de Fourier étudiée au prochain paragraphe.

Corollaire 7.1.2 Ona
Galx) = (2m) | 9IG, (8) e,
R

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la parité de la gaussienne. 0
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7.2 Formule d’inversion de Fourier et extension a L2

Le théoreme d’inversion de Fourier qui suit est absolument fondamental. 11
permet, sous certaines conditions, de reconstituer une fonction a partir de sa
transformée de Fourier.

Théoréme 7.2.1 Soit f une fonction de L' (R?) telle que fsoit aussi dans L'. On
a alors

s =@ [ R dE. 75)

Démonstration. Posons

6= (am) te T et Gl = 6(2):

La fonction G est une fonction positive d’intégrale 1. D’apres le théoréeme 5.4.5,

on a pour tout f dans L!(R?)

lim ||Ge x f — f|;1 = 0. (7.6)
e—0

_e2jg?

De plus, la proposition 7.1.3 nous dit que (A?g(é) =e¢ 2 ,dou

VEERY, |Ge(E)|<1 et limGe(€)=1.
e—0
On voit donc que

YEER! [Ge(O)FE) <IF(©)] etque lmGe(E)F(E) = (&),

Comme par hypothese f est dans L' (R?), on peut donc appliquer le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue pour obtenir

r) ¢ [ WOfE)as = m) lim [ SOGEFE)aE. @D

—0 JRd

D’un autre coté, la fonction f appartient a L! (R9), par conséquent G¢ ® f est
une fonction de L' (R? x R?) et d’apres le théoréme de Fubini, on a

r) ! [ @BCF(E)dE = )t [ HEIGe(&)e O f(y) didy

— /Rd <(2n)_d/md x=18) Gs(é)dé) fO)dy

= /Rd Ge(x—y)f(y)dy = (Gex f)(x),  (1.8)

ol I’on a utilisé le corollaire 7.1.2. Le théoréme découle alors des relations (7.6),

(7.7) et (7.8). U
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Remarques. La transformation décrite par (7.5) s’appelle transformation de Fou-
rier inverse. On peut écrire ce résultat sous la forme

7= Cn)f o F(Ff) = s awvee J) €

f(=x) (7.9)
pour une fonction f telle que f et fsoient dans L'. Ce théoréme signifie qu’une
fonction f dans L! telle que f soit aussi dans L' (par exemple une fonction indéfi-
niment différentiable a support compact comme le montre I’exercice 7.1.1) s’écrit
comme une superposition d’oscillations — les fonctions ¢'™8) _ Ia transformée
de Fourier de f apparaissant alors comme la densité d’oscillation a la fréquence &.
Remarquons pour finir qu’une fonction de L! dont la transformée de Fourier est
dans L! est nécessairement continue et nulle 2 I’infini.

Le théoréme d’inversion de Fourier a une conséquence trés importante, le
théoreme de Fourier-Plancherel.

d
2

Théoréme 7.2.2 L’application (21)~2.% se prolonge de L' NL? a L? en une

isométrie bijective de L* dans L.
La démonstration repose sur le lemme suivant, trés simple mais crucial.

Lemme 7.2.1 Soient f et g deux fonctions de L';ona
Fx)g(x)dx = / Flx)a(x) dx.
R4 R4

Démonstration. Observons que la fonction de RY x R¢ dans C définie par

(x,y) = e ) £(x)g(y)

est intégrable sur R? x R?. Le théoréme de Fubini assure alors que

/Rd ( /R de_i(xy)f(X)dx) g(y)dy = /R ) ( /R de_i("y)g(y)dy) f(x)dx,

ce qui est exactement la conclusion du lemme. 0

Démonstration du théoréme de Fourier-Plancherel. Soit ¢ une fonction de Z(R?).
Nous allons appliquer le lemme 7.2.1 au couple (¢,.7 (¢)). Pour cela, notons
d’abord que

Fo®) = [ e tOowdr= [ Oy

R
_ /R T G(x) dx = F () (&),
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en changeant x en —x. On trouve donc que

1913 = [, 7o&F0E)de = [ Fol&)7 (3) (£)dE
_ /R 9T (Z(§)) () dx = (21)° / o (x)P(x) dx.

Comme clairement %(x) = @(x), on obtenu que

I27)~"26|7 = llol7

pour toute fonction indéfiniment différentiable a support compact. L’ ensemble de
ces fonctions étant dense dans L?, la transformation de Fourier (normalisée par le
facteur (27r)~¢/?) se prolonge donc en une isométrie de L? sur L>. Comme c’est
une isométrie, elle est injective. Il reste a démontrer qu’elle est surjective. Son
image est bien str fermée puisque c’est une isométrie. De plus, d’apres la formule
d’inversion de Fourier et I’exercice 7.1.1, I'image de L? par .% contient I’ensemble
des fonctions indéfiniment différentiables & support compact qui est dense dans L2,
d’ou le théoreme. U

Remarque. Attention, pour une fonction de L2, la formule intégrale de définition
de la transformée de Fourier (7.1) n’est a priori pas valable telle quelle (sauf
si la fonction appartient aussi & L!, bien sir). Pour calculer la transformée de
Fourier d’une fonction de L?, on n’a 4 ce stade d’autre choix que de passer par une
approximation et un passage a la limite.

7.3 Espace de Schwartz et transformation de Fou-
rier

. . déf i .
Pour tout multi-entier o et x € R?, on pose x* = [1; x?" et pour toute fonction

o
f qui est |a] fois différentiable, on pose D*f = (%) f.

Définition 7.3.1 L’espace . (R?), noté simplement . en ’absence d’ambiguité,
est ’espace des fonctions u indéfiniment différentiables sur R? telles que, pour
tout entier k, on ait

y
lulir & sup  [xPO%(x)| < +oo.

xR
lal,|Bl<k
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Remarques. On appelle . Iespace de Schwartz ou bien 1’espace des fonctions a
décroissance rapide, au sens ou elles tendent vers O a ’infini, ainsi que toutes leurs
dérivées partielles, plus rapidement que I’inverse de n’importe quel polynome. Il
est clair que . est inclus dans L' N L™ ainsi que dans tous les L”, que I’application
linéaire 0% envoie . dans . avec

10%ullk, < llullit|a),o-

On peut voir I’espace . comme I’intersection pour tous les entiers k des es-
paces .7 (R?) formés des fonctions u, k fois continiiment différentiables et telles
que ||u||x,s soit finie. Chacun de ces espaces, une fois muni de la norme corres-
pondante, est un espace de Banach. La structure d’espace vectoriel topologique
comme intersection décroissance d’une famille dénombrable d’espaces de Banach
est un cas particulier de ce que 1’on appelle structure d’espace de Fréchet (laquelle
ne sera pas abordée en tant que telle dans ce cours). Elle permet de munir I’espace
vectoriel obtenu par intersection d’une structure d’espace métrique complet. La
distance dans .7 est

d(u,v) =Y 27 min(1, || —v]x,5).
keN
Il faut noter que la topologie de (., d) n’est pas une topologie d’espace vectoriel
normé.

Donnons maintenant quelques exemples d’éléments de .#. Les fonctions indé-
finiment différentiables a support compact sont bien stir des éléments de .. De

alx|? ;
avec a strictement

plus, les gaussiennes, c’est-a-dire les fonctions du type e~
positif, sont aussi des éléments de .7
Pour comprendre les calculs d’estimations que 1’on effectue couramment sur

I’espace ., on peut s’appuyer sur la proposition suivante. On note provisoirement
[ = (b, [l - [xal)-

Proposition 7.3.1 Soit g une fonction de R? dans R telle qu’il existe un polynéme
P sur RY & coefficients positifs avec |q(x)| < P(|x|). Alors il existe une constante C
et un entier k tels que, pour tout u € .,

VxeRY,  g(x)u(x)| < Cllullg,z-

Démonstration. Le polyndme P s’écrit comme une somme de mondmes P(|x|) =
YA j1xPi| ot B; est un multi-entier. On note k = max < j<,, |3;| le degré total de
P. 11 vient donc

m

lg()u(0)] < P(a)u(x)] = Y AjPiu(x)] < m( max 2;)( max [Piu(x)]),

= I<j<m I<j<m

d’oti le résultat avec C = mmax<j<pm A;. O
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Remarque. Le méme résultat s’applique clairement avec d%u au lieu de u. En
particulier, on en déduit que si u € ., alors pour tout N entier, il existe une
constante C(N, &) telle que

C(N,a)

VxeRY, |9 <
X € ) ‘ M(X)’ — (1+|X|2)N,

d’ou le terme de fonctions a décroissance rapide utilisé pour qualifier les éléments

de .7.

Proposition 7.3.2 Pour toute fonction f de ./, on a

~ ~

F (D)) =E%F(E) et F(xUf)(§) = (=De)* /(&)

Démonstration. On procede par intégrations par parties successives, lesquelles
sont licites en raison de la décroissance rapide de toutes les fonctions considérées
(on pourra les justifier en détail).

F0)6) = [, (%) swax

l

_ (‘2> ) dr =8 [ e (x)dr=E77(E).

l

De méme, on a

Fatp = [ e O san= [ (-

en dérivant sous le signe somme. U

L’espace .7 est remarquablement adapté a la transformation de Fourier : c’est
I’un des rares espaces explicitement définis qui soient stables par transformation de
Fourier. Nous avons déja vu que I’espace L? possédait cette propriété de stabilité.

Théoreéme 7.3.1 La transformation de Fourier est un isomorphisme de . dans ..

Démonstration. Pour montrer que .# (.) C .¥, on doit majorer les quantités
EBQXG(E), ou ce qui revient au méme EB(—D)*5(E). D apres la proposition 7.3.2,
on a

&P (=D)"a(E) = [ e ODP (x%u)(x)dx



190 7. Transformation de Fourier

D’apres la formule de Leibniz, il vient

D) HE) = ¥ Ays [ e E0u(w)dx,
|7],16]<k

ou A, 5 sont des constantes qu’il n’est pas utile d’expliciter. Or, on a

/ e M) x990y (x) dx
R4

< [Py (1 ) 0uw)
R

En majorant le terme (1 + |x|2)% 1x7@%u(x)|, il vient

R _dyl
EP0%aE)| < Cullullsann.r [ (1)~ dn
< Gellullxyas1,s

ol C; est une constante qui dépend de k, et ce pour tout couple (@, ) de multi-
entiers de longueur inférieure ou égale a k. Ceci montre que

8|k, < Cillullxrari,o < +oe,

d’ou la stabilité de . par transformation de Fourier.

Pour la continuité, on commence par noter que d’apres la structure de la distance
sur ., il suffit de montrer la continuité en 0. De plus, il est assez facile de voir que
(exercice)

d(u,,0) = 0 <= Vk e N, |up||r,» — 0.

Par conséquent, si u, — 0 dans ., alors ||uy||k+4+1,# — O pour tout k, ce qui
implique d’apres 1’inégalité précédente que ||i,||r,» — 0, c’est-a-dire i — 0 dans
.

Comme .¥ C L? et que la transformation de Fourier est injective sur L?, elle
le reste a fortiori sur .. Enfin, comme .7 () C .¥¥ C L', on peut appliquer
la formule d’inversion de Fourier a des fonctions de .¥, ce qui montre que tout
u € . peut s’écrire u = (2m)~4.F (Fu) avec Fu € .. Donc, la transformation
de Fourier est surjective sur . et son inverse y est clairement continue. U

Proposition 7.3.3 L’espace 2(RY) est dense dans .7, au sens oil

Vue ./, Ve>0,VkeN, 3o c P telle que ||u— |y~ < €.

Démonstration. Soit 6 un élément de C*(R) égal a O sur [—1/2,1/2],a 1 en
dehors de [—1, 1] et compris entre O et 1 (il en existe : prendre la primitive nulle en
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0 d’une fonction C* a support dans [1/2, 1], positive et d’intégrale 1, complétée
par parité). Clairement,

On pose

—_

ou les y; sont des fonctions bornées. Posons pour n > 1

9u(0) E (2 )ulx).

n

I1 est clair que pour tout couple de multi-entiers de longueur inférieure a k, on a

o u—g) = (1-x(2))o%u- ¥ chboruiav (%),

0<7<a nla—7l

avec Cl, = Hflzl CZ;. Par construction de ¥,

204

ot le multi-indice B’ est défini par B = B+ 1, B} = B; pour j # i. De plus,

2max; || < 2dmaxi. |y

< |||M||k+1,5ﬂ,

d i
Y [P 0%u(x)|
i=1

n

’xﬁay”mal—yaa_y%(%‘ < @Hullk,y,

ou la constante C(k, ) ne dépend que de k et de . Finalement, on obtient

C'(k,x
#0%(u— g0 < “EE

ot la constante C’(k, x) ne dépend que de k et de y, et ce pour tout couple (@, )
de multi-entiers de longueur plus petite que k. D’ou

C'(k,x)
n

et — @ullr,7 < ]| g+1,7,

ce qui clot la preuve de la proposition. U
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Remarque. On peut vérifier que cette propriété de densité est exactement celle
correspondant a la distance sur ..

On peut démontrer maintenant la proposition suivante qui généralise la propo-
sition 7.1.1 a d’autres contextes.

Proposition 7.3.4 Si (f,g) appartient & L* x L* ou bien a .F (L") x L', alors, on
a

F(fg) = (2m) ' f*z.

Démonstration. Commengons par montrer la formule pour f et g dans .. Comme
f et g sont aussi dans . C L', on a dans ce cas

F(F*8) = 12 = @m)X g = 2m)X(fo) = Qn) . F(F (f3)).

Appliquant .Z ~! aux deux membres, on obtient le résultat dans ce cas.
Il suffit maintenant de démontrer que I’application bilinéaire

(f.8) = Z(fg)— (2m) “fxg

est continue de . x . dans L™ quand on munit .¥ x .# de la norme L? x L? ainsi
que de la norme .# (L') x L!. L’espace . (L') C L* est naturellement muni de
la norme L' de 1’image réciproque, i.e. si f € .Z (L"), £l ey = 171l
Comme 2 x 2 est dense dans . x . et dans L? x L? et que .7 (2) x 2 est dense
dans 7 () x S = . x ./ etdans Z (L') x L!, on concluera dans les deux cas
que I’application bilinéaire est identiquement nulle.

Dans le premier cas, on a

|F (- < Sl < [Ifllz2llgll 2,

ainsi que
1f %8l < If 1218 < @) N fllellgll e

De maniere analogue, dans le deuxieme cas, on a

17 (F)ll= < N£8lr < Ifllz=llgller < 117~ ()l ligher,

ainsi que

o~ 211 2 d|| g—1
[f*&)le= <[ £l llgll= < Nfllrllgll = @) F (Nl liglor-

D’ou la proposition. U
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Remarque. La transformée de Fourier d’un élément de .% (L') est trivialement
définie par .7 (f) = (2n)4(F1(f)) e L.
Le lemme suivant montre que I’on ne peut espérer d’une fonction et sa trans-

formée de Fourier soient toutes deux dans . Autrement dit, I’espace & n’est
absolument pas stable par transformation de Fourier.

Lemme 7.3.1 Soit ¢ une fonction de 2(R). Si ¢ appartient & 2(R), alors ¢ = 0.

Démonstration. En effet, on a, par définition de la transformation de Fourier
8(6) = [ e o(dx.
R

Soit ¢ un nombre complexe quelconque. La fonction définie par x — e~ @(x) est
une fonction C* 2 support compact. On peut donc prolonger la fonction @ a tout le
plan complexe C par la formule

#(0)= | e owar.

De plus, le théoreme de dérivation sous I’intégrale nous assure que cette fonction
est holomorphe. La seule fonction holomorphe dont les zéros ne sont pas isolés est
la fonction nulle, d’ou le lemme. O

Le résultat précédent est en rapport avec le principe d’incertitude : on ne peut
pas localiser une fonction simultanément en espace et en fréquence.

Exercice 7.3.1 Démontrez plus précisément que si ¢ € (R)\ {0}, alors Supp @ =
R.

7.4 Distributions tempérées

Définition 7.4.1 On appelle distribution tempérée toute forme linéaire u sur [’es-
pace ./ (Rd) ayant la propriété de continuité suivante : il existe un entier k et une
constante C telle que

(1, 0)] < Cll@]lx.7,

pour toute fonction ¢ dans Iespace .7 (RY), ot les normes || - ||, sont définies
page 187. On note .’ (Rd) ou simplement .’ I’espace des distributions tempérées.
Enfin, on dit que u, converge vers u dans .*' si et seulement si (u, —u,¢) — 0
pour toute fonction ¢ dans ..



194

7. Transformation de Fourier

L’espace .7 est exactement le dual topologique de .. En effet, il est clair que
si u est une distribution tempérée, alors c’est une forme linéaire continue sur .%.
Réciproquement, on peut voir (exercice, en raisonnant par contraposition) que toute
forme linéaire continue sur . satisfait la définition d’une distribution tempérée.

On n’augmente pas la généralité en considérant les distributions tempérées.

Proposition 7.4.1 Toute distribution tempérée est une distribution sur R.
Démonstration. En effet

Vo € Dk, |(u,0)| <Cllolliy =C sup [PI%(x)| < Ck sup [|0%@]|1~.

o<k

xeR
o], | Bl <k
0

La réciproque n’est pas vraie, ¢’est-a-dire qu’il existe des distributions sur R?
qui ne sont pas des distributions tempérées.

La théorie des distributions visant a généraliser la notion de fonction, il est
1égitime de se demander ou apparaissent les fonctions dans ce cadre. Pour répondre
a cette question, on définit I’espace suivant
Définition 7.4.2 Soit p un élément de [1, o], on désigne par Ly, (R?) I’ensemble
des fonctions localement intégrables f telles qu’il existe un entier N tel que (1 +
1x|)~N f(x) soit dans LP (R?).

Exercice 7.4.1 Démontrer que les espaces Lf,l(Rd) forment une famille décrois-
sante d’espaces, c’est-a-dire que si p < q, alors L],(R?) C L} (RY).
Exercice 7.4.2 Démontrer que les fonctions polynomiales et les polynomes trigo-

nométriques appartiennent a L}W(Rd) mais pas les fonctions a croissance exponen-
tielle comme x — exp(|x|).

Remarque L’exercice ci-dessus et le théoréeme qui suit montrent que la notion de
distribution tempérée contient une information sur le comportement a I’ infini.

L’identification des fonctions avec les distributions tempérées se fait grace au
théoréme que 1’on prouvera en exercice.
Théoreme 7.4.1 Soit 1 I’application définie par

.71 (Rd d
t: Ly, (RY) — '(RY)
;oo e [ e

R4
est une injection linéaire. De plus, on a la propriété de « continuité » suivante.
Soit N € N tel que (1+ |x|)~V f(x) € L'Y(R?), alors

[ <A+ T-DTVf U 19,5

Remarque. Tous les espaces L”(R?) sont inclus dans L},(R¢). On peut donc
considérer toute fonction de L”(R¢) comme une distribution tempérée.
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7.5 Opérations et transformation de Fourier sur les
distributions tempérées

Nous allons définir un certain nombre d’opérations linéaires continues sur les
fonctions de .¥, puis nous étendrons ces opérations par dualité a I’espace ..
Tout d’abord, définissons quelques espaces de fonctions.

Définition 7.5.1 On appelle espace des fonctions a croissance modérée (ou lente)
et l'on désigne par Oy Uespace des fonctions f indéfiniment différentiables sur R?
telles que

VkeN,3N€N,3C > 0tel que sup |0%f(x)] <C(1+|x|)V.
|a|=k

On désigne par Lzly I’espace des fonctions localement intégrables telles que, pour
tout entier N, la fonction (14 |x|)N f(x) soit dans L'.

Les polynomes sont d’excellents exemples de fonctions de ). Les fonctions
localement intégrables décroissant a I’infini plus vite que toute puissance négative
de |x| sont d’excellents exemples de fonctions de L}y.

Proposition 7.5.1 Les applications linéaires suivantes sont continues de . dans . :

i) L’application 0%,

ii) pour tout f € Oy, la multiplication par f,
iii) pour tout | € Lly, la convolution par f,
iv) la transformation de Fourier.

Démonstration. On a déja vu que la continuité sur .7 est impliquée par la continuité
en 0, et que celle-ci est équivalente a la continuité pour chaque norme || - || .
i) Il est clair que, pour tout entier k, on a

10%¢

k. < 0llkt e,

ii) Appliquant la formule de Leibniz, il vient

2%(f9) =Y cha®Prabg.

B<a

Comme la fonction f appartient a Oy, pour tout k € N, il existe un entier N tel
que, pour tout multi-entier y de longueur plus petite que k, on ait

VxeRY, |97f(x)] < C(1 +|x|)V.
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On en déduit alors que
1fDllk,7 < Cill9llkrn.-

iii) Soit k un entier et « et B deux multi-entiers de longueur inférieure a k. Par
dérivation sous le signe somme, on a

“(+9)0) = [ )9 (x=y)dy

Les fonctions 7 — P sont convexes, croissantes sur R . Par conséquent, on a
d d
P < TTChyil+ i — y!ﬁ<ﬂmdeWW+Hz VilP) <27 N (vl Pl =y 1P
i=1 i=1 ij=1
Ainsi donc, on peut écrire que
1040 <270 5 [ 0y %0 e ).
i,j=1

Or, [x; —y;Pi10%¢ (x—y)| < |9l et |yilP < 14 |y|¥. On en déduit alors que

1f* 0k < a2 (L4 D Fll i 9]l

iv) Il s’agit du théoréme 7.3.1, démontré page 189. U

Nous allons maintenant étendre ces opérations a 1’espace ..

Définition 7.5.2 Pour tout u € ., on définit
i) la dérivation par

<aau7 ¢> - (_1)‘06‘ <u7 aa¢>7

ii) la multiplication par une fonction f de Oy par

(fu,0) = (u,f9),

iii) la convolution par une fonction f de Lly par

(fru,9) = (u,f*9),

iv) et enfin la transformée de Fourier par

(F(u),9) = (u, 7 (9)).

Toutes ces opérations sont continues sur ..
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Démonstration. La continuité est évidente grace aux définitions par transposition
et a la définition de la convergence dans .. La vérification du fait que 1’on étend
bien ainsi a .’ les notions usuelles est sans surprise. Regardons quand méme le
cas de la transformation de Fourier d’un peu plus pres. Considérons une fonction f
de ’espace L!(R?) C L},(R). En notant exceptionnellement us la distribution
tempérée associée a la fonction f, on a par définition

Yo, (.0)= [ F@dwa

Le lemme 7.2.1 affirme en particulier que

voes [ Fwemdr= [ fs0xdx

On en déduit que ity = f. O

Nous avons aussi défini la transformation de Fourier sur L? par prolongement
continu de L' NL? a L. Comme L? C L}, C ./, il convient aussi de vérifier
que notre définition au sens des distributions tempérées, restreinte a 1’espace L?,
coincide avec la transformation de Fourier L?. On sait déja qu’elle coincide avec la
transformation de Fourier usuelle sur L' N L2, lequel est dense dans [*. Soitu e L?
et u” € L' N L? une suite telle que u" — u dans L?. Notons que si «" — u dans L?,
alors trivialement, u” — u dans .¥”. Par continuité de la transformation de Fourier
sur ces deux espaces, on en déduit que #" — @ dans L? et .F (u") — .7 (u) dans
' (en distinguant trés provisoirement les deux définitions de la transformée de
Fourier). Comme #" = .% (u"), on voit que i = .% (u).

Nous allons maintenant étendre aux distributions tempérées les diverses for-
mules sur la transformation de Fourier démontrées dans le cadre de la transforma-
tion de Fourier sur .. Commengons par le théoreme d’inversion de Fourier en
version distributions tempérées.

Théoréme 7.5.1 La transformation de Fourier est inversible sur .’ et I’'on a
Vue, Flu=(2r) U ZFu).

Démonstration. Définissons d’abord pour toute distribution tempérée v la distribu-
tion tempérée v par transposition, comme d’habitude,

Voes, (7,9)=(n9)
Calculons ensuite .7 (% u). 1l vient
VoS, (F(Fu).9)=uF(F9).
Or, par le théoreme 7.2.1 d’inversion de Fourier dans L', on a
F(F9) = (2m)’9,

d’ou le théoreme. O
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Proposition 7.5.2 Soit u une distribution tempérée. On a alors
F(D%)=E% et F(x%u)=(-D)%u.
Démonstration. On utilise la proposition 7.3.2. Par définition,

(F(D%).0) = (D°u.9)
(u.(~D)“9).

La proposition 7.3.2 nous dit que

D’ou il résulte que
, T (x%9))
,(£%9))
i, ).
Comme la démonstration de la seconde relation est en tout point analogue, elle est

laissée au lecteur. O

Ces relations sont extrémement importantes dans les calculs pratiques de trans-
formée de Fourier. Par exemple, calculons la transformée de Fourier de 1la masse
de Dirac 0. Par définition de la transformation de Fourier, on a

(80.0) = (8.9) = $(0) = [ 9x)dx=(1.9)

pour tout ¢ € .. En d’autres termes,

~

o = 1. (7.10)

De ceci et du théoréme d’inversion de Fourier 7.5.1, on déduit que
Z(1) = (2m)?8. (7.11)

L’ utilisation pratique des formules ci-dessus est tres souvent couplée avec des
résolutions d’équations simples sur les distributions.

Parmi toutes les applications de la transformation de Fourier, citons en exemple
celle-ci.

Théoreme 7.5.2 Soit f € .7'(R?), il existe une unique distribution u de .’ (R?)
solution de

4 92
(=A+Du=f on :Z—z
j=19%]
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Démonstration. Utilisons la proposition 7.5.2 pour affirmer que
F((—A+Du) = (1+|E]H)a
Le théoreme 7.5.1 d’inversion de Fourier permet alors d’écrire que
(—A+Du=f < (1+[§)ia=f.

La fonction & +— (14-|&|?)~! est une fonction indéfiniment différentiable & crois-
sance lente. On peut donc multiplier I’égalité précédente par cette fonction et I’on
obtient

-~

_f
14+]E1>

Par conséquent, I’équation aux dérivées partielles considérée a une et une seule
solution dans ., qui s’écrit

U=

=7 ()

en appliquant la transformation de Fourier inverse. U

Un cas particulier intéressant est celui ot f = §y. La solution correspondante

1
M0=9_1<—>,
1+|E]?

est appelée solution élémentaire de I’ opérateur —A+ 1. On vérifie que, sous réserve
de pouvoir effectuer la convolution, la solution avec second membre f est alors
donnée par u = ug* f.

L’utilité de la transformation de Fourier dans les problemes d’équations aux
dérivées partielles est bien illustrée par le théoreme précédent : la transformation
de Fourier transforme les opérateurs différentiels en opérateurs algébriques, plus
faciles a manipuler.



200 7. Transformation de Fourier




Chapitre 8

Espaces de Sobolev

Dans ce cours, nous nous limiterons aux espaces de Sobolev modelés sur L2,

8.1 Définition des espaces de Sobolev sur R?

Définition 8.1.1 Soir s un réel, on dit qu’une distribution tempérée u appartient
a I’espace de Sobolev d’indice s, noté H*(R?), ou simplement H® en I’absence
d’ambiguité, si et seulement si

e L2(RY(1+E2)5dE).

et I’on note

Julfy = [ (1+IEPYIE)Pae,

Proposition 8.1.1 Pour tout s réel, I’espace H*, muni de la norme || - ||gs, est un
espace de Hilbert.

Démonstration. Le fait que la norme || - || zs provienne du produit scalaire
déf ~ e NTTEY
() = /Rd(l +|&17)u(g)v(g)dé
est évident. Démontrons que H* est un espace complet. Soit (u,),cn une suite de
Cauchy de H®. Par définition de la norme, la suite (i, ),cn est une suite de Cauchy
de I’espace L?(R4; (1 +|£|?)*d&), lequel est complet. Donc, il existe une fonction
it appartenant a I’espace L2(RY; (1 + |E|?)* d&) telle que

Jim 1y~ 214 yag) = O 8.1

Comme L?(RY; (1 + |E|?)*d&) est inclus dans I’espace des distributions tempé-
rées ./, on peut poser u = .% —1%. Par construction, ¢’est un élément de H* et
d’apres (8.1), on a bien ||u, — u||zs — 0 quand n — oo, O
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Pour dire brievement les choses, la transformation de Fourier est un isomor-
phisme isométrique de H* sur L>(R?; (1 + |E|?)*d&). En particulier, H = L?
joue le role d’espace-pivot dans 1’échelle des espaces H®, s € R. 1l est clair que
H’2 — H°', ol la fleche < désigne une injection continue, des que s < s;.

Le cas ou s est un entier naturel est particulier.

Proposition 8.1.2 Soit m est un entier positif. L'espace H™(R?) est I’espace des
fonctions u de Lz(Rd) dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a m sont
des distributions appartenant a L*>(R%). De plus, la norme

i 2 déf 2
lullgm =Y. 9%ullZ2

lo|<m

munit I’espace H™ d’une structure d’espace de Hilbert et cette norme est équiva-
lente a la norme || - | gm définie a I’aide de la transformation de Fourier.

Démonstration. Le fait que

Natl2m = (u|u)gm  avec Zu|v)Hmcﬁf ) / 0%u(x)0%v(x)dx.
aj<m’R?

assure que la norme || - ||g» provient d’un produit scalaire. De plus, il existe une
constante C telle que

veeR, ¢ (1+ Y P <a+igPm<c(i+ ¥ gPe).

0<|a|<m 0<|a|<m
(8.2)
Comme la transformation de Fourier est, a une constante pres, une isométrie de [?
sur L2, alors on a
ucl? = E% el
Donc, on en déduit que
ue H" < Vo tel que |a| <m, 9% € L2,

Enfin, I’'inégalité (8.2) assure 1’équivalence des normes grace au fait que la trans-
formation de Fourier est une isométrie a une constante pres. U

Remarques. Cette proposition nous indique comment on peut définir des espaces
de Sobolev d’indice entier positif modelés sur les espaces L” pour p € [1,+-o0]. 11
suffit de définir I’espace W (R?) comme I’espace des fonctions u de L”(R?) dont
toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a m sont des distributions appartenant
a LP(R4), muni de la norme idoine.
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On voit aussi que I'indice s de I’espace de Sobolev s’interprete comme un ordre
de dérivées appartenant 2 L? dans le cas entier, donc une mesure de régularité.
Dans le cas s réel, on a aussi une interprétation en termes de dérivées d’ordre
fractionnaire.

Exercice 8.1.1 Démontrez que I’espace . est inclus dans ’espace H®, et ce pour
tout réel s.

. p . . NI _d_
Exercice 8.1.2 Démontrer que la masse de Dirac &y appartient a ’espace H 2~ ¢
. .. . , . - _d
pour tout réel strictement positif €, mais que &y n’appartient pas a l’espace H™ 2.

Exercice 8.1.3 Démontrez que, pour toute distribution a support compact u, il
existe un réel s telle que u appartienne a l’espace de Sobolev H®.

Exercice 8.1.4 Démontrer que la constante 1 n’appartient a H® pour aucun réel s.

Exercice 8.1.5 Soit s un réel de 'intervalle |0, 1[. Démontrer que I’espace H* est
’espace des fonctions u de L telles que

ju(x) —u(y)®
/RdXRd |x—y|d+2s dxdy < +oo.

Démontrer de plus qu’il existe une constante C telle que, pour toute fonction u
de H’, on ait

. 2
) =4I iy < Cllull.

-1 2 2
< LA A S
S L VP B et

Comment pourrait-on définir un espace W*? de facon analogue ?

Théoréme 8.1.1 Soit s un réel quelconque. L’espace 9 (R?) est dense dans H*(R)
et la multiplication par une fonction de ./ est une application continue de H® dans
lui-méme.

Démonstration. Pour prouver le premier point de ce théoreme, il suffit de démon-
trer que I’orthogonal de 2(R?) est réduit au vecteur nul, voir corollaire 4.2.2.
Considérons une distribution u de H® telle que, pour toute fonction-test ¢, on ait
(@|u)gs = 0. Ceci signifie que, pour toute fonction-test ¢, on a

/Rd P(E)(1+|EP)R(E)dE = 0.
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En utilisant que .% est inclus dans H*, que, d’apres la proposition 7.3.3, Z est
dense dans .7, et que la transformation de Fourier est un isomorphisme de .# dans
lui-méme, on a, pour toute fonction ¢ de .7,

[0 +IERyE) g =o.

Comme .7 est dense dans L?, ceci entraine que I’on a (1 +|&|?)*u(&) = 0, donc
u=0,donc u=0.

Démontrons maintenant le second point du théoreme. Cette démonstration
est présentée ici a titre culturel. Dans les calculs qui suivent, la constante C est
générique et sa valeur peut changer d’une occurrence a 1’autre. Soit ¢ une fonction
de ..

D’apres la proposition 7.3.4, on sait que

du=(21) 4P«

On souhaite montrer qu’il existe une constante C telle que ||@u||ps < C|lu||gs. Il
s’agit donc de majorer la norme L? de la fonction définie par

U(&) = (1+1E2)7 [ |16(5—m)| x[a(n)]dn

par une constante fois la norme H* de u. Posons I (§) ={n /2|& —n| <|n|} et
L(E)={n/2|&—n|>|n|}. Nestclair que I'on a

UE) = Ui(E)+Us(E) avec
Uj(8) = (+IEP)E [ 16—l x amldn

Tout d’abord, observons que si 1) € I;(&) ,alors on a

I 3
sl<18l < Znl.

On en déduit que, pour tout réel s, il existe une constante C telle que, pour tout
couple (&,n) tel que N appartienne a 11 (&),

(L1 <ci+nP).

Il vient que

Vi) <C [ 16(E=mI(L+ P2 amldn = Crw®).
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ot w(n) = (1+|1?)3|a(n)|. Comme ¢ appartient 2 ., en particulier ¢ appartient
aLl, donc R R
1Uillz2 < ClQlztlIwll 2 = Cll@ [ 1 |l s,
par le théoreme 5.4.3.
Par ailleurs, si 1 appartient a (&), on a

1 3
SlE-nl<EI<3E-nl e [nl<20E-n|

Distinguons deux cas. Si s > 0, alors (1+|£|?)2 < C(14|& —n|?)z, d’o
Ua(8) <C [ | 16(E =m)I(1+1E =3 il dn = Cwi(€)

ot w(&) = |9(E)|(14]E2)2 € L' puisque ¢ € .%. On en déduit comme précé-
demment que U, € L? avec

12|z < Cliwlipaf[all 2 < Cliwl|pa f[ue s,

d’ou le résultat dans ce cas.
Si maintenant s < 0, on note que I’on a toujours (14 |£[2)2 < C(1+|& —n[?)2,
mais aussi que (1+[1[2)~2 < C(1+4|€ —n|?)~2. Par conséquent, on peut écrire

Us(8) < C/Rd [0(& —m)I(1+[n )2 [@(n)ldn,
et I’on obtient une nouvelle fois
1U2]| 2 < Cllul| a5
par le méme argument d’estimation de convolution que plus haut. U
Exercice 8.1.6 Soit L' = {uc .7'/ u € L'}. Démontrez que, pour tout réel

positif s, le produit est une application bilinéaire continue de L' NH® x ZL'N
H®. Qu’en déduire lorsque s est strictement supérieur a d /2 ?

Exercice 8.1.7 Soit s un réel strictement supérieur a 1/2. Démontrez que I’appli-
cation restriction 'y définie par

y: 2(RY) — P(RI)
¢ — ’}/((P) : (Xz,'-- axd) = (P(OaxZa"' axd)

se prolonge en une application continue de H*(R?) dans H™: (R4,
Indication : On écrira que

Fr19(0.60+ &) = 2m) ! [ (&1.Ere L)
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Nous allons maintenant démontrer un théoreme qui décrit le dual de 1’es-
pace H°.

Théoreme 8.1.2 La forme bilinéaire B définie par
B: Yx =K
(0.0) = [ u(x)p()dx
R4

se prolonge en une forme bilinéaire continue de H° x H* dans K. De plus, I’ap-
plication 8g: H™* — (H*)' qui lui est associée est un isomorphisme linéaire iso-
métrique (a une constante pres), c’est-a-dire que la forme bilinéaire B identifie
I’espace H* au dual de H".

Démonstration. Le point important de la démonstration de ce théoreme est lié€ a la
formule d’inversion de Fourier. Le lemme 7.2.1 page 186 et la formule d’inversion
de Fourier assure que 1’on a, pour tout couple (u, @) de fonctions de .7,

Bu.g) = [ ux)go)dx

= u(x).Z(F o) (x)dx

= | a@)(F'p)(&)dE

R4

= (w7 | WE)p(-E)dE. 5.3

On en déduit donc immédiatement en multipliant et en divisant par (1+|£[?)2 et
en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz que

[B(u,@)| < 27) ||z | 9l 11—+,

d’ou le premier point du théoreme. Le fait que 1’application dp soit injective résulte
du fait que, si, pour toute fonction ¢ € ., on a B(u, ) = 0, alors u est I’élément
nul de .. Reste a démontrer qu’elle est surjective. En fait, nous allons démontrer
directement que g est un isomorphisme.

Pour tout réel o, la transformation de Fourier est par construction un isomor-
phisme isométrique de H® sur L2 = L*(R4, (14 |&|*)°dE). Considérons mainte-
nant la forme bilinéaire B définie par

B: 12, x1? - K
(9.u) = (2m) 7 [pai(§)P(~&)dE.

Si nous démontrons que
op="'F 657, (8.4)
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alors le théoreme 8.1.2 est démontré. En effet, comme on sait que % est un
isomorphisme de H* sur L?, d’apres la proposition 3.4.2 page 92, I’application
linéaire /. est un isomorphisme de (L?)' sur (H*)’. D’aprés le corollaire 4.3.3
page 104, on sait déja que 8 est un isomorphisme de (L2)' sur L? .

Pour démontrer la formule (8.4), écrivons que

(\F 85T u,0) = (F83Fu, F o)
— 55(Fu, 7o)

D’apres la formule (8.3), on a
(T 65T u, @) = (3(u), ),

d’ou le théoreme. O

8.2 Injections de Sobolev

Le but de cette section est d’étudier les propriétés d’inclusion des espaces
H*(R?) dans les espaces L”(R?). Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.1 Si s > d/2, alors l'espace H* est s’injecte continiiment dans

I’espace des fonctions continues nulles a Uinfini. Si 0 < s < d /2, alors I’espace H*

ye e . A * hY
s’injecte continiiment dans L* o s* = dz_dzs-

Démonstration. Rappelons que 1’on dit qu’un espace E s’injecte continiment dans
un espace F si E C F (algébriquement, ou parfois a un isomorphisme pres) et que
I’injection de E dans F' est continue, ¢’est-a-dire qu’il existe une constante C telle
que pour tout u € E, ||u||r < C|ju||£.

Le premier point du théoréme est trés facile & démontrer. Ecrivons pour tout u
dans H*,

@) = (1+[&17) 2 (14 &) [a(8)]. (8.5)
Le fait que s > d /2 implique que la fonction

& (14812

appartient 2 L?. Donc, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

s < ([0 +16P) &) -
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Or on sait que si % est dans L', alors u est une fonction continue qui tend vers zéro
a I’infini avec
laell = < (2) =l (8.6)
d’ou le premier point.
La démonstration du second point est plus délicate et est présentée ici a titre
culturel. Les constantes C qui apparaissent sont génériques, et peuvent varier d’une

ligne a I’autre.
On utilise alors le résultat de 1’exercice 5.1.1 page 133 que nous rappelons.

Pour tout p dans ’intervalle |1, 4-oo[, on a, pour toute fonction mesurable f,

715 =p [ & m(ls| > Ay,

égalité valable que les deux membres soient finis ou infinis.
Nous allons décomposer u de maniére a faire apparaitre des normes de type L.
Pour ce faire, découpons u en « basses » et « hautes » fréquences en posant

U=ujpa+ua avec ujpq= 32.71(13(0714)5{\) et upps = §71<13(,-(07A)ﬁ).
(8.7)
Comme la fonction 1p(q, A)ﬁest L? et & support compact, elle est dans L!, donc
uy 4 est bornée par transformation de Fourier inverse. Plus précisément,

luralle= < (27) ™9 ||ayall

ry ! [ I ag

1
<em ([ g dE) fulu
B(0.A)
d
= CA2°||u||gs. (8.8)
Or, d’apres 1’inégalité triangulaire, on a
{lul > A} C {2|ur.a| > A} U{2[uza] > A},

donc m(ju| > A) < m(2|luj ol > A)+m(2|lupa| > A). D’apres I'inégalité (8.8)
ci-dessus, si I’on pose

A—( A >d—22v_< A )s;
P \2Clull s 2C s

alors

m<|“1,A;L| > %) =0.
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On en déduit donc que
lullSe < s / A m(2luya, | > A)dA.
Il est bien connu (c’est I’inégalité de Bienaimé-Tchebychev) que

m (2|u > A :/ dx
(24, 1> 2) [l 52}

4 2
[ R,
Qlua, |2} A
IS
= v
Il en résulte donc que ’on a
e <€ |25z, o (59

La transformation de Fourier est (2 une constante pres) une isométrie de L2

On a donc

u 2:27rd/ AP dE.
[u2,4, 7> = (27) {\§|2Ax}’ (3]

D’apres I’inégalité (8.9), il vient
lullje <C [ A Mg an (b EIEE) Pagar.

Or, par définition de Ay, on a

def
€] > Az & A < C(&) E 2C ullms €[

D’apres le théoreme de Fubini, on a donc

julipe < [ ( / w m) ()P g

< Cllully a(§)2dE < Cllullis,

car M =2s. O
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Remarques. Une facon de deviner (ou de se rappeler) I’exposant de Sobolev

2d
d—2s

est 1’ utilisation d’un argument d’homogénéité. En effet, soit v une fonction sur R?,
désignons par v, la fonction vy (x) = v(Ax). On a

_d
valle = 2 vl

De plus, d’apres la proposition 7.1.2, on a

e @R =272 [ gPpate)Rag

— )L_d+2SHVH%_-P.,
en posant
2 def 25|50 £|2
vl & [ 1EPRE)PdE.
Si I’on a une inégalité d’injection continue, les deux quantités || - [|2, et || - ||%,

doivent étre comparables pour tout A. On en déduit que 1’on doit avoir —i—* =

—d +2s. Uexposant s* est donc le seul pour lequel une telle injection peut avoir
lieu. Ceci ne montre évidemment pas qu’elle a bien lieu.

Notons que 'ona 2 < % < +oo, la borne inférieure étant atteinte pour s = 0.
L’injection de Sobolev permet donc de gagner de I’intégrabilité des que I’indice de

dérivation s est strictement positif.

8.3 Les espaces H"(Q), H]'(Q2) et H"(Q)

Dans cette section, on étudie quelques espaces de Sobolev sur des ouverts
quelconques de RY. Dans ce contexte, la transformation de Fourier est moins
opérante. On se restreint aux espaces de Sobolev d’indice entier, étant entendu
qu’il est possible de définir aussi dans ce cas des espaces de Sobolev d’indice réel
quelconque.

Définition 8.3.1 Soient m un entier naturel et Q un ouvert de RY. L’espace H™(Q)
est I’espace des fonctions de LZ(Q) dont toutes les dérivées jusqu’a l’ordre m sont
dans L*(Q), muni de la norme

1/2
lullimiay = (X 10%ul))

lo|<m
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L’espace H['(Q) est I’adhérence au sens de la norme H™(Q) de 2(Q), muni de
cette norme. L’espace H™"(Q) est I’ensemble des distributions u sur Q telles que
déf
lullg-mi@) =~ sup[(u, @) <oo.

lollgm@)<1
pe7(Q)

Proposition 8.3.1 L’espace H™ () muni de sa norme est un espace de Hilbert.

La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur. L’espace H " (Q) s’iden-
tifie naturellement au dual de Hjj'(Q) grace au théoréme suivant.

Théoreme 8.3.1 L’application bilinéaire définie par

B: H™(Q)x 2(Q) — K
(u, ) = (u, )

se prolonge en une application bilinéaire continue de H™"(Q) x HJ'(Q) dans K,
toujours notée B. De plus, 'application 8g: H " (Q) — (HJ'(Q))" qui lui est
associée est un isomorphisme linéaire isométrique, c’est-a-dire que la forme bili-
néaire B identifie ’espace H™"(Q) au dual de H['(Q).

Démonstration. Le fait que I’application bilinéaire B se prolonge n’est rien d’autre
que la traduction dans la présente situation du théoreme de prolongement 2.2.2.
Soit ¢ une forme linéaire continue sur Hj'(€2). Sa restriction a Z(Q) est une
distribution u sur Q telle que

Vo e 7(Q), (up)=(l,)
d’ou le théoréme par définition de la norme sur (H}'())". O

Donnons quelques propriétés des espaces d’indice négatif. On introduit d’abord
trois applications :

— Le prolongement par 0 en dehors de €2, qui réalise une injection isométrique
de H'(Q) dans H™(R?). En effet, cette propriété est trivialement vraie sur 2(Q),
donc elle le reste par densité. L’espace H'(Q) peut donc étre considéré comme un
sous-espace vectoriel fermé de H™(RY). Notons HJ*(Q)* son orthogonal.

— Lapplication linéaire pr de H~""(Q) dans H~"(R%) = H™(R“)' par

(pr(u), f) = (u, fo), (8.10)

ol I’on a décomposé H™(R?) en somme orthogonale : f = fo+ f| avec f € HI'(Q)
et fi € HI'(Q)*

— Enfin, on note r est la restriction des distributions de R? sur Q.

Nous allons démontrer le petit lemme suivant.
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Lemme 8.3.1 L’application pr est une application linéaire isométrique de H™(Q)
dans H="(R?) et 'application r est une application linéaire continue de H "™ (R?)
dans H™™(Q). De plus, on a

ropr—= IdH—m(Q) .

Démonstration. D’apres le théoreme 8.1.2, on sait que

lpr(@)l|g-m@ay =~ sup  [(pr(u), @)|.

H(pHHm(Rd)SI

La projection orthogonale sur un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert étant
une application linéaire de norme 1, on peut écrire, vu la définition de pr,

lpr(llgg-ngey = sup [(pr(u),¢)]

H(P”HWI(Rd)Sl

= sup [(u, )]

@l zm)<1

= [lull-n()- (8.11)

Par ailleurs, on a, pour toute distribution v de H~""(R%),

sup  [(r(v),@)| = sup  [(v,9)]
@1l @) <1 @llgm@)<1
¢c2(Q) Pc2(Q)
< sup o [(v,0)]
”(PHHm(Rd)§1
peZ(RY)
= [Vl gg-m(ray.

On voit donc que r(v) € H™(Q) et que I’application r est continue de H " (R%)
dans H"(Q).
Enfin, il est clair que 1’on a, pour toute fonction f € H{'(Q),

(ropr(u), f) = (pr(u),f)
= <u’f>7

d’ou le lemme. O

Théoreme 8.3.2 i) L’espace H " (Q) est I’ensemble des restrictions a Q des
éléments de H"(RY),

ii) La norme || - || g-n(q) définie ci-dessus est une norme hilbertienne.

iii) L’espace 2(Q) est dense dans ’espace H™"(Q).
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Démonstration. Le premier point est clairement assuré par le lemme. Quant au
deuxiéme point, il suffit de remarquer que H " (Q) est isométrique au dual de
I’espace de Hilbert Hy'(Q).

Démontrons maintenant que Z(Q) est dense dans H " (Q2). Pour ce faire,
considérons une distribution u dans H~"™(Q). Le théoréme 8.1.1 dit en particulier
que Z(R9) est dense dans H~""(R¥). 1l existe donc une suite (,),en d’éléments
de 2(R?) telle que

lim v, = pr(u) dans H ™(RY).
n—yoo
D’apres le lemme précédent, ceci implique que

lim r(y,) =u dans H "(Q).

n—yoo

Mais, la restriction 2 Q d’une fonction de L*(R?) étant une fonction de L*(Q),
et 2(Q) étant dense dans L?(€), il existe une suite de fonctions (@, ),cn de 2(Q)
telle que, pour tout entier n, on ait

1
n+1

17 (W) — (Pn||L2(Q) <

Comme la norme L?(Q) est plus grande que la norme H~""(Q), il est clair que
¢, — u au sens de la norme de H"(Q). O
Montrons maintenant 1’inégalité de Poincaré, qui est un résultat trés important.

Théoréeme 8.3.3 Soit Q un ouvert de R? borné dans une direction. Il existe une
constante C telle que

d 1
Vu € HA(Q), |Jul2 gc( ||aju||iz>z.
J=1

Démonstration. Supposons d’abord que € soit borné dans la direction xy. Soit R
un réel strictement positif tel que Q soit inclus dans |—R,R[xR?~!. On a alors,
pour toute fonction-test ¢,

X1 ago

(P(xla"' ,.Xd) :/Ra_xl(saxb'” 7xd)ds'

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que pour tout x € €,

R 2
@1, xa) ) < 2R/ ‘—a(p(s,xz,--- )| ds.
_RIOx
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En intégrant cette inégalité sur Q, il vient

R 9 2 a0 |12
200 < 79 — AR2 a9
/Q|(p(x1, ,Xq)| a’x_ZR/Q/_R‘()xl (8,2, ,xd)’ dsdx = 4R H8x1

12(Q)’

par Fubini. Comme Z(Q) est dense dans Hj (Q), le théoreme est démontré dans
le cas ol I’ouvert est borné dans la direction x;. Le cas général s’en déduit par
rotation. U

L’inégalité de Poincaré implique de maniere évidente le corollaire suivant.

Corollaire 8.3.1 Soir Q un ouvert de R¢ borné dans une direction. L’application

1

wr (X 10%u)2)

|ot|=m
est une norme hilbertienne sur H{'(Q) équivalente a la norme de H™ (Q).

Dans le cas d’un ouvert borné dans une direction, on a donc le choix d’utiliser
la norme H™ entiere ou bien la semi-norme ci-dessus, et il en va de méme pour
calculer les normes duales sur H ",

Pour conclure ce chapitre sur les espaces de Sobolev, nous allons énoncer et
admettre le théoreme de Rellich, un résultat de compacité treés important.

Théoréme 8.3.4 Soit Q un ouvert borné de R? avec d > 2. Si p est un réel stricte-

ment inférieur a
2d

=i
alors Uinjection de Hy (Q) dans LP(Q) est compacte.

2*

Dans la pratique, on utilise souvent le corollaire suivant.

Corollaire 8.3.2 Soit (uy),en une suite bornée de fonctions de Hy (Q), il existe
une sous-suite n; et une fonction u de Hé (Q) telles que

V1< p <2, lim fluy —ullr@) = 0.



Chapitre 9

Deux exemples de résolution d’EDP

Le but de ce chapitre conclusif est de donner deux exemples d’applications de
la notion de dualité a la résolution d’équations aux dérivées partielles. Le choix de
ces applications est arbitraire, a ceci pres qu’elles sont d’énoncé simple.

9.1 Résolution du probleme de Dirichlet

Dans toute cette section, £ désigne un ouvert borné de R4 et les distributions
considérées seront toutes supposées a valeurs réelles. On cherche a résoudre le
probleme de Dirichlet pour 1’équation de Poisson, c’est-a-dire qu’étant donné une
fonction f dans L?(€), ou mieux une distribution dans H~'(Q), on cherche une
fonction u telle que

—Au=f

au sens des distributions. Il est clair qu’il faut mettre une condition supplémentaire
si I’on veut avoir I’unicité. En effet, toute fonction constante est solution de Au = 0.
Enongons le théoréme précis.

Théoreme 9.1.1 Pour toute distribution f appartenant @ H='(Q), il existe une
unique fonction u dans l’espace Hé (Q) telle que

—Au=f.

Démonstration. Commengons par démontrer 1 unicité. Soit u une fonction de Hj (Q)
solution de
—Au=0.

On en déduit que, pour toute fonction ¢ € Z(Q), on a

(—Au, @) = 0.
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Par définition de la dérivée des distributions, ceci s’ écrit

Z (dju,djp) =
Comme u appartient & Hj (Q), ses dérivées appartiennent a L?(Q). Il en résulte que

)
/ Vu(x) - Vo(x)dx = 0. ©.1)
Q

L’ application
hr—>/ Vu(x) - Vh(x)dx
Q

est une application linéaire continue sur H& (Q), donc I’identité (9.1) ci-dessus est
vraie pour toute fonction & de 1’espace Hé (Q), donc en particulier pour 7 = u. On
en déduit que Vu = 0, et donc d’apres 1’inégalité de Poincaré, que u = 0, ce qui
établit I’unicité.

L’existence utilise de maniere cruciale le concept de dualité. Soit f un élément
de H~'(Q). Le théoreme 8.3.1 affirme que la forme linéaire définie par

o —(f,0)

est une forme linéaire continue sur H(% (Q). D autre part, I’inégalité de Poincaré
implique que 1’application définie de H} () dans R par

u— / \Vul|? dx
Q

est une norme hilbertienne sur H(} (Q). Le théoreme 4.3.1 de représentation de
Riesz assure qu’il existe une fonction u de H(% (Q) telle que, pour toute fonction v
de H} (), on ait

:/QVu(x)-Vv(x)dx.

Cette relation est en particulier vraie pour toute fonction v = ¢ appartenant 3 Z(Q).
Par définition de la dérivée des distributions, on a donc

8u 8(0 U B

j ax ; j:l 7
c’est-a-dire précisément —Au = f au sens des distributions. 0

Remarquons que ce théoréme donne une description des éléments de H ! (Q).
Soit f une distribution de H~!(Q), alors f est somme de dérivées secondes (au
sens des distributions) de fonctions de Hé (Q) et aussi une somme de dérivées
premigres de fonctions de H(Q) = L?(Q).

On aurait aussi pu utiliser le théoréme de Lax-Milgram au lieu du théoréme de
représentation de Riesz, mais ce n’était guere utile dans ce cas particulier.
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9.2 Résolubilité locale des opérateurs elliptiques

Définition 9.2.1 On appelle opérateur différentiel (linéaire) d’ordre m sur un
ouvert Q de RY tout opérateur P de 9'(Q) dans lui-méme de la forme

Pu= Y aq(x)0%u

o <m

ou (aa)|a‘§m est une famille de fonctions indéfiniment différentiables sur Q.

A tout opérateur différentiel P, on associe un polyndme sur C? par

PE)= ) aa(x)&”

|| <m

a x fixé. On ne distinguera pas 1’opérateur et le polyndme dans la notation.
Nous allons maintenant définir la notion d’opérateur elliptique.

Définition 9.2.2 Soit P un opérateur différentiel d’ordre m sur Q ; on dit que P

est un opérateur elliptique si et seulement si, pour tout point xo de Q, il existe une

constante c strictement positive et un voisinage V de x tel que
VxeVYEER!,| Y aa()E?| 2 clél".

|ox[=m

Exemples Soit A(x) = (a;j(x))1<i j<q une fonction indéfiniment différentiable a
valeurs dans les matrices réelles symétriques définies positives. L’ opérateur définie

par
P= Zaij(x)(?iaj
i

est elliptique d’ordre 2. En particulier, le laplacien est un opérateur elliptique.

L’objet de cette section est la démonstration du théoreme suivant.

Théoréme 9.2.1 Soient Q un ouvert de R et P un opérateur elliptique d’ordre m
sur Q. Pour tout point xo de €, il existe un réel R strictement positif tel que, pour
toute distribution f dans H~"™(B(xo,R)), il existe une fonction u de L*(B(xo,R))
telle que Pu = f.

Ce théoreme dit bien que I’opérateur P est localement résoluble, c’est-a-dire
qu’en chaque point, on peut trouver une boule centrée en ce point sur laquelle on
peut résoudre 1’équation aux dérivées partielles Pu = f pour une distribution f pas
trop irrégulicre. La démonstration de ce théoreme se décompose en deux parties.
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Dans la premiere partie, on démontre une inégalité relative aux fonctions de 2(Q),

dite « estimation a priori ». Dans la seconde partie, on utilise le concept de dualité

pour déduire de I’inégalité précédemment démontrée I’existence de la solution.
Commencons par I’estimation a priori.

Lemme 9.2.1 Soient P un opérateur elliptique d’ordre m sur Q et xo un point de
Q. Il existe deux réels C et R strictement positifs tels que

Vo € Z(B(xo;R)), |[@llam < Cl[P@]| 2.

Démonstration. La preuve de ce lemme est assez longue. On démontre tout d’abord
I’inégalité pour I’opérateur a coefficients constants

P(): Z aa(X())aa;

|a[<m

puis on utilise une méthode dite de pertubation qui permet de conclure.
Il s’agit donc de majorer, pour ¢ appartenant a Z(Q), la quantité

Iolm = [, (1+1E)"18(E) PaE.

L’ opérateur P étant supposé elliptique, il existe un réel c tel que I’on puisse écrire
pour tout & € R?

< e |a|z:"maa(XO)5a’2
= i’"af_,maa(xo)ia 2
=] L antw@) = F aut)i)" :
<2 L aat)@)”[ +2¢] § aatui|

< 23|y (i8) P+ Co(1 + &),

en utilisant I’inégalité injustement méprisée bien que cruciale, (A + B)2 <2A%+
2B%. Comme 2m > 2(m — 1), il existe une constante M telle que si |£| > M, on ait
alors

1
Co(1+]EP" ) < g™

Il en résulte que
&= M = |E" < 4c|Py(i&) .
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On note alors que
F (Po9) (&) = Ro(i8)9(E).

Ainsi, on a

LA+ERBERPEC [ (17 (Eo)NEP+IRE))
1=z
2\m| 2
+ [, (I8P BEPE,

d’ou

@l < CillPo@ll72 +Call 7

Or, I’inégalité de Poincaré démontrée dans le théoreme 8.3.3 affirme que, pour
toute fonction ¢ appartenant a Z(B(xo,R)),

lel7 < CRIV|7.

Comme HV(pH%2 < |l@||%m, on a, pour toute fonction ¢ appartenant & Z(B(xo,R)),

lli7m < CullPo@llz2 + CaR @l[7m
En prenant R < (2C,)~!, on assure I’existence d’une constante C telle que
Vo € Z(B(x0,R)), [|@llam < C5l[Pog]p2-

Nous allons maintenant mettre en ceuvre un argument de perturbation. D’apres
I’inégalité ci-dessus, on peut écrire

@l < Csl|Po@l| 2
< G3|Pollr2 +G3[[(Po = P) @l 2

Or, par définition de Py, on a

(Po=P)p(x) =} (au(x0) —aa(x))d%p(x).

|| <m

Ainsi donc

I =Prol: < Cs( s 130l leateo) el
xeb(xg,
lo|<m

< Goll@llam  sup |aa(xo) —aa(x)|.
xGB(xO,R)
|a|<m
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Les fonctions a étant continues, on peut imposer a R d’étre suffisamment petit
pour que

1
C3Ce  sup |ag(xo) —ag(x)] < 3
XEB(xp,R)
lot|<m
I1 vient alors q
@llam < C3||[Pol| 2+ §||<P||Hm-
Le lemme est démontré. O

On introduit I’adjoint formel de 1’opérateur P

Pu= Z (—3)*(aqu).

lo|<m

Corollaire 9.2.1 Soient P un opérateur elliptique d’ordre m sur Q et xo un point
de Q. Il existe deux réels C et R strictement positifs tels que

Vv € Hy'(B(x0,R)), [[v][em < Cl[P*V]| 2.

Démonstration. 11 suffit d’observer que si P est elliptique, alors P* I’est aussi car,
d’apres la formule de Leibniz,

Pu= Y ag(—0)%u+ Y, bg&ﬁu,

lat|=m |Bl<m—1
ou les fonctions bﬁ sont indéfiniment différentiables, et I’on conclut par densité de
2(B(x0,R)) dans H['(B(xo,R)). O

La seconde partie de 1la démonstration utilise de maniere cruciale le concept de
dualité, coeur de la théorie des distributions. Voici comment. Considérons I’espace
E défini par

E ={P*v,v € HJ'(B(x0,R))}.

Lemme 9.2.2 L’espace E est fermé dans L*(B(xo,R))
Démonstration. Soit (g,),en une suite de fonctions de E telle que, pour un certain
g € L*(B(xo,R)), on ait

18n = 8ll22(B(xo,R)) = O-

Par définition de I’espace E, il existe une suite (v,),cn de fonctions de Hj'(B(xo, R))
telles que
gn = Pv,.

D’apres le corollaire 9.2.1, on a

[vp — VqHHm(B(xo,R)) < CHP*<VP - Vq) HLZ(B(xO,R)) =Cllgp— quL2(B(x0,R))-
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Comme la suite (g,),cy est convergente dans L?(B(xo,R)), elle est de Cauchy.
Il résulte de I’inégalité ci-dessus que la suite (v,),cn est également une suite de
Cauchy dans I’espace H™(B(xo,R)). Donc, il existe une fonction v appartenant
a Hy'(B(xo,R)) telle que I’on ait

limv,=v dans H"(B(xo,R)).

n—soo

L opérateur P* est un opérateur continu de H™(B(xo,R)) dans L?(B(xo,R)). Donc
ona

g= P,
dougekE. U
Démonstration du théoreme 9.2.1. Nous allons maintenant construire la solu-

tion u par le biais d’'une forme linéaire continue sur E. Soit f une distribution
de H™(B(xp,R)) ; on considére la forme linéaire L définie par

L:E—R
g=Pv— (f,v).

D’apres le corollaire 9.2.1, la fonction v de Hj'(B(xo,R)) telle que P*v = g est
unique et la forme linéaire L bien définie.
De plus, on a, pour tout v € Hj'(B(xo,R)),

ILg| = [(f )] < Nl B o) 1V 7 (B0 R))
< Cllfll-m(Bor) 1PV 2B (x.0))
= Cll fllz-mBxo.0)) 18]l 22(B(xo.R))-

Donc la forme linéaire L est continue sur E. Soit L la forme linéaire définie sur
I’espace L?(B(xo,R)) par

l_,|E:L et l_4|EL:O

La forme linéaire L est continue sur L?(B(xo,R)). D’apres le théoreme de repré-
sentation de Riesz, il existe une fonction u de L?(B(xo,R)) telle que, pour toute
fonction g de L?(B(xo,R)), on ait

L) = | o S

Cette relation est en particulier vraie pour les fonctions g appartenant a E. Donc,
pour toute fonction ¢ appartenant a Z(B(xp,R)), on a

| (Po)mud=r.9)
B(xo,R)
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9. Deux exemples de résolution d’EDP

Or, par définition de P*, on a
| (Po)@utx)dx = (Pu.)
B(xo,R)

et donc
V(PG.@(B(X(),R)), (Pu,(p>:<f,(p>,
c’est-a-dire que Pu = f au sens des distributions. 0

Remarque. On note que E est en général un sous-espace strict de L?(B(xo,R)). En
effet, dans le cas m = 2, P = P* = A, on peut montrer que P est un isomorphisme
entre H?(B(xo,R)) NH} (B(xo,R)) et L*(B(x0,R)) alors que E = P(H3(B(x0,R))).



