Université Pierre et Marie Curie — Paris 6 Examen : Bases d’Analyse Fonctionnelle
M1 Mathématiques 12 décembre 2011, de 14h00 & 17h00

Questions de cours

1. Donner la définition d’une base hilbertienne d’un espace de Hilbert X.

2. Donner la définition de I'espace de Schwartz S(RYY). Sous quelles conditions une suite (u,)nen
dans S(RY) converge-t-elle vers u € S(RY) ? Donner la définition de I’espace des distributions
tempérées S’ (RY).

Exercice 1 Soit X un espace vectoriel sur C muni d’un produit scalaire (-,-) : X x X — C. On
rappelle qu’une application linéaire A de X dans X (non nécessairement continue) est symétrique si

(A(u),v) = (u, A(v)) Vu,veX.
1. Montrer que A est symétrique si et seulement si
(A(u),u) e R VueX.

Indication : Imiter les identités de polarisation.

2. On considere ici le cas X = D(R, C), I'espace des fonctions indéfiniment dérivables et & support
compact de R dans C, que I'on munit du produit scalaire de L?(R, C)

(u,v) := /Ru(x)v(a:)da: Vu,v € D(R,C).

Pour quelles valeurs de k € N I'application linéaire

dk
A X — X, UHW’U,

est-elle symétrique 7

Exercice 2 Soient X et Y deux espaces de Hilbert réels munis de produits scalaires notés respec-
tivement (-,-)x et (-,-)y. Soit ¥ un sous-espace vectoriel de Y dense dans Y. On munit ¥ du produit
scalaire de Y, ce qui en fait un espace pré-hilbertien. On fait I’hypothese que Y C X et il qu’il existe
une constante C' > 0 telle que

lyllx <Clylly  Vyev,

ou || -||x et || - ||y désignent les normes induites par les produits scalaires de X et Y.

On se donne une forme linéaire continue f € Y’ et une forme bilinéaire a : X x Y — R telle que
Yy eY, 30, > 0 t.q. la(z,y)| < Cyllz|x YV € X.

(autrement dit chacune des applications partielles x — a(x,y) est un élément du dual X')

et telle que .
Ja >0, aly,y) > alyly Yy ev.

(on dit que a est coercitive sur'Y ).

Le but de 'exercice est de démontrer la variante suivante du Théoréme de Lax-Milgram :

Iz, € X t.q. a(ze,y) = fly) YyecVY. (1)



1.

2.

Montrer qu’il existe une application linéaire T : ¥ — X telle que
a(z,y) = (x,T(y))x VreX, VyeV,

Montrer que T est injective.

Dans la suite, on désigne par Z l'image par 1" de Y, que l'on munit du produit scalaire de X. On
désigne par R : Z — Y l'inverse a gauche de T, autrement dit

R(T(y) =y VyeVY.

3. Montrer que R € £(Z,Y), espace des applications linéaires continues de Z dans Y.

4. Déduire qu’il existe une unique application linéaire continue R : Z — Y qui prolonge R. (Ici,

Z désigne l'adhérence de Z dans X )

5. Montrer qu'il existe une unique forme linéaire continue f € Y’ qui prolonge f.

6. Montrer qu’il existe un unique h € Y tel que

fly) = (y,h)y VYyeY.

7. Soit P la projection orthogonale de X sur Z. Montrer que Ro P € L(X,Y).
8. Soit A € L(X,Y) quelconque. Montrer qu’il existe A* € L(Y, X) telle que

9.

(A(@),y)y = (z,A%(y))x Vze X, VyeY.

(On dit que A* est l'adjoint de A)

Montrer que x, := (R o P)*(h) fournit une solution du probléme (1).

Exercice 3 Soit 0 < a < 1, et u, : R — R la fonction définie par

. Déduire que pour

| six#0
mx)::{”o gz

. Montrer que u, € S’(R) (au sens de I'injection canonique) et en déduire que i, € S'(R), ol g

désigne la transformée de Fourier de u,.

. Montrer que si % < a < 1, il existe v, € Ll(R) et w, € LQ(R) telles que u, = v + W, presque

partout.

Déduire que pour % < a <1, 4y € Co(R) + L*(R). En particulier, 1, est une distribution

tempérée associée a une fonction, que par abus on note aussi .-

. En remarquant que pour tout A € R\ {0}, et pour tout z € R,

ta($) = P ta (@),

montrer que pour 3 < a < 1et A € R\ {0} fixés,

T

A

~

U6 (S) = A" Yia(2) presque partout.

< a < 1, il existe une constante ¢, € C telle que

D=

lio(2) = colz|*™! presque partout.

. En utilisant la formule d’inversion de Fourier dans S’(R), étendre ce dernier résultat au cas ou

1

(Bonus) Montrer que @



